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MODELLING AND MODAL PROPERTIES OF A FOUR-AXLE
LOCOMOTIVE

V. Zeman, Z. Hlavac*

Summary: The paper deals with mathematical modelling of vibration and modal
analysis of a four-axle locomotive with two bogie. Each bogie has two individual
wheelset drives. The modelling method is based on the system decomposition into
seven subsystems — two individual wheelset drives and bogie frames in each bogie
and the car body — and on modelling of couplings among subsystems. The
eigenvalues of a linearized autonomous model and stability conditions are
investigated in dependence on longitudinal creepage and forward velocity of the
locomotive. The model is prepared for dynamic response investigation caused by
different vibration sources of locomotive excitation.

1. Uvod

Komplexni matematicky model lokomotivy je sestaven pro vysetiovani dynamické odezvy
Styfnapravové elektrické lokomotivy vyvinuté pro rychlosti okolo 200 km/h ve SKODA
TRANSPORTATION s.r.o. Jeji fyzikalni model zahrnuje skiin lokomotivy, dva podvozky a
Ctyfi individudlni pohony s vazbami. Matematicky model byl vyvijen postupné¢ od modelu
individudlniho pohonu, jak je uk4dzéno v ¢lanku (Zeman at al., 2007-1), pies model podvozku
se dvéma individudlnimi pohony s tuhymi koly (Zeman at al., 2007-2) az k modelu podvozku
rozsifeném o vliv poddajnosti a tlumeni kol, ktery byl vyuZit pro optimalizaci vybranych
konstrukénich  parametri  z hlediska potlaCeni kmitani vybuzené ovalitou kol
(Hlava¢&Zeman, 2009) a pro vySetfeni kmitani pohonu pii vzniku zkratového momentu
(Zeman at al., 2010).

Cilem piispévku je uvést komplexni matematicky model lokomotivy, ktery bude
vyuzitelny pro vySetfovani kmitdni a dynamického zatizeni komponent obou podvozki
lokomotivy vyvolaného hlavnimi zdroji buzeni jako jsou nerovnost traté, ovalita kol a
zkratovy moment v né€kterém z individudlnich pohont. Pokud je autorim znamo, jde o prvni
pokus o vytvoreni komplexniho modelu ¢tyinapravové lokomotivy. Oproti jinym literarnim
pramenim, napi. autort Gark&Dukkipati (1984) a Popp&Schiehlen (2003), je uvaZovan
prostorovy pohyb komponent vSech individudlnich pohoni a pruzné-viskézni vazby mezi
nimi (poddajnost hnacich hiideli, ozubeni, spojek, kol, ulozZeni statorii trakénich motort se
skiinémi pfevodovek na ramech podvozki) a spojit¢ rozlozend hmotnost torzn¢, podélné i
ohybové poddajnych dutych kompozitovych hiidelt a naprav dvojkoli. Model samoziejmé
respektuje provdzanost ramii podvozkl sekundarnim vypruzenim a tlumenim se skiini a
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naprav dvojkoli primarnim vypruzenim a tlumenim s rdmy podvozki.

Testovani modelu a vyvijeného software bylo provedeno ve dvou krocich — varianty bez
tlumeni a bez vlivu adheznich sil v kontaktu kol s kolejnicemi (konzervativni model) a uplné
nekonzervativni varianty se vSemi tlumicimi UCinky, linerizovanymi momentovymi
charakteristikami trak¢nich motorti a linearizovanymi adheznimi charakteristikami, jak je
podrobnéji uvedeno ve vyzkumné zpravé Zeman at al. (2010).

2. Linearizovany nekonzervativni matematicky model kolejového vozidla
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Obr. 1 Schema podvozkii s ozna¢enim poradi zobecnénych soutadnic u pfedniho podvozku
(horni obrazek) a u zadniho podvozku (dolni obrazek)



Ctyfnapravovou lokomotivu pohanénou individualnimi pohony (obr.

podvozkll qg, (pfedniho) a Qg (zadniho) a skfifi kolejového vozidla q; .

1) je ucelné
dekomponovat na 4 individudlni pohony modelované v prostorech zobecnénych soufadnic
Q1> qpp, (pohony piedniho podvozku) a qp;» q,p, (pohony zadniho podvozku), 2 ramy

Konfiguracni prostor celého systému (kolejového vozidla) definujeme vektorem
zobecnénych soufadnic dimenze n = 382
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Poradi soutadnic ve vektoru q u vybranych uzlli je uvedeno na obr. 1. Elastické vazby
mezi subsystémy, s oznaenim provazanych zobecnénych soufadnic a vazebnich bodl na
rdmech obou podvozki (obr. 1), jsou schematicky znazornény na obr. 2. V horni ¢asti
schematu jsou pro uplnost vyznafeny vazby sekundarnim vypruzenim mezi body P, na rdmu
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Obr. 2 Vazby mezi subsystémy
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podvozku a P, (resp. Ei), i1=12,3,4 na skiini vozidla a podélnymi pruzinami v oto¢nych

gepech O (resp. 3) mezi podvozky a skiini vozidla, jak je ukédzano u piedniho podvozku na
obr. 3.
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Obr. 3 Schema ramu pfedniho podvozku s vazbami na skiin

Tlumici vazby mezi napravovymi loziskovymi télesy a ramy podvozkil, s oznacenim
provazanych zobecnénych rychlosti a vazebnich bodii na rdmech obou podvozkl (obr. 1),
jsou schematicky znazornény na obr. 4.
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Obr. 4 Tlumici vazby mezi napravovymi loziskovymi télesy a ramy podvozk
(primarni tlumice)
Matematicky model obou ramu podvozki vazanych se skiini vozidla sekundarnim
vypruZzenim a sekundarnimi tlumici byl odvozen separatné v konfiguraénim prostoru
—T T =T 7 18
q :[qRP qs qRP] €R (2)

RP,S,RP

za predpokladu tuhych rdma podvozkii a skiin€é a jejich prostorového pohybu. Tento
subsystém je popsan blokové diagonalni matici tuhosti



M__ ::diag(MRP M MRP) 3)

RP,S,RP

a maticemi tuhosti a tlumeni ve tvaru
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kde K, je diagonalni matice tuhosti jedné sekundarni pruziny a b, je koeficient visk6zniho

tlumeni sekundarniho tlumi¢e mezi body Y na ramu podvozku a body Y (resp. Y ) na skiini
vozidla. Transformacni matice T, u matice tuhosti v (4) a T, u matice tlumeni v (5) ve tvaru

1007 0z -y oo 0 z -y
=01 0/-z, 0 X [[T,=[0 1 0i-z 0 X (6)
00 1!y, —x 0 001y -x 0

transformuji vektory zobecnénych soufadnic q; resp. 9= stitedt hmotnosti ramt podvozkt
na vektory posuvli vazebnich bodi X a resp. Y na ramech podvozkli ve smérech
soufadnicovych os. Podobné to plati pro transformaéni matice vazebnich bod X, X a \7,\7
na skiini vozidla, kterymi je transformovan vektor zobecnénych soufadnic qg skiiné na

vektory posuvl pfislusnych vazebnich bodl. Soutradnice vazebnich boda v transformacnich
maticich typu (6) jsou vyjadieny v kartézskych soufadnicovych systémech s pocatky ve
sttedech hmotnosti podvozku a skiiné (obr. 5).
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Obr.5 Poloha stfedi hmotnosti a zobecnéné soutadnice ramil podvozkl (RP) a skiiné (S)

Linearizovany nekonzervativni matematicky model kolejového vozidla respektuje tlumeni
vSech vazeb, linearizované momentové charakteristiky motorti a adhezni sily ve styku kol
s kolejnicemi. Byl vyvinut aplikaci Lagrangeovych rovnic v konfiguraénim prostoru
T T T =1 =1 |
q= [‘hm qdp> 4 i %DzJ (7)

RP,S,RP



s vyuzitim jiz dfive odvozenych modelll individualnich pohonii v podvozku Hlava¢&Zeman
(2009), zaclenénim subsystému raml podvozkl provéazanych se skiini charakterizované¢ho
maticemi v (3) az (5) a modelovanim vSech vazeb mezi individudlnimi pohony a ramy
podvozki, vyznacenych v obr. 2 a 4. Struktura modelu, zatim bez uvazovani buzeni, odpovida
vyvoji zminénému v tvodu

Mq+[B+BP,RP +BD,RP +BM (bM )+Bad (SO’V’NO)]q+(K+KP,RP +KD,RP )q=0. (8)

Matice M,B,K popisuji fiktivni model systému sloZen¢ho znavzdjem neprovazanych

individudlnich pohont a subsystému RS, S, RS bez uvazovani momentovych charakteristik
motord a adheznich sil v individualnich pohonech.
Maji jednotny diagonalni tvar

X = diag (X, Xpp X0 —, Xp, X;p), X=M,BK . 9)

RP,S,RP’
Matice By gp a Ky pp popisuji visko-elastické uloZeni statorti trakEnich motorti se skiinémi
prevodovek na rdmech podvozki v silentblocich A, B,,C, a A,, B,, C, (viz obr. 1). Matice
B, e @ K g popisuji tlumeni a tuhost vSech primarnich tlumi¢d a pruZin mezi dvojkolimi a
ramy podvozkl véetné podélného vedeni vSech dvojkoli. Diagonalni matice

(10)

7 92 98 201 207 292 298 )

1
B, (b, )=b, diag[l..l..l..l.. 1..1..1..1..

vyjadiuje tlumici Gc¢inek linearizovanych momentovych charakteristik vSech ¢tyt trak¢énich
motort, pficemz koeficienty b,, (mohou byt i rizné) jsou strmosti momentovych
charakteristik ve stavu statické rovnovahy systému, odpovidajici relativnim podélnym
skluziim kol s,. Blokové diagonalni nesymetrickd matice B, (S,,V, N,) linearizovanych
adheznich silovych G¢inkl ve styku vénct kol s kolejnicemi ma tvar (Zeman at al. (2007-2)

80+85 86+91  171+176 177+182  280+285 286+291  371:376 377+382
ad > , (11)

B, (SO,V,NO):diag(..Bad,Bad ..B,, B, .. B B, .. B, , B,

pficemz nesymetrické blokové matice B,, fadu 6 ve tvaru

b22 b23 r b22
_ b -rb
B, = T (12)
-rb, | r'b,
- b23 b33 -r b23
L r b22 r b23 r2 b22 _

jsou lokalizovany na pozicich odpovidajicich zobecnénym soutadnicich stfedt vénct kol o

poloméru r v kontaktnich bodech skolejnicemi. Koeficient b, ZENO[Z—!I}
\ S s=5,

linearizovaého podélného tlumeni je zavisly na relativnim podélném skluzu kol s, rychlosti
kolejového vozidla v[km/h] a vertikalni kolové sile N,[N], kde u(s,v) je adhezni



soucinitel. Ostatni koeficienty by =3,6 f; /v odpovidaji Kalkerovym koeficientim f

ij°
vypocitanym na zaklad¢ Kalkerovy teorie uvedené napt. v knize Gark&Dukkipati (1984) pro
nominalni kolovou silu N, .

3. Modailni veli¢iny kolejového vozidla

Pro vypocet modalnich veli¢in byl vyvinut program v prosttedi MATLAB, ktery je zaloZen na
feSeni problému vlastnich hodnot ve stavovém prostoru u = [qT qT] dimenze 2n=764.

Vlastni ¢isla A, a vlastni vektory u, = [ﬂqu q‘T,]T vyhovuji rovnici

[4, N(s,, v, Ny, by, )+ Plu, =0, (14)
kde
N( N,, by, ) 0 M 15
S V- Mo B [M BB, g + By + By (0,) + Byy 5. No)} (1
RS
pP= : (16)
0 K+Kpgp +Kppp
Pof. | Vlastni {isla [Hz] Dominantné kmitajici komponenty
1 -0,229 +1 0,848 pti¢né skiin s mirnym kolébanim
2 -0,089 +1 0,905 podélné skiin s podvozky ve fazi
3 -0,571+11,114 kolébani a pticné kmity skiin¢ s podvozky ve fazi
4 -0,373 +1 1,220 vertikaln¢ skiin s podvozky ve fazi
5 -0,410 +1 1,256 naklépéni skiiné s mirnym kolébanim
6 -0,781 +1 1,364 kolébéni a vrceni skiiné s podvozky ve fazi
7 -3,119 +14,254 vertikdln¢ podvozky ve fazi
8 -3,086 +14,280 vertikalné podvozky v protifazi
9 -3,805 +14,553 naklapéni podvozki ve fazi
10 -3,787 + 14,584 naklapéni podvozkil v protifazi
11 -0,981 +15,718 pricné podvozky ve fazi
12 -0,956 +15,726 pticné podvozky v protifazi
13 -0,168 +1 8,466 pficné statory uvniti i vné podvozkl v protifazi s
kolébanim RP v protifazi
14 -0,172 +1 8,498 pricné statory uvnitt podvozki v protifazi a vné ve fazi
s kolébanim RP ve fazi
15 -0,211 +1 8,499 torzn¢ dvojkoli s dutymi htideli uvniti 1 vné podvozki
v protifazi
16 -0,211 +1 8,500 torzn¢ dvojkoli s dutymi htideli uvnitt podvozku v
protifazi a vné ve fazi
17 -0,353 +1 8,548 torzn¢ dvojkoli s dutymi htideli uvnitt podvozku ve fazi
a vné v protifazi
18 -0,313 +19,207 torzn¢ dvojkoli s dutymi hiideli uvnitf i vné podvozk
ve fazi

Tab.1 Vlastni ¢isla a charakteristika vlastnich tvartu kmitani ve frekvenénim rozsahu do 10 Hz




Vyvinuty komplexni matematicky model ¢tyinapravového kolejového vozidla byl testovan
na realné¢ Ctyfnapravové lokomotivé 109E o konstrukénich parametrech uvedenych ve
vyzkumné zpravé Zeman at al. (2010). Z provoznich parametrd, na nichz zavisi matice N v
(15), byl ménén relativni podélny skluz s, ve stavu statické rovnovahy systému (uvazovan

stejny u vsech kol) a rychlost kolejového vozidla v[km/h]. Ostatni provozni parametry
N, =1,055-10°[N] a b, =10°[Nms/rad] byly uvazovany jako pevné a u vsech kol a
komplexnich vlastnich ¢isel s kladnou imaginarni ¢asti spolecné se stru¢nou charakteristikou
vlastnich tvard kmitani pfi relativnim skluzu s, =0,005 a rychlosti lokomotivy
v =120[km/h]. VSechna vlastni ¢isla maji zapornou realnou &ast a proto systém pii téchto
provoznich parametrech je stabilni.

Z rozboru vlastnich tvart kmitani ptifazenych dvojicim komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel

cvwr

kmitdnim skiin€ lokomotivy, dalSich 6 dominantnim kmitanim podvozki a az od 13.
vlastniho tvaru kmitdni se zaCnou uplatiiovat 1 lokélni kmity komponent individudlnich
pohont.

Z tohoto diivodu nemé smysl zkoumat zdvislost prvnich 12 pari komplexné sdruzenych
vlastnich ¢isel na provoznich parametrech S, a v, nebot’ na nich tato vlastni ¢isla prakticky
nezaviseji. Provoznimi parametry S, a Vjsou ovlivnény zejména tvary kmitani
charakterizované torznim rozkmitanim nékterého z individualnich pohont. Je to ziejmé z obr.

6 a 7, kde jsou zobrazeny zavislosti imaginarnich a realnych ¢asti vlastnich Cisel na relativnim
podélném skluzu s, pifi rychlostech 120 a 200 km/h. Vyznacené potadi vlastnich cisel

odpovida jejich sefazeni podle velikosti imaginarni slozky (vlastni frekvence) pii skluzu
s, =0,005.

Kritické skluzy, pfi kterych se systém stane nestabilni, jsou zavislé na rychlosti
lokomotivy. Pfi rychlostech vozidla v=120 a v=200km/h jsou kritické¢ skluzy
S (120)=0,0082 a s, ;,(200)=0,0069 a jsou srovnatelné s kritickymi skluzy vySetfenymi na
modelu jednoho podvozku s tuhymi koly, jak je uvedeno v ¢lanku (Zeman at al., 2007-2).

U ctyinapravového vozidla mize dojit k odlisnému relativnimu podélnému skluzu u

jednotlivych dvojkoli. Jaky ma tento stav vliv na modalni vlastnosti celého systému je mozné
zkoumat upravou matice B_;, uvedené v (11) na tvar

BB B B BB ).

B,, =diag (.. Byy.Byy ... By Basy ... Brag. By .. By By .. (17)

kde index u blokovych matic odpovida kolu (v modelu na obr. 1 ovalité kola 4 (t)) a pruhy
oznacujici pfisluSnost k ptednimu (s jednim pruhem) nebo zadnimu (se dvéma pruhy)
podvozku. V blokovych maticich

Eiad (§|0 > V, No) > Tesp. ﬁiad (§i,0’ v, No)a i=1,2,34 (18)

ve tvaru (12) jsou pak koeficienty b, linearizovaného podélného tlumeni jednotlivych kol
nahrazeny koeficienty



Rychlost vozidla 120 km/ - vlastni frekvence
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Obr. 6 Zavislost imaginarnich a realnych ¢asti vlastnich ¢isel 4, pro v =13 +18

na relativnim podélném skluzus, pfi rychlosti v=120km/h



Rychlost vozidla 200 km/ - viastni frekvence
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Obr. 7 Zavislost imaginarnich a realnych ¢asti vlastnich ¢isel A4, pro v =13 +18

na relativnim podélném skluzu s, pfi rychlosti v =200km/h



promenny skluz na kole 3 a 4 vpredu-jinde so=0.005-v=120km/h-vlastni frekvence
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Obr. 8 Zavislost imaginarnich a realnych ¢asti vlastnich ¢isel 4, pro v =13 +18

na relativnim podélném skluzu prvniho dvojkoli pfi skluzech

ostatnich kol s, = 0.005 a rychlosti v=120km/h



(i 3,6 0 (i 3,6 0
B = ; No[a—ﬂs_so resp. b‘g)ZTNO{a_/sll_sl_o , (19)

kde 5, resp. §, jsou podélné relativni skluzy piislusnych vénci kol. Z mnoha moznych

kombinaci jsme vybrali stav, kdy kola pfedniho dvojkoli na prednim podvozku (1. dvojkoli ve
sméru jizdy) méni skluz v rozsahu §,, =5, ,€(0.002;0,01) a ostatni kola maji stejny skluz

s, =0.005. Zavislosti imagindrnich a realnych casti po dvojicich komplexné sdruzenych
vlastnich ¢isel na skluzu S,, =S, pfi rychlosti v=120km/h jsou znizornény na obr. 8.

Jedind vyraznéj$i zména v modalnich vlastnostech systému se projevi rozstépenim vlastnich
¢isel 4,5 a A4, pfifazenych vlastnim tvarim kmitani, kdy torzni kmity individualniho pohonu
s jinak prokluzujicim dvojkolim se odliSuji od torznich kmitd ostatnich individudlnich pohonti
se stejnym prokluzem. Kriticky skluz prvniho dvojkoli se prakticky neméni.

Pii pon€kud vétsich skluzech nez je skluz kriticky nékterd realna vlastni ¢isla se stanou
kladnymi a systém vedle nestability typu flutter vykazuje 1 nestabilitu typu divergence.
Takové stavy vedou k silnému rozkmitani individualnich pohonl a zasah protiskluzové
ochrany je nutny.

4. Zavér

V pfispévku je wuvedena metodika vytvareni kompletntho matematického modelu
Ctyfnapravového kolejového vozidla se dvéma podvozky pii jizdé po pifimé trati. Model
respektuje prostorovy pohyb skiiné vozidla, rami podvozkli a vSech komponent
individualnich pohonti v€etné dvojkoli. Nékteré komponenty jsou uvazovany jako tuha télesa
se Sesti stupni volnosti (skiin, rdmy podvozkl, statory a rotory trakénich motorli, ozubena
kola, kotouce lamelové a zubové spojky, naboje a vénce kol) provdzané pruzné-viskdznimi
diskrétnimi vazbami (ozubeni na zdbérové piimce, prostorova poddajnost lamelové spojky,
torzni poddajnost hnacich hiidel a zubovych spojek, vazby naboji a véncii kol, ulozeni
statorti trak¢énich motord, primarni a sekundéarni vypruzeni a tlumeni, vedeni dvojkoli, podélna
poddajnost lemniskatovych piimovodi a vertikdlni poddajnost podlozi kolejnic). Hnaci
htidele obepinajici napravy a napravy dvojkoli jsou uvazovany jako prostorové kmitajici 1D
kontinua.

Metodika je aplikovana na sestaveni kompletniho matematického modelu lokomotivy
109E, ktery podle nazoru autorti vyhovuje pro vySetfovani dynamické odezvy na zdroje
buzeni cca do 100 Hz. Vytvatreni komplexniho modelu lokomotivy 109E ve f4zi bez tlumicich
a adheznich silovych ucinkli bylo testovano detailnim vypodtem a analyzou vlastnich
frekvenci a vlastnich vektort, vcetné téch, které jsou pfifazeny nulovym vlastnim frekvencim
a pti nichz nesmi dojit k deformacim.

Model lokomotivy, po doplnéni tlumeni vazeb, linearizaci momentovych charakteristik
trakénich motorti a adheznich sil ve styku kol s kolejnicemi, byl podroben analyze vlastnich
vlastni tvary kmitani jsou charakterizovany dominantnim kmitdnim skiin€ lokomotivy
(0,8+1,4Hz), potom podvozkl (4+6)Hz a od frekvence 8 Hz se zacnou uplatiiovat 1 lokalni
kmity komponent individudlnich pohont. Vlastni ¢isla a vlastni tvary kmitdni,
charakterizované silnym torznim rozkmitanim individualnich pohonii ve frekvencni oblasti
cca od 8 Hz, mohou byt vyrazné zavislé na relativnim podélném skluzu kol. Kriticky skluz,



pii némz systém ztraci stabilitu, zavisi na rychlosti lokomotivy a se vzristajici rychlosti klesa.
Jeho hodnota je pro vSechna dvojkoli téméf stejna a prakticky nezavisi na béZném provoznim
skluzu ostatnich dvojkoli lokomotivy.

Komplexni matematicky model lokomotivy 109E je pfipraven k naslednému dopliiovani
hlavnich zdroji buzeni a ke zkoumani dynamické odezvy ve formé¢ vychylek, deformaci a
dynamickych sil prenasenych vazbami.

5. Podékovani

Prispévek vznikl v ramci vyzkumného projektu MSMT IMO0519 — Vyzkumné centrum
kolejovych vozidel za podpory MSMT Ceské republiky.

6. Literatura

Gark, V.K. & Dukkipati, R.V. (1984): Dynamic of railway vehicle systems. Academic Press,
London.

Hlavaé, Z. & Zeman, V. (2009): Optimization of the railway vehicle bogie in term of
dynamics. Applied and Computational Mechanics, Vol. 3 (2009), No. 1, pp. 39-50.

Popp, K. & Schiehlen, W. (2003): System Dynamics and Long term Behaviour of Railway
Vehicles, Track and Subgrade. Springer-Verlag, Heidelberg.

Zeman, V. & Hlavag, Z.. & Byrtus, M. (2007-1): Modelling and modal properties of a railway
vehicle wheelset drive with a hollow shaft. Book of extended abstracts, Engineering
mechanics 2007, pp. 325-326 (full text on CD-ROM).

Zeman, V. & Hlavac, Z.. & Byrtus, M. (2007-2): Modelling and modal properties of a railway
vehicle bogie with two individual wheelset drives. Applied and Computational Mechanics,
Vol. 1 (2007), No. 1, pp. 371-380.

Zeman, V. & Hlavag, Z.. & Byrtus, M. (2010): Matematicky model a modalni vlastnosti
lokomotivy 109E. Vyzkumna zprava ¢. H9/2009-2, VCKV, Zapadoceska univerzita, Plzen.

Zeman, V. & Hlavag, Z.. & Byrtus, M. (2010): Dynamické zatizeni komponent podvozku
lokomotivy 109E vyvolané zkratovym momentem motoru. Vyzkumna zprava ¢. H9/2009-1,
VCKV, Zapadoceska univerzita, Plzei.



	MODELLING AND MODAL PROPERTIES OF A FOUR-AXLE LOCOMOTIVE

