International Conference

ENGINEERING MECHANICS 2010
010 Svratka, Czech Republic, May 10 - 13, 2010

)

SUBGRID MODELING IN LARGE EDDY SIMULATION

J. Volavy, M. Forman, M. Jicha '

Summary: This work is focused on the subgrid modeling in Large Eddy Simu-
lation. The work contains the description of the most used subgrid models including
Smagorinsky model, dynamic Smagorinsky model, subgrid kinetic energy equation
model, dynamic subgrid kinetic energy equation model and mixed model. These
chosen subgrid models are afterwards used for simulation of turbulent channel flow.
The simulations were performed in open-source program OpenFOAM. The obtained
results are compared with DNS data.

1. Uvod

Pocitatové modelovani dynamiky tekutin hraje stale vétsi roli v primyslovych odvétvich, napf
v automobilovém, leteckém ¢i chemickém primyslu. Zejména v té€chto odvétvich je nutné umét
spravné nejen popsat, ale i dostatecné piesné predikovat chovani proudici tekutiny. VétSinou se
v té€chto aplikacich setkdme s turbulentnim proudénim, jenZ je na feSeni daleko vice narocnéjsi
neZ proudéni lamindrni. Turbulentni proudéni miizeme simulovat né€kolika zptsoby. Jednim
z nich je pocitat turbulenci pfimo pomoci metody Direct Numerical Simulation. Pii pii této
metody musime pouZit dostatecné jemnou sif, abychom postihli i ty nejmens{ turbulentni dtvary
(viry). BohuZel velikost vypocetni sité a tedy i ndroky na vypocet pomoci metody DNS rostou se
tieti mocninou Reynoldsova ¢isla (viz. napt. Pope (2000)), tudiZ je pro béZné ptipady proudéni
pii soucasném vykonu pocita¢i nevhodna.

Dalsi pfistup k turbulenci je jeji modelovani. V minulosti bylo vyvinuto mnoho postupt.
Vznikla fada modelii zaloZend na tzv. Reynoldsové zprimérovani, kdy rozloZime rychlost na
slozku v Case primérnou a fluktuaéni (podobné jako pfi konstrukci korelacni funkce rychlosti)
a tu posléze dosadime do Navierovych-Stokesovych rovnic. Ty pak feSime pro neznamé v Case
primérné rychlosti. Neuzaviené Cleny posléze modelujeme. Tento pfistup se nazyva RANS
(zkratka z anglického Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations). Dalsi pfistup, na ktery se
pak zaméfime, je technika zvand Large Eddy Simulation. I ta je zaloZena na zprimérovani
rychlosti, ale na zprimérovani objemovém.

Hlavni myslenka metody LES spociva v separaci energii obsahujicich vird velkych méfitek
od malych disipativnich virti. Velké viry jsou pak feSeny explicitné, zatimco vliv malych vira
se modeluje. Separace méritek se provede pomoci filtrace. Na rychlostni pole se aplikuje filtr
typu dolni propust. Po této filtraci velka méfitka, tj. nizké prostorové frekvence, zlistanou za-
chovana a dtvary malych méfitek (vysoké prostorové frekvence) se timto odstrani. Déle je nutno
tyto odseparované tutvary korektné reprezentovat. Pokud bychom tak neucinili, chybél by ndm
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v nasi simulaci spradvny mechanismus disipace energie, cozZ je vzhledem k faktu, Ze chceme co
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explicitné, ale modeluji pomoci tzv. subgridnich modelii. Privlastek subgridni tyto modely ne-
sou proto, Ze reprezentuji utvary vysokych prostorovych frekvenci, které nejsme schopni po-
stihnout rozliSenim (velikosti) vypocetni sité.

2. Zakladni rovnice

P11 pouziti metody Large Eddy Simulation je nejprve tfeba prefiltrovat Navierovy-Stokesovy
rovnice popisujici proudéni tekutiny. Filtrovana rychlost se definuje jako konvoluce pivodni
rychlosti a funkci filtru s jddrem G:

ux,t) =Gxu(x,t) = /G(r, A)u(x —r,t)dr. (1)
Pak miizeme ptivodni rychlost rozlozit na soucet filtrované a fluktuacni slozky:
u(x, t) =u(x,t) +u'(x,1). ()

Nyni aplikujme operaci filtrace na Navierovy Stokesovy rovnice. Po mensi Gpravé ziskdme:
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kde
Tij = Ul — UjlUy “4)

je tenzor subgridnich napéti. Tento tenzor v sobé zahrnuje vliv malych méftitek. Nejsme schopni
ho vyjadrit explicitné, tudiZ musime pfistoupit k jeho modelovani (aproximaci). V minulosti
vznikla celd fada subgridnich modela.

3. Smagorinského model

Prvni subgridni model pro metodu Large Eddy simulation navrhl v roce 1963 Smagorinsky
Smagorinsky (1963). Vychdazel z predpokladu, Ze nejmensi viry v proudu je moZno povaZovat
za izotropické a tudiZ by bylo mozZno aplikovat Boussinesqovu hypotézu pro popis efektu ne-
rozfeSenych vird. Smagorinsky tedy ve svém modelu uvazuje, Ze subgridni tenzor napéti je
Umérny tenzoru napéti po&itaného pomoci rozfeSenych rychlosti S;;:
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Konstanta imérnosti mezi t€émito dvéma tenzory je kinematicka subgridni viskozita v;:
-
v = (CsA)7LS] ()

a S;; je tenzor napéti pocitany z rozieSené oblasti proudu:
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Subgridni viskozita v; je zdvisld na Smagorinského konstanté C's. Hodnota této konstanty
byla stanovena z teoretické analyzy rychlosti rozpadu izotropickych turbulentnich viri ve vni-
tini oblasti energetického spektra. Konstanta C's nabyva hodnot C's = 0.17 —0.24. Rozsah hod-
not této konstanty naznacuje, Ze neexistuje Zadnd univerzdlni hodnota pouZitelnd pro vSechny
mozné pripady proudéni. Smagorinského konstanta je zavisla na pfipadu proudéni. Toto je
zéasadni nevyhoda tohoto jinak velmi jednoduchého modelu.

Casto tento model byv4 jesté doplnén o tlumeni subrgidniho nap&ti v blizkosti stén. JelikoZ
subgridni turbulentni fluktuace musi byt u stény nulové, tedy musi byt nulova i subgridni visko-
zita. Z toho diivodu se subgridni viskozita v, vynasobi vyrazem

fu=1—exp(l—y"/26), (®)

ktery nulovost u stény zaruci.

4. Dynamicky Smagorinského model

Podstatnou nevyhodu Smagorinského modelu v podobé zdvislosti na neuniverzalni konstanté
se snazi odstranit dynamické modifikace Smagorinského modelu. Pfi pouziti téchto modelt ne-
musime dopfedu zadavat hodnotu Smagorinského konstanty, ta je pribézné pocitana v pribéhu
vypoctu. Odtud pochdzi ndzev dynamické modely. Déje se tomu vSak za podstatného zesloZziténi
puvodné velmi jednoduchého modelu a s tim souvisejicim vzristem vypocetniho ¢asu.

Nejprve aphkujme na rovnici (3) dalsi operator testovaciho filtru G s V&t $itkou filtru neZ
md pavodni filtr. Sitku G oznadme A. Oby&ejné se voli A = 2A. Po druhé filtraci Navierovych-
Stokesovych rovnic ziskame:
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kde tenzor subgridnich napéti ma nyni tvar:

—

Nyni uvaZujme rozieSeny tenzor turbulentnich napéti £;; definovany jako:
Lij = iy — Uit;. (11

Tento tenzor se v literatuie nazyvad Leonardlv tenzor napéti. RozfeSend turbulentni napéti £;;
reprezentuji piispévky do Reynoldsova tenzoru napéti z oblasti délkovych méfitek nachazejici
se mezi Sitkou testovaciho filtru a Sifkou filtru plivodniho. Vztahy (4), (10) a (11) spliuji
nasledujici vztah

Li; =T — 1, (12)

ktery dava do souvislosti subgridni napéti ziskana pomoci testovaciho a ptivodniho filtru.

Identita definovand vztahem (12) miiZze byt vyhodné pouZita pro odvozeni piresného sub-
gridniho modelu. V pfipadé dynamického Smagorinského modelu slouZzi vySe uvedend identita
k pfesnéjSimu stanoveni Smagorinského konstanty, ktera bude 1€pe charakterizovat a vystihovat
okamZity stav proudu.



Pro dalsi odvozovani uvazujme, Ze funkéni forma modelt uréenych k vypoctu subgridnich
napéti pro plvodni filtr 7;; a testovaci filtr 7;; ma spole¢né parametrické vyjddieni pro oba
subgridni tenzory napéti. PouZijme standardni Smagorinského model s tim zobecnénim, Ze
Smagorinského konstanta je ted funkci prostoru a ¢asu. Dile jesté predpokladejme, Ze pro-
storové zmény této konstanty nejsou veliké, tudiz zistane aplikovanim testovaciho filtru témér
nedotcena. Ziskame

Tij — (0i/3)Thr, = —2CsA?|S| Sy (13)

pro ptvodni filtr a

Ty — (8i5/3)Tie = —2CsA%|S|S}; (14)
pro filtr testovaci, pfi¢emz

= _1 871 (9173 . [ = ~

A je charakteristicka Sitka ptvodniho filtru G a A je Sifka testovaciho filtru G. Odettenim (13)
od (14) ziskame:

Ui

Lij — (035/3)Li; = 2Cs M, (15)
kde o o
M;; = A%|S|S;; — A?|S|Sy;. (16)

Rovnice (15) je vlastné soustava péti algebraickych nezavislych rovnic pro jednu nezndmou Cl.
Neni moZné stanovit konstantu C'g tak, aby bylo vSech pét rovnic splnéno. Je ale mozZno ji urcit
tak, aby byla chyba vznikla preurcenosti soustavy minimélni. Definujme () jako kvadrat chyby
(15):

Q = (Lij — (6;/3)Lij) — 2Cs M;;)*. (17)
Nyn{ hleddme takové Cl, které minimalizuje (17), tedy musi byt splnéna podminka 0Q) /90C's =
0. Provedenim této derivace snadno ziskdme vzorec pro Samgorinského konastantu:

Co —
T2 M2

(18)
Ukazalo se, Ze v mnoha ptipadech se objevuje komplikace v podobé nulového jmenovatele (18),
coz zpusobuje znacné nestability vypoctu. Je proto vhodné zpriimérovat Citatel i jmenovatel pies
urity objem vypocetni domény, nejlépe ve sméru izotropie turbulence:

_ 1{LyMy;)

Cs = (19)
T2 (M)

Tim vsSak ¢astecné ztracime vyhodu v lokdlnim uréeni Smagorinského konstanty.

5. Jednorovnicovy model

Dalsi ze skupiny subgridnich modelti pouzivajici koncepci turbulentni vizkozity pro zahrnuti
vlivu turbulence je tzv. jednorovnicovy model (z anglického subgrid kinetic energy model) Me-
non (1996). V tomto modelu se fesi dodatecnd rovnice pro subgridni kinetickou energii. Sub-
gridni kinetickd energie je definovana jako:
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Vsimnéme si, Ze tato energie nelze spocitat explicitné, proto se pro ni musi napsat rovnice,
jejimz vyfeSenim subgridni kinetickou energii ziskdme. Rovnice ma tvar:

Okyys  Okyye  Oup ke O (v Ok,
o T on o, A Tan, oo ) .

V této rovnici na pravé stran¢ stoji postupné ¢leny produkce, disipace a difuze subgridni kine-
tické energie. Tenzor subgridnich turbulentnich napéti ja pak modelovan pomoci:

_ 2
Tij = —2vpSi; + gksgs5ij7 (22)

kde subgridni viskozita je rovna v, = Ci/ksgsA. Konstanty Cy, C. a oy se voli, v Menon
(1996) jsou pouzity hodnoty Cj = 0.05, C. = 1.0 a o, = 1.0.

6. Dynamicky jednorovnicovy model

Pii pouziti dynamického jednorovnicového modelu se konstanty Cj a C.. nevoli, ale pocitaji v
pribehu vypoctu. Stejné jako u konstrukce dynamického Smagorinského modelu se zde pouzije
koncept testovaci filtrace. Konstanty C}, a C,. se pak pocitaji z nasledujicich vztaha:

Cij - (5z‘j/3)ﬁkk = —C} (AKl/Qéij - Aklﬂgzj) ) (23)
A = g= 3/2 ,?;5

, (0w 0u _0usdu _ . (K¥2 K2 24)
Ox;0x;  OxjOx; A A

kde K = L;;/2 + k je subgridni kineticka energie pro tstovaci fitraci.

7. SmiSeny model

Predchozi skupina modeld modelovala u¢inky turbulence za pomoci tzv. turbulentni viskozity,
pro jejiz vyjadieni byl pouzit néktery ze zminénych modelt. Nésledujici modely nevychazi z
Boussinesqovy aproximace.

V roce 1980 predstavil svij subgridni model Bardina. Model pojmenoval model podobnosti
méfitek. Pfi odvozeni svého modelu vychazel z predpokladu invariance turbulentnich méfitek a
faktu, Ze turbulentni struktury riznych méfitek jsou si podobné. Této podobnosti doslova pouzil
pro svij model.

VYV 2

Hlavni myslenka modelu podobnosti méfitek pro metodu Large-Eddy Simulation je ta, Ze
turbulentni struktury meéfitek mensich nez je $ifka filtru A jsou podobné strukturam méfitek
o trochu vétsich nez A. Za tohoto predpokladu mizeme vyjadfit tenzor subgridnich napéti
nasledovné:

Tij = Csim(ﬂiﬂj — QZI,ZQZLJ) (25)
kde operator vinka reprezentuje operator druhé filtrace, nyni s $itkou filtru vA, kde v > 1.
Konstanta C;,,, je konstanta podobnosti. Vyraz v zdvorce ve vztahu (25) pfedstavuje turbulentni
napéti pro méfitka od A do yA.

A priori testy, které provedl Bardina a kol. za pouziti Gaussovského a box filtru, vykazuji
vysokou miru korelace mezi napocitanymi a redlnymi turbulentnimi napétimi, typicky kolem



80%. Avsak kdyz model podobnosti méfitek v této podobé pouzili pro rizné simulace, tak
se ukdzalo, Ze model je mélo disipativni, tj. velice podhodnocuje disipaci energie v oblasti
nejmensich méfitek, coz nasledné vede k nerealistickym vysledki. Pro piekonéni tohoto nedo-
statku pfidali do vyjadfeni turbulentniho napéti (25) disipacni Smagorinského ¢len. Vysledny
model je:

Tij = Caim (Uit — Ustij) — 2(CsA)?|S|Sy;. (26)

Vv 2

Casto byva tento modifikovany model podobnosti mé&fitek v literatuie oznatovan jako smiseny
model.

8. Test subgridnich modela

Vyse zminéné modely byly pouzity pro simulaci proudéni kapaliny kandlem. Testovani bylo
provadéno na piipadé proudéni kapaliny kandlem. Vzdélenost od stény do stfedu kandlu je
0 = 0.1m. Ve sméru po proudu (smér osy x) méfi kanal 5176 a 211§ ve sméru osy z. Ve sméru
0sy X a z je nastavena periodicka okrajovd podminka, pro y=0 a y=2¢ je definovana pevna sténa.
Vypocetni sit sestdvd z 60x25x24 bunék. Smérem ke sténé se bufiky zjemiiuji, aby byla zachy-
cena generace turbulence v pfisténné oblasti. Vypocty byly provedeny pro stfedni Reynold-
sovo Cislo Re= 13500, kinematicka viskozita ¥=0,00002m2/s, tfeci rychlost (friction velocity)
u,=0,0078m/s (Re,=390). Byly testovany nasledujici subgridni modely: Smagorinsky, dyna-
micky Smagorinsky, jednorovnicovy model (v grafech oznacen jako oneEqEddy), dynamicky
jednorovnicovy model (v grafech oznacen jako dynOneEqEddy) a smiSeny model (v grafech
oznacen jako mixedSmagorinsky). Vypocty probihaly v programu OpenFOAM, jenZ je volné
k dispozici. Vysledky byly porovniany s DNS daty. Na grafech je srovnani vybranych turbu-
lentnich statistik jednotlivych modeli s DNS daty.

Zdroj DNS dat http : //www.thtlab.t.u — tokyo.ac.jp/ DN S/dns_database.html.

Na obrazku 2 je srovnani rychlostnich profili ziskanych pomoci riznych subgridnich modeld.
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Obrazek 1: Geometrie a sif Obrazek 2: Rychlostni profil kandlem

Je zde dobra shoda vsech testovanych modeld s DNS daty.

Na obrédzku 3 je porovnani fluktuace podélné slozky rychlosti. Lze zde vypozorovat odlisné
chovéni standardnich modeld a jejich dynamickych variant. V t&sné blizkosti stény (y+ < 25)
maji modely s pevnymi konstantami tendenci podhodnocovat velikost fluktuace rychlosti. Na-
opak dynamické varianty tuto veli¢inu nadhodnocuji. Nejlépe si vede smiSeny model. Déle od
stény (y > 50) vykazuji vSechny testované modely prakticky stejné chovani.
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Obrazek 3: Fluktuace x-ové slozky rychlosti Obrazek 4: Fluktuace y-ové slozky rychlosti

Obrazek 4 ukazuje fluktuace normélové slozky rychlosti. I zde je mozno rozliSit odliSné
chovani modelt s konstantnimi koeficienty od dynamickych modeli. Standardni Smagorin-
ského model a jednorovnicovy model dédvaji témér totozné vysledky a podhodnocuji fluktu-
aci normalové slozky rychlosti pres celou Sitku kanalu. Nejlépe si zde vede smiSeny model.
V pfisténné oblasti se velmi dobfe shoduje s DNS daty, ale bliZeji stfedu kandlu ma4 i tento mo-
del tendence podhodnocovat fluktuace.

9., Zavér

Byla provedena srovnavaci studie vybranych subgridnich modelti na pfipadu proudu kanalem.
Testovani bylo provadéno v otevieném programu OpenFOAM. Byly porovnidny Smagorinského
model, jednorovnicovy model a jejich dynamické varianty a smiSeny model, ktery jako jedinny
z testovanych modelil nepouziva koncept subgridni viskozity. Z t€chto modeld se jevi jako nej-
lepsi smiSeny model. Je to v§ak vykoupeno vétsi naronosti. Tento model patii k naro¢néjSim na
vypocetni vykon. Vypocetni Cas potiebny pro simulaci pomoci smiSeného modelu je asi o 20%
rovnicovy model, jehoZ vypocetni ndro¢nost na €as je asi 0 40% vyssi nez pro Smagorinského
model.
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