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Summary: Many structures encountered in civil, mechanical, naval or aerospace
engineering can show properties of auto-parametric systems. The general mathe-
matical structure of the basic and generalized auto-parametric non-linear systems is
formulated in the paper. Their internal structure and principal attributes are inves-
tigated. The aim of this study is to point out two special classes of auto-parametric
systems, which are related on the level of mathematical analogy with spherical or
inverse pendulum respectively. Very different character demonstrate both classes
from the viewpoint of the semi-trivial solution and subsequent post-critical states.
The existence and stability of the semi-trivial solution is analyzed. Individual types
of post-critical states are discussed (limit cycles, quasi-periodic response types,
chaotic processes, transition processes). General considerations are demonstrated
on particular DDOF and MDOF cases in both classes mentioned above. Sensiti-
vity of several systems to stability loss with respect to their parameters, excitation
amplitudes and other factors are evaluated. Bifurcation mechanism and diagrams
are developed and analyzed. Important transition effects together with physical
interpretation are investigated. Some open problems and possible future research
strategy are outlined.

1. Úvod

Mnohé konstrukce použı́vané ve stavebnı́m, strojnı́m, lodnı́m a leteckém inženýrstvı́ majı́ cha-
rakter nelineárnı́ch auto-parametrických systémů. Kromě těchto oblastı́ techniky se se sousta-
vami auto-parametrického typu často setkáváme také v mnoha oborech fyziky, chemie a dalšı́ch
přı́rodnı́ch věd. Tyto systémy vzhledem ke speciálnı́m vlastnostem tvořı́ uvnitř nelineárnı́ch
soustav zvláštnı́ skupinu. Obvykle se jedná o soustavy s vı́ce stupni volnosti (MDOF), které
lze z matematického hlediska rozdělit do několika částı́. Tyto části se dajı́ popsat bud’ jed-
notlivými stupni volnosti, nebo složitějšı́mi sub-strukturami systému jako celku. Dynamické
chovánı́ jednotlivých částı́, at’už je každá sama o sobě lineárnı́ či nelineárnı́, je nezávislé, pokud
pohyb systému probı́há v pod-kritickém stavu. Řešenı́ přı́slušné diferenciálnı́ soustavy nazveme
za tohoto stavu semi-triviálnı́m. To znamená, že řešenı́ na jedné části je netriviálnı́ (primárnı́
podsystém), zatı́mco na druhé je triviálnı́ (sekundárnı́ podsystém). Za těchto okolnostı́ pohyb
jedné části neovlivňuje pohyb ostatnı́ch částı́. S tı́mto typem odezvy se obecně lze setkat nej-
častěji v podmı́nkách malých amplitud buzenı́ a vysokého tlumenı́, pokud ovšem pracujeme se
systémem bez vnitřnı́ rezonance.
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Překonáme-li jistou hranici stability semi-triviálnı́ho řešenı́, nebo projdeme-li určitým bi-
furkačnı́m bodem v prostoru parametrů systému nebo jeho buzenı́, semi-triviálnı́ režim odezvy
systému může ztratit dynamickou stabilitu. Jeho odezva se pak stane netriviálnı́ obecně na celém
systému. Za tohoto stavu se aktivujı́ nelineárnı́ vazby mezi primárnı́m a sekundárnı́m podsysté-
mem. Odezva se dostane do režimu auto-parametrické rezonance nebo též post-kritického stavu.
Probı́há-li proces přechodu z podkritického do post-kritického režimu, je pro následné chovánı́
systému v post-kritickém stavu důležitý typ bifurkačnı́ho bodu či hranice stability, kterou sys-
tém překonává. V tomto smyslu existujı́ dvě speciálnı́ třı́dy auto-parametrických systémů, které
na úrovni matematické analogie souvisejı́ se sférickým, resp. s inverznı́m kyvadlem. Přı́klady
systémů z obou zmı́něných třı́d jsou schématicky znázorněny na obr. 1. Z hlediska stability semi-
triviálnı́ho řešenı́ a následných post-kritických stavů majı́ obě třı́dy velmi rozdı́lný charakter.
Vyplývá ze stoupajı́cı́, resp. klesajı́cı́ efektivnı́ ”tuhosti” těchto soustav po překročenı́ hranice
stability semi-triviálnı́ho řešenı́. Nelineárnı́ vazby mezi primárnı́m a sekundárnı́m podsystémem
majı́ stabilizujı́cı́, resp. destabilizujı́cı́ účinek. Zatı́mco v prvnı́m přı́padě, obr. 1(a), existuje vždy
možnost návratu do semi-triviálnı́ho stavu, pominou-li podmı́nky ztráty dynamické stability, ve
druhém přı́padě, obr. 1(b), existuje v post-kritické oblasti jistá hranice, při jejı́mž překročenı́
nenı́ návrat možný a finálnı́ kolaps je nevyhnutelný.

(a) (b)

Obrázek 1: Přı́klady jednoduchých auto-parametrických systémů s jednı́m sekundárnı́m pod-
systémem; (a) třı́da: sférické kyvadlo (b) třı́da: inverznı́ kyvadlo.

Studium auto-parametrických systémů probı́halo intenzivně během poslednı́ch třiceti let.
Nicméně zdá se, že některé teoretické studie věnované těmto efektům byly publikovány již
v obdobı́ let 1968-1985, viz např. Van der Burgh (1968), Nayfeh (1973), Haxton & Barr (1974).
Následovala řada článků, monografiı́ a dalšı́ch studiı́ zabývajı́cı́ch se analytickými, numerickými
a experimentálnı́mi problémy auto-parametrických systémů a jejich aplikacı́. Nejvı́ce publikacı́
k této problematice uveřejnil Tondl spolu s různými spoluautory. Citujme alespoň několik málo
z nich: Nabergoj & Tondl (1994a), Nabergoj et al. (1994b), Tondl & Nabergoj (1994), Tondl
(1997). Významný byl přı́nos i jiných autorů, viz např. Bajaj et al. (1994), Hatwal et al. (1983),
atd. Určitou inspiraci, speciálnı́ postupy řešenı́ a některé výsledky lze nalézt mimo jiné v pracı́ch
autorů této studie, např. Náprstek & Pirner (2002), Náprstek & Fischer (2007), Náprstek &
Fischer (2008), Náprstek & Fischer (2009a).

Rozbor řady konkrétnı́ch auto-parametrických systémů je zařazen do známých monografiı́,
viz např. Nayfeh & Mook (1979), Tondl (1991), Tondl et al. (2000) a dalšı́. Pocházejı́ od
nejvýznamnějšı́ch autorů v oboru. Shromažd’ujı́ stav poznánı́, kterého bylo dosaženo zhruba do
roku 2000. V dalšı́m textu se tedy zmı́nı́me o některých studiı́ch a úvahách z poslednı́ch deseti
let.



2. Základnı́ matematická formulace

Auto-parametrický systém se skládá minimálně ze dvou podsystémů. To znamená, že mini-
mem je systém se dvěma stupni volnosti (DDOF). Na prvnı́ podsystém působı́ buzenı́ (adi-
tivnı́/multiplikativnı́, deterministické/náhodné, atd.). Skladba buzenı́ nenı́ obecně libovolná.
Musı́ být ve shodě se strukturou samotného systému a zachovávat jeho auto-parametrický cha-
rakter.

Prvnı́ nebo primárnı́ podsystém může být lineárnı́ nebo nelineárnı́ stejně jako sekundárnı́ pod-
systém. Vazby mezi oběma podsystémy jsou vždy nelineárnı́. Spolupůsobenı́ obou podsystémů
se tedy dá vyjádřit následujı́cı́ soustavou rovnic:

L1(x, t) + K12(x,y) = 0,
K21(x,y) + L2(y, t) = 0,

}
(1)

kde L1(x, t), L2(y, t) jsou lineárnı́ nebo nelineárnı́ diferenciálnı́ operátory v času působı́cı́ na
stavových vektorech x, y a K12(x,y),K21(x,y) jsou vazbové nelineárnı́ operátory v času
působı́cı́ na tytéž vektory x, y. Předpokládejme, že L1(x, t) popisuje primárnı́ podsystém a
L2(y, t) podsystém sekundárnı́. Skladbě soustavy (1) odpovı́dajı́ oba systémy na obr. 1.

Aby se systém (1) mohl nazývat auto-parametrickým, musı́ existovat za jistých podmı́nek
semi-triviálnı́ řešenı́. S tı́mto řešenı́m můžeme počı́tat, jsou-li splněny jisté podmı́nky kladené
na buzenı́ a parametry systému. Semi-triviálnı́ řešenı́ znamená, že energie pohlcená primárnı́m
podsystémem je kladná ‖ x, ẋ ‖> 0. Jinými slovy: x je netriviálnı́, zatı́mco y zůstává triviálnı́.
O semi-triviálnı́m řešenı́ má smysl uvažovat pouze tehdy, když existuje limita pro t → ∞,
kterou se řešenı́ blı́žı́ ke stacionárnı́mu stavu (xst,yst), přičemž platı́, že yst = 0. To znamená,
že semi-triviálnı́ řešenı́ vyhovuje systému:

L1(x, t) = 0, lim
t→∞
x = xst, yst = 0, (2)

přičemž současně platı́: K12(xst, 0) = K21(xst, 0) = 0, L2(0) = 0. Zvyšujeme-li budicı́
frekvenci z malých hodnot, rostou-li amplitudy buzenı́, nebo měnı́me-li parametry systému,
můžeme překonat některý z bifurkačnı́ch bodů. Průchodem bifurkačnı́m bodem může semi-
triviálnı́ řešenı́ ztratit stabilitu. V tom okamžiku výrazně vzrostou amplitudy x a nelineárnı́
členyK12(x,y),K21(x,y) v (1) začnou ovlivňovat odezvu celého systému. Tı́m se stane netri-
viálnı́m také vektor y, což přivede systém do post-kritického stavu neboli do auto-parametrické
rezonance. Základnı́ definice a výsledky na úrovni analytické mechaniky lze nalézt na př. v mo-
nografii Chetayev (1962), rozšı́řenı́ do oblasti stochastické dynamiky, viz např. monografie
Bolotin (1979), Pugachev & Sinitsyn (1987), nebo články Náprstek (1996), Doyle et al.
(1997) a dalšı́.

Buzenı́ uplatněné výhradně na sekundárnı́ podsystém může někdy vést k jinému semi-
triviálnı́mu řešenı́. Nicméně tento typ ”reciprocity” nenı́ přı́liš častý. Buzenı́ uplatněné na sekun-
dárnı́ podsystém (primárnı́ podsystém nezatı́žen) zpravidla nevede k dalšı́mu semi-triviálnı́mu
řešenı́, pokud systém nevykazuje jistý typ symetrie, srovnej oba přı́pady v obr. 1. Z těchto důvodů
zavedeme jakožto konvenci, že operátor L2(y) budeme chápat jako nezávislý na explicitnı́m
času.

Je zřejmé, že auto-parametrický systém se může skládat z vı́ce než dvou podsystémů. V ta-
kovém přı́padě bude počet operátorových rovnic v soustavě (1) vyššı́ v souladu s počtem pod-
systémů, čemuž bude odpovı́dat také počet stavových vektorů (x,y, ...). V přı́padě takovéhoto
systému si lze představit řadu stavů, do kterých se odezva může dostat. Dajı́ se očekávat různá
semi-triviálnı́ řešenı́ vlivem buzenı́ jednoho nebo vı́ce podsystémů, globálnı́ auto-parametrická
rezonance, atd. Jednı́m z možných přı́kladů auto-parametrického systému se třemi podsystémy
je prostý nosnı́k, na kterém jsou zavěšena potrubı́. Jiným přı́kladem je křı́dlo letadla se dvěma
zavěšenými motory. Očekávaná semi-triviálnı́ řešenı́ a post-kritický stav lze odhadnout z obr. 2.



Obrázek 2: Systém s několika sekundárnı́mi podsystémy.

Dimenze vektorů (x,y, ...) může být v zásadě jakákoli, čemuž musı́ odpovı́dat počet ska-
lárnı́ch rovnic v soustavě ( 1). Nicméně konkrétnı́ matematické modely jsou obvykle omezeny
s ohledem na značnou složitost analýzy, která následuje. V konkrétnı́ch přı́padech se tedy z
praktických důvodů rozsah omezuje jen na několik málo stupňů volnosti. Silnějšı́ zapojenı́ nu-
merických metod může tento stav změnit, avšak za cenu radikálnı́ho snı́ženı́ úrovně poznatků o
obecných vlastnostech systému.

3. Sférické kyvadlo a odvozené soustavy

3.1. Základnı́ vlastnosti systému

V nedávné minulosti se věnovala značná pozornost sférickému matematickému kyvadlu, které
sloužilo jako teoretický model mnoha fyzikálnı́ch a technických systémů. Řadu sestav sférického
nebo rovinného kyvadla lze pokládat z matematického hlediska za auto-parametrický systém.
V této kapitole se pokusı́me naznačit základnı́ vlastnosti v přı́padě, že těžiště výchozı́ho stavu
systému je nı́ž než střed koule nebo vodorovná osa válce, kolem kterého se kyvadlo otáčı́. Jinými
slovy, kyvadlo má ”tuhnoucı́” charakteristiku. I když nelinearita vstupujı́cı́ do setrvačných sil
tento faktor významně ovlivňuje, výsledný efekt znamená stabilizujı́cı́ účinek nelineárnı́ch sil.
Dostane-li se kyvadlo do post-kritického stavu v amplitudách, které neznamenajı́ jeho rotaci,
nelineárnı́ sı́ly zvyšujı́ vratný účinek. Systém se tedy nemůže dostat do nevratného stavu, který
neodvratně vede k jeho kolapsu. Naznačme základnı́ matematické modely čtyř systémů, které
demonstrujı́ jevy vyplývajı́cı́ z jejich auto-parametrické povahy.

3.2. Sférické kyvadlo - dva stupně volnosti

Uvažujme obvyklé sférické kyvadlo se dvěma stupni
volnosti (DDOF), které se pohybuje po kulové ploše se
středem v bodě závěsu kyvadla, viz obr. 3. Pohybuje-li
se závěsný bod v horizontálnı́ rovině, může kyvadlo
sloužit jako dynamický tlumič kmitánı́, jak je poměrně
často použı́ván ve stavebnı́m a strojnı́m inženýrstvı́.

V těchto oborech se stále pracuje téměř výhradně s
lineárnı́m matematickým modelem, jak vyplývá pře-
devšı́m z klasických monografiı́, viz např. Den Hartog
(1956), Koloušek et al. (1984), Pars (1965). Lineárnı́
matematické modely předpokládajı́, že za jakýchkoli
okolnostı́ bude pohyb probı́hat ve svislé rovině (xz)
ve smyslu jednoho stupně volnosti. V souvislosti s dy-
namickým tlumičem byl tento model velmi podrobně
propracován, viz např. Ayorinde & Warburton (1980),
Warburton (1982) at’už v deterministickém, nebo ve
stochastickém pojetı́ Kareem & Kline (1995).

Obrázek 3: Sférické kyvadlo s kine-
matickým buzenı́m.



Velká pozornost využitı́ tohoto principu byla věnována tlumenı́ vibracı́ v železničnı́m inže-
nýrstvı́, např. Lacarbonara & Colone (2007), Vestroni & Vidoli (2007), Carpineto et al. (2008).
Během tohoto obdobı́ byla vypracována řada metod pro navrhovánı́ těchto zařı́zenı́ při použitı́
jednoho i několika tlumičů, viz Abe & Fujino (1994), Fujino & Abe (1993).

Chovánı́ kyvadlových tlumičů, pokud jejich funkce nenı́ omezena na jeden směr, je však
mnohem komplikovanějšı́, než jak vyplývá z výše citovaných pramenů. Post-kritické stavy,
které se objevujı́ v jednom nebo vı́ce rezonančnı́ch oborech, mohou být velmi nebezpečné,
nebot’kyvadlo ztrátou stability semi-triviálnı́ odezvy ztratı́ i svůj původnı́ účel a může ovlivňovat
dynamiku konstrukce negativně.

Předpokládejme, že horizontálnı́ buzenı́ v závěsném bodě je kinematické a je plně popsáno
funkcı́ a = a(t). Jedná se tedy o DDOF systém. Matematický model vyplývá z rovnováhy
mechanické energie. Systém je hamiltonovský, viz např. Arnold (1978), takže výrazy pro
kinetickou a potenciálnı́ energii majı́ tvar:

T =
m

2
[r2(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) + 2rȧ(θ̇ cos θ cosϕ− ϕ̇ sin θ sinϕ) + ȧ2] , (a)

V = mgr(1− cos θ) . (b)

}
(3)

m, r - hmotnost, resp. délka závěsu kyvadla,
a = a(t) - horizontálnı́ kinematické buzenı́ v bodě závěsu.

Ze vztahů (3) vyplývajı́ dvě Lagrangeovy rovnice. Útlum úměrný rychlosti pohybu do nich
zavedeme prostřednictvı́m kvadratické Rayleighovy funkce. Soustava pohybových rovnic tak
zı́ská konečný tvar:

rθ̈ + (g − rϕ̇2 cos θ) sin θ = −ä cos θ cosϕ− 2rωbθ̇ , (a)
r(ϕ̇ sin2 θ)̇ = ä sin θ sinϕ− 2rωbϕ̇ sin θ . (b)

}
(4)

Levá strana rovnic (4) vyjadřuje okamžitý obsah kinetické a potenciálnı́ energie v systému,
zatı́mco pravá strana popisuje vnějšı́ dodávku energie a ztráty energie vlivem viskosnı́ho útlumu.

Jakožto primárnı́ podsystém zavedeme složku θ (pohyb ve svislé rovině xz). Pokusı́me-li se
do soustavy (4) zavést ϕ(t) = 0, rovnice (4(b)) je splněna identicky, zatı́mco z rovnice (4(a))
vyplývá:

rθ̈ + 2rωbθ̇ + g sin θ = −ä cos θ. (5)

Z rovnice (5) vyplývá netriviálnı́ stacionárnı́ řešenı́ θst. Je-li toto řešenı́ stabilnı́, potom dvojice
(θst(t), 0) znamená semi-triviálnı́ řešenı́. V rezonančnı́m popř. i v dalšı́ch oborech frekvence
může semi-triviálnı́ řešenı́ ztratit stabilitu. V takovém přı́padě se soustava dostane do post-
kritického stavu, resp. do stavu auto-parametrické rezonance a obě složky řešenı́ se stanou
netriviálnı́mi.

Abychom byli schopni studovat stabilitu odezvy v blı́zkosti semi-triviálnı́ho řešenı́, je třeba
do soustavy (4) zavést přibližnou transformaci do Kartézské soustavy x, y. Podrobnosti, viz
např. Náprstek & Fischer (2008), Náprstek & Fischer (2009b) a obr. 3. Po delšı́ch úpravách
dostaneme:

ξ̈ +
1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)
q q
+ 2ωbξ̇ +

g

r
(ξ +

1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)) = −ä , (a)

ζ̈ +
1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)
q q
+ 2ωbζ̇ +

g

r
(ζ +

1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)) = 0 . (b)

 (6)

což je aproximace na úrovni O(ε6); ε2 = (ξ2 + ζ2)/r2. Primárnı́, resp. sekundárnı́ podsystém
nynı́ reprezentuje proměnná ξ, resp. ζ . Soustava (6) je zřejmě použitelná pouze v omezené



oblasti proměnných ξ, ζ. Umožňuje však spojitou limitaci ζ → 0. Soustava je tedy vhodná
pro analýzu stability semi-triviálnı́ho řešenı́ reprezentovaného primárnı́ složkou ξ a nulovou
hodnotou sekundárnı́ složky ζ . Existence smysluplného semi-triviálnı́ho řešenı́ (ξst, ζst) se dá
snadno ukázat. Bez ohledu na buzenı́ ä se dá role primárnı́ho a sekundárnı́ho podsystému vyměnit
(v oboru auto-parametrických přı́padů spı́še řı́dký přı́pad, viz úvodnı́ kapitola). V daném přı́padě
je zřejmá vnitřnı́ rezonance o základnı́ úrovni 1:1. To vede k velké variabilitě post-kritických
režimů v rezonančnı́ oblasti.

Obrázek 4: Rezonančnı́ křivky jako amplituda nenulové části semi-triviálnı́ho řešenı́; (a) pevná
amplituda buzenı́, proměnný útlum; (b) pevný útlum, proměnná amplituda buzenı́.

Obrázek 5: Hranice stability semi-triviálnı́ho řešenı́ pro různé hodnoty tlumenı́: (a) kolmo k
rovině (xz) - ζ hranice; (b) v rovině (xz) - ξ hranice.

Nelineárnı́ interakce uvnitř soustavy (6) vyplývá z dvojčlenů (ξ2(t)+ζ2(t)) a (ξ2(t)+ζ2(t))
q q

.
Tvar soustavy (1) včetně nelineárnı́ch částı́ vykazuje cyklickou symetrii ve složkách odezvy.
Je zřejmé, že samotné dvojčleny zařazené do diferenciálnı́ soustavy budou znatelně složitějšı́,
pokud bude třeba do dynamického systému zavést účinky nekonzervativnı́ch a gyroskopických
sil. Jako ukázku je možné zmı́nit post-kritické kmitánı́ DDOF systému, který modeluje procesy
flutteru pozorované na štı́hlém nosnı́ku, viz např. Náprstek (1998), Náprstek & Fischer (1999),
Náprstek (2000), Pospı́šil et al. (2006).

Abychom prozkoumali semi-triviálnı́ řešenı́, buzenı́ a řešenı́ soustavy (6) zavedeme ve tvaru
harmonických funkcı́:

a(t) = a0 sinωt; ξ0 = ac cosωt+ as sinωt, ζ0 = 0. (7)

Koeficienty ac, as je obecně třeba pokládat za funkce času: ac = ac(t), as = as(t). Existuje-li
stacionárnı́ řešenı́ pro danou frekvenci ω, potom ac, as musı́ konvergovat ke konstantám, stoupá-
li čas t→∞. Dosad’me výrazy (7) do soustavy (6) a aplikujme operaci harmonické rovnováhy.
Několik výsledků znázorněných na obr. 4 ukazuje základnı́ charakter semi-triviálnı́ho řešenı́.
Majı́ charakter rezonančnı́ch křivek nelineárnı́ho SDOF systému. Podle tvaru výsledné řešenı́



Obrázek 6: Tři typy rezonančnı́ oblasti pro faktor útlumu ωb = 0.3; časový průběh odezvy
znázorněný v rovině (xy); řádka (a) - třetı́ typ, řádka (b) - druhý typ, řádka (c) - prvnı́ typ.

sice ukazuje na systém s měknoucı́ charakteristikou, avšak v samotné ”tuhosti” je systém
tuhnoucı́, a tudı́ž návrat z post-kritického stavu je vždy možný.

Ve druhém kroku posoudı́me samotnou stabilitu semi-triviálnı́ho řešenı́. Hranice stability
umožnı́ určit části výše zmı́něných rezonančnı́ch křivek, ve kterých jsou stabilnı́ a ve kterých nenı́
existence stacionárnı́ho řešenı́ typu (7) garantována. S tı́mto cı́lem napı́šeme řešenı́ soustavy (6)
ve tvaru lineárnı́ aproximace kombinujı́cı́ samotné semi-triviálnı́ řešenı́ ξ0 a malou poruchu u, v
v obou souřadnicı́ch, viz např. Chetayev (1962), Guckenheimer & Holmes (1983), Thompson
& Stewart (2002) a mnoho dalšı́ch pramenů zabývajı́cı́ch se dynamickou stabilitou:

ξ = ξ0 + u , u(t) = uc cosωt+ us sinωt, (a)
ζ = 0 + v , v(t) = vc cosωt+ vs sinωt. (b)

}
(8)

Aproximace (8) se dosadı́ do soustavy (6) a opět se uplatnı́ operace harmonické rovnováhy, viz
např. Xu Z. & Cheung (1994).

Několik ilustrativnı́ch výsledků je znázorněno na obr. 5. Plné křivky v obr. 5a ukazujı́ hranice
stability složky ζ , kdy primárnı́ podsystém se stále pohybuje ve svislé rovině xz. Nazvěme
tuto křivku ζ hranicı́ stability. Překročit tuto křivku zleva nebo zdola znamená, že složka ζ
ztrácı́ stabilnı́ nulovou hodnotu a odezva systému má tendenci zı́skat prostorový charakter.
Abychom obnovili stabilnı́ stav semi-triviálnı́ho řešenı́, je třeba snı́žit amplitudu buzenı́ pod tuto
hranici anebo zvýšit/snı́žit budicı́ frekvenci ω tak, aby systém opustil oblast auto-parametrické
rezonance. Plné křivky v obr. 5b ukazujı́ hranice, kdy odezva při určitém a0, ωb nenı́ jednoznačná
a rezonančnı́ křivka má dvě stabilnı́ a jednu nestabilnı́ větev. Tento jev je známý a objevuje
se při studiu SDOF nelineárnı́ch systémů Duffingova typu. Tuto křivku nazveme ξ hranicı́
stability. Semi-triviálnı́ řešenı́ samo o sobě tedy může obsahovat jisté typy nestabilit, které
ovšem nenarušujı́ jeho základnı́ charakter.

Upozorněme na některé vlastnosti typické pro post-kritické chovánı́ systému v rezonančnı́
oblasti. S ohledem na vztah předběžných rezonančnı́ch křivek a hranic stability byly identifiko-
vány tři typy rezonančnı́ch oblastı́. Na obr. 6 je vykreslen půdorys časového průběhu odezvy
v rovině xy: řádka (a) - třetı́ typ, řádka (b) - druhý typ, řádka (c) - prvnı́ typ. V prvnı́m typu
rezonančnı́ oblasti se odezva chová velmi dramaticky. Ukazuje typ odezvy chaotický, kvazi-
periodický a režimy limitnı́ho cyklu, viz např. Ren & Beards (1994). Jestliže rezonančnı́ křivka
překročı́ obě hranice stability (ζ, ξ), procházı́ se v rezonančnı́ oblasti postupně pěti různými



(a) (b)

Obrázek 7: Levý obrázek (a): Rezonančnı́ oblast prvnı́ho typu ωε(c1, e2) pro a0 = 0.06, ωb =
0.2; pod-rezonančnı́ ωε(0, c1) a nad-rezonančnı́ interval ωε(e2,∞) se stabilnı́m semi-triviálnı́m
řešenı́m; Pravý obrázek (b): bifurkačnı́ diagram veličin R2A, S

2
A - amplituda a fázový posuv

post-kritické odezvy; stabilnı́ část - spojitá křivka, nestabilnı́ část - čárkovaná křivka; (rc), (sl) -
rezonančnı́ křivka a ζ hranice stability;B1, B2 - bifurkačnı́ body veličin S2A;B1 ≡ c1, e1, B2 ≡
e2; es - minimum ζ hranice stability a průsečı́k (rc) a R2A křivek; (i), (ii) - limitnı́ cykly.

režimy odezvy (a-e), viz obr. 7a. Druhý typ rezonančnı́ oblasti odpovı́dá stavu, kdy rezonančnı́
křivka protı́ná pouze ζ hranici stability. V tomto přı́padě lze zaznamenat dva různé režimy. Třetı́
typ rezonančnı́ oblasti nastává v přı́padě, kdy rezonančnı́ křivka neprotı́ná ani jednu z obou hra-
nic stability. Nedocházı́ zde k žádnému zvláštnı́mu režimu. Semi-triviálnı́ řešenı́ je stále stabilnı́
a spojitě navazuje na pod-rezonančnı́ a nad-rezonančnı́ intervaly budicı́ frekvence.

Je třeba připomenout, že v post-kritickém stavu může být variabilita chaotických režimů
odezvy velmi široká. Nezbytná je pečlivá analýza, viz např. články Abarbanel et al. (1990),
Hammel (1990), nebo monografie Ott (1993), Schuster (1988). Pokud se použijı́ numerické
metody, jejich výběr popř. úpravy musı́ být opatrně zváženy a v průběhu řešenı́ stále testovány na
základě různých nástrojů, např. Ljapunova exponentu, cyklických testů, atd., viz např. Benettin
et al. (1980), Kloeden & Platen (1992) a řada dalšı́ch odkazů. Využitı́ Ljapunova exponentu
jsou věnovány práce Podowski (1973), Ahmadian & Inman (1985), Rosenstein et al. (1993),
Sandri (1996), Xu G.-Q. & Yung (2003), Skokos (2009).

Bifurkačnı́ diagram uvedený v obr. 7b naznačuje hlavnı́ vlastnosti systému z hlediska dy-
namické stability odezvy, resp. semi-triviálnı́ho řešenı́ a přechodů mezi režimy odezvy v post-
kritické oblasti. Na tyto vlastnosti se dá usuzovat na základě zobecněné amplitudyR2A a fázového
posuvu obou složek odezvy S2A při průchodu rezonančnı́ oblastı́. Na zelené soustavě křivek S2A je
patrná dvojitá bifurkace typu pitchfork. Stabilnı́, resp. nestabilnı́ část je vyznačena plnou, resp.
čárkovanou křivkou. Stabilnı́ triviálnı́ řešenı́ (S2A = 0) v intervalu budicı́ frekvence ωε(0, B1)
znamená odezvu ve svislé rovině. V intervalu ωε(B1, B2) existujı́ dvě stabilnı́ netriviálnı́ a
jedno nestabilnı́ triviálnı́ řešenı́. Počı́naje bodem ω = B2 existuje jedno stabilnı́ triviálnı́ a čtyři
nestabilnı́ netriviálnı́ řešenı́ S2A. To odpovı́dá R2A. Jediným rozdı́lem je interval ωε(B1, es), kde
R2A se měnı́ velmi rychle v času. To znamená, že v tomto intervalu neexistuje žádný limitnı́
cyklus.

Z této analýzy vyplývá důležité praktické doporučenı́ navrhovat tlumicı́ kyvadlo takovým
způsobem, aby se vyloučily jakékoli průsečı́ky rezonančnı́ křivky s hranicemi stability. Je-li
kyvadlo použito jako tlumič vibracı́ vyvolaných větrem, je třeba předevšı́m odstranit průsečı́ky se
ζ hranicı́. V opačném přı́padě bude docházet k negativnı́m účinkům kyvadla v rezonančnı́ oblasti
vlivem přı́čného i podélného rozkmitánı́, které se budou nežádoucı́m způsobem kombinovat a
přı́padně zesilovat. Přı́pustný je tedy pouze třetı́ typ rezonančnı́ oblasti.



3.3. Sférické kyvadlo - tři stupně volnosti
Druhý auto-parametrický systém je jistou extrapolacı́ předchozı́ho. Je formulován jako sférické
kyvadlo buzené zadanou silou v bodě závěsu. Toto schéma odpovı́dá reálnému kyvadlovému
zařı́zenı́, které se často použı́vá ve stavebnı́m inženýrstvı́ k potlačenı́ větrem buzeného kmitánı́
kotvených stožárů, věžı́, vysokých budov, atd., viz obr. 8. Hmotnost M reprezentuje základnı́
konstrukci modelovanou soustavou s jednı́m stupněm volnosti (SDOF) spojenou se sférickým
kyvadlem podle předchozı́ kapitoly.

Pokud budeme v dalšı́m kroku konstrukci samotnou modelovat jako lineárnı́, můžeme vliv
kyvadla do celého systému zahrnout pomocı́ přenosových funkcı́. Vzhledem k tomu, že kyvadlo
má výrazně nelineárnı́ charakter, musı́ tato přenosová funkce být funkcı́ nejen frekvence ale i
amplitudy. Spojenı́ obou částı́ potom provedeme na základě rovnováhy sil v závěsu ze strany
konstrukce a ze strany kyvadla. Toto spojenı́ můžeme udělat ve frekvenčnı́ oblasti a následně
integracı́ dospět k informaci o funkci celého systému z hlediska výchylek v bodě závěsu, popř.
na celém zbytku konstrukce.

Také účinky náhodných buzenı́, které jsou v tako-
vém přı́padě nejvýznamnějšı́, je možné řešit touto
cestou, srovnej např. Baker (1995). V praktickém
přı́padě je třeba ještě uvážit, jakým způsobem se
zahrne účinek proměnného úhlu náběhu větru.

Z toho všeho vyplývá, že kyvadlo je třeba pro-
zkoumat pro budicı́ sı́lu v závěsu v jistém intervalu
amplitud a frekvencı́. Zopakujeme postup založený
na energetické bilanci, Hamiltonově funkcionálu
a Rayleighově kvadratické funkci. Odtud vyplývá
soustava třı́ Lagrangeových diferenciálnı́ch rovnic
v proměnných θ, ϕ, γ. Podobně jako v předchozı́m
přı́padě zavedeme přibližnou transformaci ze sfé-
rických (θ, ϕ) do kartézských souřadnic (ξ, ζ). Od-
tud vyplývá soustava třı́ rovnic, která je rozšı́řenı́m
soustavy (6):

Obrázek 8: Schéma sférického kyvadla
s budicı́ silou - tři stupně volnosti.

γ̈ + κξ̈ + 2ωbsγ̇ + ω20sγ = Fr(t), (a)

ξ̈ +
1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)
q q
+
1
2
ωbpξ̇ + ω

2
0p(ξ +

1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)) +γ̈ = 0, (b)

ζ̈ +
1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)
q q
+
1
2
ωbpζ̇ + ω

2
0p(ζ +

1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)) = 0 . (c)


(9)

kde byly zavedeny některé symboly pro zkrácenı́ zápisu:

ωbp, ωbs - koeficienty útlumu,
ω20p = g/r, ω

2
0s = C/(M +m) - ”lineárnı́” vlastnı́ frekvence,

Fr(t) = F (t)/(M +m) - redukovaná horizontálnı́ budicı́ sı́la,
κ = m/(M +m) - poměr hmot.

(10)

Primárnı́ podsystém obsahuje dvě neoddělitelné složky γ, ξ, které lze zı́skat řešenı́m rovnic (9a),
(9b) pro ζ = 0. Zbývajı́cı́ složka ζ má význam sekundárnı́ho podsystému. Hledané semi-triviálnı́
řešenı́ (γst, ξst) a (ζst = 0) může existovat pouze za určitých podmı́nek, které je třeba najı́t.
Je-li tento systém použit jako tlumicı́ zařı́zenı́, je třeba ho pečlivě prověřit. Vhodným výběrem
parametrů se musı́ vyloučit jakákoli ztráta stability a vznik post-kritických procesů v odezvě
kyvadla.



Obrázek 9: Odezva kyvadla v rovině (xy) v rezonančnı́ oblasti pro stoupajı́cı́ ω ∈ (e1, e2), útlum
ωbp = 0.05, amplituda budicı́ sı́ly f0 = 0.35.

Věnujme pozornost tvaru odezvy typického systému, zvyšujeme-li pozvolna budicı́ frekvenci
a procházı́me rezonančnı́mi oblastmi. Trajektorie promı́tnuté do roviny xy pro 24 frekvencı́ jsou
znázorněny v obr. 9, viz jednotlivá pole (1)-(24). V poli (2) je patrný náhlý vznik limitnı́ho cyklu
stejně jako jeho pomalá degenerace a přechod zpět do semi-triviálnı́ho stavu během průchodu
poli (9-12), srovnej např. Burton (1982), Cameron & Griffin (1989). Objevujı́ se chaotické
procesy se stabilnı́ vnějšı́ a později i vnitřnı́ obálkou, srovnej např. Benettin et al. (1980),
Lichtenberg & Lieberman (1983), Baker (1995). Akumulace energie v systému roste a docházı́
k silným záznějovým efektům, které souvisejı́ s nesymetrickým kvazi-periodickým přelévánı́m
energie mezi složkami odezvy. Počı́naje polem (22) objevuje se dalšı́ stabilnı́ limitnı́ cyklus,
který zanikne náhle mezi poli (23-24). Při dalšı́m zvyšovánı́ budicı́ frekvence má odezva již jen
stabilnı́ semi-triviálnı́ tvar. Podobným tématem se zabývá také práce Murphy et al. (1994)

Pokud provedeme řešenı́ časového průběhu numerickou integracı́ soustavy (9) a na zı́skané
výsledky uplatnı́me Fourierovu transformaci, zjistı́me, že s výjimkou některých přechodových
stavů má odezva pouze jedinou významnou harmonickou složku. Jejı́ frekvence odpovı́dá budicı́
frekvenci. Žádné super-harmonické ani sub-harmonické složky nebyly zjištěny.

3.4. Kyvadlo s pružným závěsem
Jako třetı́ a čtvrtou ukázku uvedeme rovinné kyvadlo s pružným závěsem. Různé aspekty
dynamiky kyvadla s pružným závěsem se zkoumaly v mnoha článcı́ch. Obsáhlé zhodnocenı́
tohoto tématu uveřejnil např. Lee & Hsu (1994), který se zaměřil na typy bifurkačnı́ch bodů
a chovánı́ systému v jejich okolı́. Podobně lze hodnotit práci El Rifai et al. (2007). Široké
ukázky auto-parametrických systémů včetně detailnı́ch rozborů jejich vlastnostı́ včetně analýzy
přechodových stavů a limitnı́ch cyklů lze nalézt v článcı́ch a monografiı́ch sepsaných Tondlem
a jeho spolupracovnı́ky, viz např. Nabergoj & Tondl (1994a), Tondl et al. (2000). Do této
kategorie lze zařadit mnohé úlohy z oblasti aeroelastické stability, např. Náprstek & Pospı́šil
(2009c), a problémy dynamických tlumičů založených na principu parametrického buzenı́, viz
mnohé práce Tondlovy podle citacı́ v této práci a dále Song et al. (2003).

Mnohé technicky významné soustavy mohou být inspiracı́ tohoto matematického modelu.
Jmenujme na přı́klad: velká hmotnost zavěšená ve středu vodorovného prostého nosnı́ku, která
může reprezentovat potrubı́ nebo strojnı́ zařı́zenı́ v průmyslu, letecké motory upevněné pod
křı́dly na elastických závěsech, kde svislé pohyby křı́dla mohou vyvolat kývavé pohyby motorů,



jeřáby a dalšı́ zdvihacı́ mechanizmy, atd. Nejčastěji použı́vané dvě varianty tohoto modelu jsou
naznačeny na obr. 10. V levé části obrázku je znázorněna varianta s pružným závěsem, obr. 10a,
a v pravé části druhá varianta se svisle deformovatelným závěsem, obr. 10b.

K odvozenı́ pohybových rovnic systémů opět využijeme Hamiltonův funkcionál jako v před-
chozı́ch přı́padech. Prvnı́ varianta je podrobena svislému kinematickému buzenı́ v bodě závěsu.
Kinetická a potenciálnı́ energie se vyjádřı́ vzhledem ke složkám odezvy (θ(t), χ(t)) a buzenı́
b(t):

T =
m

2

[
(r + χ)2θ̇2 + χ̇2 + ḃ2 + 2ḃ((r + χ)θ̇ sin θ − χ̇ cos θ)

]
, (a)

V = mg(r + χ)(1− cos θ) + 1
2Cχ

2 . (b)

}
(11)

Použijeme-li funkcionály (11) a doplnı́me vliv lineárnı́ho viskoznı́ho tlumenı́ v obou složkách
odezvy, dajı́ se odvodit následujı́cı́ rovnice:

(r + χ)θ̈ + 2rωbθθ̇ + 2θ̇χ̇+ g sin θ + b̈ sin θ = 0, (a)
χ̈+ 2ωbχχ̇+ ω21χ+ g(1− cos θ)− (r + χ)θ̇2 − b̈ cos θ = 0, ω21 =

C
m
. (b)

}
(12)

Obrázek 10: Schéma rovinného kyvadla s deformovatelným závěsem.

Systém (12) je auto-parametrický. Připouštı́ semi-triviálnı́ řešenı́ (χst, θst = 0). Za tohoto
stavu je (12a) lineárnı́ rovnice soustavy s jednı́m stupněm volnosti a kinematickým buzenı́m.
Jejı́ řešenı́ má smysl do okamžiku, kdy je překročena hranice stability. Opačná skladba, to jest
nulový svislý posuv a nenulový úhel θ(t), zřejmě nemá smysl. Fyzikálnı́ interpretace je zřejmá.
Poslednı́ členy v rovnicı́ch (12) (obsahujı́cı́ b̈) ukazujı́, že pouze vertikálnı́ buzenı́ může vést
k auto-parametrickému systému. At’ má totiž buzenı́ jakýkoli jiný směr než svislý, neumožnı́
vzniknout semi-triviálnı́mu stavu, nebot’složky odezvy χ(t) a θ(t) nejsou separovatelné.

Rozbor druhé varianty kyvadla je obdobný. Závěs je tentokrát dokonale tuhý, ale hmotnostM
v závěsovém bodu je spojena s pevnou podložkou lineárnı́ pružinou o tuhostiC, která umožňuje
svislý pohyb v závěsovém bodu. Smyslem těchto úprav je vystihnout deformovatelnost prostého
nosnı́ku se soustředěnou hmotnostı́ (alespoň v jistém omezeném frekvenčnı́m oboru). V souladu
s obr. 10b pı́šeme výrazy pro kinetickou a potenciálnı́ energii:

T =
M

2
χ̇2 +

m

2
(χ̇2 + r2θ̇2 + 2rχ̇θ̇ sin θ), (a)

V = mgr(1− cos θ) + 1
2Cχ

2. (b)

 (13)

Stejně jako v předchozı́ch přı́padech můžeme vzhledem k funkcionálům (13) a lineárnı́mu
viskoznı́mu tlumenı́ psát pohybové rovnice ve tvaru:

θ̈ + 2ωbθθ̇ + ω20p sin θ + χ̈ sin θ = 0, (a)
χ̈+ 2ωbχχ̇+ ω21χ+ rκ(θ̈ sin θ + θ̇

2 cos θ) = Fr(t), ω21 = C/m. (b)

}
(14)



kde ωbθ, ωbχ jsou koeficienty tlumenı́ a ω20p, ω
2
0s, Fr(t), κ = m/(M +m) odpovı́dajı́ vzorcům

(10). Existence semi-triviálnı́ho řešenı́ se dá ověřit snadno. Poznamenejme, že semi-triviálnı́
řešenı́ systému (14) je identické se semi-triviálnı́m řešenı́m systému (12).

Je třeba upozornit na některé dalšı́ vlastnosti systémů (12), (14). V zásadě každý z nich
představuje dvě nelineárně spřažené diferenciálnı́ rovnice druhého řádu. Chovánı́ systému se
dvěma stupni volnosti je odvozeno od vnitřnı́ rezonance, ke které dojde, když frekvence ω0p, ω0s
si jsou blı́zké ve smyslu ω0p ≈ 2ω0s. Stabilnı́ semi-triviálnı́ řešenı́ zanikne v rezonančnı́ oblasti
a dojde k velmi složitým režimům odezvy. Procesy odezvy majı́ v takovém přı́padě nejen
deterministický ale většinou i chaotický charakter různého typu.

Dá se ukázat, že zde existujı́ dva typy bifurkacı́, viz např. Iooss (1988), Iooss & Adel-
meyer (1992), Kubı́k (1975). Jedná se o Poincaréovu a Hopfovu bifurkaci, viz např. Ji (2006).
V Poincaréově bifurkačnı́ch bodech může docházet ke skokům, pokud zde existuje vı́cenásobné
řešenı́. V některých přı́padech existuje omezená oblast budicı́ch frekvencı́, ohraničená Poincaré-
ovými bifurkačnı́mi body spjatými s těmito jevy přeskoků. Uvnitř tohoto frekvenčnı́ho intervalu
existujı́ dvě stabilnı́ stacionárnı́ řešenı́. Jedno je harmonické, zatı́mco druhé je sub-harmonické
druhého řádu. Počet sub-harmonických řešenı́ druhého řádu se v Poincarého bodech měnı́. Za
jiných podmı́nek existujı́ frekvenčnı́ intervaly ohraničené Hopfovými bifurkačnı́mi body. V ta-
kovém přı́padě se ovšem měnı́ stabilita sub-harmonických řešenı́ druhého řádu. V takovýchto
intervalech neexistujı́ stabilnı́ stacionárnı́ řešenı́. Vznikajı́ kvazi-periodická řešenı́ s periodou,
jejı́ž velikost je velmi citlivá na konkrétnı́ hodnotu budicı́ frekvence. Přelévánı́ energie je silně
nesymetrické.

4. Jednoduché systémy spjaté s inverznı́m kyvadlem
4.1. Základnı́ vlastnosti

V technických aplikacı́ch se setkáváme poměrně často s auto-parametrickými soustavami, které
majı́ povahu inverznı́ho kyvadla. Jejich základnı́m znakem je, že střed koule nebo vodorovná
osa válce, kolem nichž se pohybuje základnı́ hmota kyvadla, je nı́ž než těžiště pohybujı́cı́ se části
soustavy. V typickém přı́padě ležı́ v základnı́ poloze oba tyto body na společné svislé spojnici,
kde střed otáčenı́ ležı́ pod těžištěm pohyblivé části. Citlivost těchto soustav po ztrátě dynamické
stability je mnohem vyššı́ než u soustav spjatých s obvyklým kyvadlem, kde vzájemná poloha
obou bodů ve svislém směru je opačná. Soustava se po ztrátě dynamické stability dostane do
post-kritického stavu. V post-kritické oblasti však existuje jistá hranice, která odděluje stav
umožňujı́cı́ návrat do stabilnı́ho režimu, pominou-li důvody ztráty stability, a stav, kdy je finálnı́
kolaps soustavy již nevyhnutelný. Tato hranice v post-kritické oblasti však ležı́ poměrně blı́zko
základnı́ hranice ztráty stability.

V obecném přı́padě hmota soustavy v post-kritickém stavu klesá, objevı́-li se horizontálnı́
složky odezvy. Z toho důvodu je zřejmě obtı́žné soustavu uvést zpět do stabilnı́ho stavu, jakmile
bylo dosaženo hranice stability. Je tedy logické, že hranice finálnı́ho kolapsu ležı́ blı́zko hranice
základnı́ ztráty stability, viz např. Wu et al. (1998). Post-kritické režimy se v přı́padě těchto
soustav vyznačujı́ vlastnostı́, že nelineárnı́ vazbové sı́ly, které se objevujı́ po ztrátě stability, jsou
záporné, a tudı́ž majı́ destabilizujı́cı́ charakter. Udržovánı́ jisté hladiny stability post-kritického
stavu je tedy pouze na lineárnı́ch silách, což je možné pouze na velmi úzkém intervalu. To
znamená, že analýza soustav spjatých s inverznı́m kyvadlem musı́ být velmi pečlivá, nebot’
ztráta stability zpravidla nevede jen ke ztrátě kvality, ale k jejich konečnému zániku.

4.2. Štı́hlá soustava pod svislým seismickým buzenı́m
Vysoké štı́hlé soustavy vystavené silným účinkům svislé složky seismického buzenı́ v epicentru
události jsou bezprostředně ohroženy výše zmı́něnými efekty.

Byla uveřejněna řada studiı́, které se zabývajı́ dynamikou štı́hlých soustav (věže, stožáry,
komı́ny, mosty, atd.) podrobených účinkům seismických událostı́. Zabývajı́ se převážně účin-



Obrázek 11: Schéma 3-DOF auto-parametrického systému.

kem vodorovných buzenı́. Základnı́ modely zahrnujı́cı́ stochastickou povahu buzenı́ lze najı́t
v monografiı́ch, např. Bolotin (1979), Lin & Cai (1995), Moser (1973). Článků na toto téma
byl publikováno velmi mnoho, např. Náprstek (1996) a řada dalšı́ch.

Je však třeba si uvědomit, že zejména v epicentru seismické události může být rozhodujı́cı́
svislá složka buzenı́. Svislá složka pohybu podložı́ způsobila těžká poškozenı́ nebo zhroucenı́
řady vysokých konstrukcı́ během seismické události. Velmi rozšı́řené lineárnı́ modely však
obvykle nejsou schopny v takovýchto přı́padech poskytnout potřebné informace. Ukazuje se,
že přı́čina těchto problémů vycházı́ z procesů post-kritické auto-parametrické rezonance. Tyto
silně nelineárnı́ dynamické procesy v post-kritickém režimu vedly k poškozenı́ nebo kolapsu
řady věžı́, mostů a dalšı́ch konstrukcı́ vlivem zasaženı́ seismickou událostı́.

V pod-kritickém lineárnı́m režimu jsou svislé a vodorovné složky odezvy nezávislé. Nebere-
li se v úvahu vodorovná složka buzenı́, nedocházı́ ani k odezvě ve vodorovném směru. Semi-
triviálnı́ řešenı́ plně popisuje chovánı́ konstrukce. Jakmile však amplituda svislého harmonického
buzenı́ v základech konstrukce překročı́ jistou hranici, semi-triviálnı́ řešenı́ ztratı́ stabilitu.
Následně se dominantnı́ stane horizontálnı́ složka/složky odezvy prostřednictvı́m nelineárnı́
interakce svislé a vodorovných složek odezvy. To znamená, že soustava má charakter auto-
parametrického systému. Detailnı́ rozbor, viz např. Náprstek & Fischer (2008).

Věnujme pozornost teoretickému modelu o třech stupnı́ch volnosti (3DOF), jehož schéma
je znázorněno na obr. 11. Systém je hamiltonovský. Základnı́ diferenciálnı́ systém pohybu
odvodı́me ve tvaru Lagrangeových rovnic. Kinetickou a potenciálnı́ energii pohybujı́cı́ho se
systému pı́šeme ve tvaru:

T = 1
2(M +m)ẏ

2 + 1
2Mr2ϕ̇2 −mẏ(lϕ̇+ ξ̇) sinϕ+ 1

2m(lϕ̇+ ξ̇)
2, (a)

U = (M +m)gy −mg[l(1− cosϕ) + ξ sinϕ] + 1
2C(y − y0)2+

+12Cr
2ϕ2 + 3EJ/l3 · ξ2. (b)

 (15)

y- svislé přemı́stěnı́ v bodu B;
y0- kinematické buzenı́ (svislý seismický náhodný proces);
ϕ- pootočenı́ soustavy v bodu B;
ξ- ohybová deformace svislé konzoly;
M,m- efektivnı́ hmotnost základu a konstrukce;
C,EJ- tuhost podložı́, ohybová tuhost konzoly;
ηc, ηe- viskoznı́ složka tuhostı́ C,EI (Kelvin);
%, l- geometrické parametry.



Pro dalšı́ analýzu je účelné zavést bezrozměrné složky odezvy a buzenı́: ζ0 = y0/l, ζ =
y/l, ϕ, ψ = ϕ+ξ/l. V okamžiku, kdy jsou sestrojeny Lagrangeovy rovnice, zavedeme aproxi-
maci odpovı́dajı́cı́ malé post-kritické odezvě: sinϕ ≈ ϕ ; cosϕ ≈ 1. Pohybové diferenciálnı́
rovnice 3DOF soustavy za tohoto předpokladu můžeme psát ve tvaru:

ζ̈ − κ0(ψ̇ϕ)
q
+ ω20(ζ − ζ0 + ηc(ζ̇ − ζ̇0)) = 0, (a)

ϕ̈− κ1(ζ̇ϕ)
q
+ κ1ψ̈ + κ1ζ̇ψ̇ − κ1ω

2
2ψ + ω1(ϕ+ ηcϕ̇) = 0, (b)

ψ̈ − (ζ̇ϕ)
q
+ ω23(ψ − ϕ+ ηe(ψ̇ − ϕ̇)) = 0, (c)

 (16)

kde jsme zavedli následujı́cı́ označenı́:

κ0 =
m

M +m
, κ1 =

m · l2

M · %2
,

ω20 =
C

M +m
, ω21 =

C

M
, ω22 =

g

l
, ω23 =

6EJ
m · l3

.

 (17)

Co se týká buzenı́ ζ0(t), je prozatı́m zavedeno jako harmonický proces.

V post-kritickém režimu (auto-parametrická rezonance) docházı́ k dynamické nelineárnı́
interakci svislé a vodorovných složek odezvy. Tento proces vyústı́ v dominanci vodorovných
složek odezvy, což může vést ke kolapsu konstrukce. V této souvislosti je širokopásmové
nestacionárnı́ náhodné buzenı́ seismického typu obzvláště nebezpečné.

Při postupném zvyšovánı́ budicı́ frekvence se objevila v post-kritickém režimu řada kva-
litativně odlišných typů odezvy. Byly pozorovány chaotické a deterministické typy odezvy.
Obecně vzato mohou se objevit ve stacionárnı́m stavu, kvazi-periodickém nebo zcela nedeter-
ministickém režimu včetně procesů přelévánı́ energie mezi jednotlivými stupni volnosti. Velmi
významným typem odezvy jsou limitnı́ cykly.

(a) (b)

Obrázek 12: Intervaly nestability; levý obrázek: velká amplituda buzenı́ (a0 = 0.20); pravý
obrázek: střednı́ amplituda buzenı́ (a0 = 0.15).

Zabývejme se typickým chovánı́m systému při harmonickém buzenı́ o velkých a střednı́ch
amplitudách. Základnı́ vlastnosti odezvy jsou patrné z grafů na obr. 12. Buzenı́ o amplitudě
a0 = 0.20 se dá považovat za velké a vede k odezvě, která je vykreslena černou křivkou, viz
obr. 12a. Soustava je nestabilnı́ v intervalech ω ∈ (s1, s2) a ω ∈ (s3, s4), viz šedé oblasti. Z
podrobné analýzy vyplývá, že odezva soustavy vyznačená v levé části obrázku je již mimo
hranice stability. Z praktického hlediska by v takovém přı́padě plynulo, že systém je nevhodný
pro realizaci z důvodů spolehlivosti.



Obrázek 13: Amplitudy odezvy systému vyhodnocené třemi různými technikami; (a) svislá
složka ζ(t)→ R, (b): vodorovná složka ψ(t)→ S.

Posud’me výsledky na obr. 13. Obrázek (a) se týká amplitudy R svislé složky odezvy ζ(t),
zatı́mco obrázek (b) shrnuje hlavnı́ charakteristiky amplitudy S bezrozměrné vodorovné (nebo
úhlové) složky ψ(t). Křivky vyznačené červenou barvou jsou výsledkem řešenı́ algebraické
soustavy, která vznikne ze soustavy 16 metodou harmonické rovnováhy pro zcela stacionárnı́
stav odezvy, tj. pro přı́pad, kdy amplitudy harmonických složek odezvy jsou zcela nezávislé
na času. Zelené křivky odpovı́dajı́ přı́padu, kdy tyto amplitudy plynou z řešenı́ diferenciálnı́
soustavy, která je opět výsledkem procesu harmonické rovnováhy. Konečně modré křivky jsou
výsledkem numerických simulacı́ uplatněných přı́mo na soustavu (16), srovnej s přı́slušnými
kapitolami Chossat & Lauterbach (2000), Iooss & Adelmeyer (1992).

Simulace ukázaly, že zejména v intervalu ω ∈ (s3, s4) docházı́ ke vzniku silné chaotické
složky. Jejı́ vliv byl posouzen vyhodnocenı́m rozptylu (podobně jako při analýze náhodných
procesů) a výsledky znázorněny žlutou barvou. Je zřetelné, že výsledky zı́skané ze soustavy (16)
semi-analytickými postupy založenými na metodě harmonické rovnováhy majı́ velmi omezené
použitı́. Dajı́ se použı́t v dolnı́m intervalu ω ∈ (s1, s2). Algebraický systém zde vede k dvojı́mu
řešenı́, přičemž pod s1 je třeba vyloučit nestabilnı́ větev. Nicméně simulace vede k podobným
výsledkům obzvláště v hornı́ části tohoto intervalu.

V hornı́m intervalu ω ∈ (s3, s4) je zřejmý vysoký stupeň nestability. To se týká zvláště
složky S. Stacionárnı́ amplitudy zı́skané analyticky jsou zjevně nerealistické (červené křivky) a
pouze výsledky simulacı́, které vystihujı́ chaotický charakter odezvy, jsou reprezentativnı́. Část
červené křivky, která ležı́ nad bodem s4 nenı́ přı́stupná numericky ani experimentálně, nebot’je
nestabilnı́.

Stejný 3DOF systém se zkoumal pro amplitudu buzenı́ a0 = 0.15. Rezonančnı́ křivka, která
popisuje amplitudu semi-triviálnı́ odezvy, protı́ná hranici stability stejně jako v předchozı́m přı́-
padě, viz obr. 12b. Objevujı́ se opět dva intervaly nestability. Nicméně jejich šı́řka je mnohem
menšı́ než v předchozı́m přı́padě. Detailnı́ vyhodnocenı́ ukazuje, že zotavenı́ systému po pomi-
nutı́ zdrojů ztráty stability se může vrátit do stabilnı́ho režimu. Tento přı́pad se dá pokládat za
přijatelný, ačkoliv hranice stability semi-triviálnı́ho řešenı́ byla překročena. Post-kritická odezva
se dá v tomto přı́padě alespoň přibližně zkoumat metodou harmonické rovnováhy uplatněné na
soustavu (16). To znamená, že se dá použı́t již výše zmı́něný algebraický systém, či diferenciálnı́
systém pro amplitudy harmonických složek odezvy. Nicméně některé detailnı́ vlastnosti odezvy
je třeba i v tomto přı́padě zkoumat simulacemi. Sledujeme-li časový průběh složek odezvy na
obr. 14, vidı́me, že základnı́ povaha odezvy je určena přechodovými procesy.

Uvnitř dolnı́ho intervalu nestability (střed ω = 0.5010) nevykazuje svislá složka odezvy



Obrázek 14: Časový průběh odezvy při střednı́ úrovni amplitudy buzenı́ uvnitř intervalu nesta-
bility; levý sloupec: svislá složka ζ(t), pravý sloupec: vodorovné (rotačnı́) složky ϕ- červená,
ψ- modrá; každý graf je znázorněn na původnı́ ose t ∈ (0, 6000) a dále ve zvětšeném měřı́tku
časové osy t ∈ (5700, 6000).

žádný dramatický vývoj. Jediným detailem je malý pokles amplitudy (a to pouze nad osou)
počı́naje bodem cca t = 4000. Vznik této mı́rné nesymetrie souvisı́ se skutečným počátkem po-
stupné ztráty stability semi-triviálnı́ho řešenı́ ve chvı́li, kdy začı́ná stoupat amplituda vodorovné
výchylky. Tento přechodový jev znamená malé neperiodické přelévánı́ energie mezi svislou
a vodorovnými složkami odezvy. Ztráta stability tedy nenı́ v tomto přı́padě proces, který se
objevı́ náhle. Je však stále třeba si být vědom toho, že ztráta stability rychle nastat může a bude
připomı́nat jev náhlého proboulenı́.

Pro lepšı́ představu jsou všechny základnı́ grafy na intervalu t ∈ (0, 6000) doplněny zvětše-
nı́m na intervalu t ∈ (5700, 6000), kdy odezva již přibližně dospěla do stacionárnı́ho stavu. Co
se týká hornı́ho intervalu nestability (střed ω = 1.0021), ani zde nebylo zjištěno žádné překva-
penı́. Vodorovné složky odezvy jsou netriviálnı́, ale blı́žı́ se asymptoticky k malé hodnotě. Spolu
se svislou složkou se tak tvořı́ stav stabilnı́ho post-kritického stavu, který je řı́zen nelineárnı́mi
členy. Přı́slušný limitnı́ cyklus, který charakterizuje post-kritickou odezvu, nenı́ eliptický, nebot’
obsahuje super-harmonické složky, viz grafy vpravo dole na obr. 14.

Důležitým se ukázalo podrobné studium přechodových procesů, kdy odezva přecházı́ ze
stabilnı́ho semi-triviálnı́ho do post-kritického stavu za předpokladu, že buzenı́ trvá po konečnou
časově omezenou dobu. Soustava potřebuje jistý čas, aby jejı́ odezva přešla ze stabilnı́ho do
post-kritického stavu. Jestliže tedy buzenı́ skončı́ po uplynutı́ konečného času, může dojı́t
k zotavenı́ systému zpět do stabilnı́ho stavu. Vývoj svislé a vodorovných složek odezvy (ζ
a ϕ, ψ), popř. jejich amplitud R,P, S pro frekvenci ω = 1.1700 (přibližně střed intervalu
”nestability”) pro rostoucı́ amplitudu buzenı́ a0 je znázorněn na obr. 15. Dospějeme-li při
zvyšovánı́ a0 do bifurkačnı́ho bodu B1, narazı́me na dvě větve. Ve všech třech obrázcı́ch
znamená čárkovaná černá křivka za bodem B1 nestabilnı́ část přı́slušnou k semi-triviálnı́mu
řešenı́, zatı́mco plná černá křivka (téměř vodorovná přı́mka pro R - obr. 15a a stoupajı́cı́ křivka
pro P, S - obr. 15b,c) znamená stabilnı́ post-kritické řešenı́. Dalšı́mi aspekty přechodových
procesů se zabývali mnozı́ dalšı́ autoři, např. Manuca & Savit (1996), Mazzino et al. (2004).

Vyhodnocujeme-li odezvu systému pro tytéž parametry a homogennı́ počátečnı́ podmı́nky
různými metodami, dostaneme velmi blı́zké výsledky, pokud uvažujeme dobu působenı́ budicı́
sı́ly T → ∞ (zelená křivka), a tudı́ž odezva má charakter stacionárnı́ho procesu. Jestliže je



(a) (b) (c)

Obrázek 15: Proces ztráty stability a post-kritické odezvy; (a) bifurkačnı́ diagram svislé složky
odezvy ζ - amplituda R; (b-c) bifurkačnı́ diagram vodorovných (rotačnı́ch) složek ϕ, ψ - ampli-
tudy P, S.

doba buzenı́ omezená, uplatňuje se vliv přechodu od semi-triviálnı́ho k post-kritickému procesu
odezvy, viz červenou a modrou křivku ve všech částech obr. 15. Pro krátkou dobu buzenı́
T1 (modrá) může amplituda buzenı́ a0 významně překročit bifurkačnı́ bod B2 a odezva má
stále semi-triviálnı́ charakter. Odezva se potom asymptoticky blı́žı́ stacionárnı́mu stavu (černé
čárkované křivky). Střednı́ doba buzenı́ T2 vede k mezilehlým křivkám odezvy (červené křivky).
Z toho vyplývá, že pro časově omezené délky buzenı́, např. při seismických událostech, lze
připustit vyššı́ amplitudu buzenı́ než tu, která by vyplývala z předpokladu stacionárnı́ho stavu.

Z praktického hlediska je třeba připomenout, že post-kritický režim lze připustit jen ve velmi
úzkém okolı́ hranice ztráty stability semi-triviálnı́ho řešenı́. Hranice meznı́ho stavu konstrukce
ležı́ v jejı́ těsné blı́zkosti. Po jejı́m překročenı́ je kolaps nevyhnutelný. Na druhé straně se dá
počı́tat s jistou rezervou vzhledem ke konečné době trvánı́ každé seismické události.

4.3. Přı́čná stabilita plovoucı́ lodi
Naznačı́me v hrubých rysech přı́pad známý z lodnı́ho inženýrstvı́, kterému je věnována bohatá
pozornost v literatuře. Týká se kombinovaného pohybu kolébánı́-zdvı́hánı́ lodi na zvlněném
moři. Řada autorů se zabývala vı́ce či méně sofistikovanými matematickými modely a počı́ta-
čovými simulacemi pohybu lodi. Mezi problémy dynamiky lodi, které jsou velmi málo řešeny i
na úrovni buzenı́ harmonickými vlnami, můžeme počı́tat jev parametricky buzeného kymácenı́
lodi. Vskutku vlnı́cı́ se hladina může vést k parametrickému rozkývánı́ lodi v přı́čném směru,
jehož amplituda rychle roste a vede k překocenı́ lodi. Tento jev se dá popsat různými mecha-
nismy, které alespoň na úrovni prvnı́ho přiblı́ženı́ se dajı́ popsat, jak následuje ve zbytku této
kapitoly.

Základnı́ mechanismus vycházı́ z nelineárnı́ho spolupůsobenı́ rotačnı́ a svislé složky pohybu.
K vazbě obou těchto složek docházı́ v blı́zkosti zobecněné vlastnı́ frekvence svislého pohybu,
čı́mž je umožněno přelévánı́ energie do rotačnı́ složky, viz např. Lee (1992), Nayfeh (1973),
Nabergoj & Tondl (1994a), Tondl et al. (2000) a dalšı́. V těchto pracı́ch je však spolupůsobenı́
obou složek výsledného pohybu popsáno na přı́liš zjednodušeném modelu. I když zde uvedený
model neumožňuje zachytit řadu detailů tohoto složitého procesu, je přesto fyzikálně korektnı́,
nebot’respektuje vratné sı́ly i momenty vztlaku kapaliny a uvažuje mechanismus spolupůsobenı́
rozhodujı́cı́ch sil.

Problém je formulován jako rovinný. Respektuje pouze svislou a rotačnı́ (přı́čnou) složku
pohybu. Kinetická a potenciálnı́ energie celé soustavy se dá psát v souladu se schématem na



Obrázek 16: Přı́čný průřez lidi plovoucı́ na hladině vody.

obr. 16:

T = 1
2Mẏ2 + 1

2JBϕ̇
2 −Mvgẏϕ̇ sinϕ, (a)

U = Mg(y − y0)−Mgvg(1− cosϕ) + F · (y − y0) + Fus · ϕ, (b)

}
(18)

kde je zavedeno následujı́cı́ označenı́:

y(t), ϕ(t)- vertikálnı́ poloha bodu B vzhledem k hladině vody, resp. rotačnı́ složka odezvy;
y0(t), bwl- kolı́sánı́ vodnı́ hladiny, resp. základnı́ hladina vody;
Ag- těžiště přı́čného řezu lodi;
B,As- střed otáčenı́ průřezu lodi, resp. působiště vztlakových sil; poloha těchto bodů jsou

funkce (y, ϕ);
M,JB- hmotnost, resp. hmotný moment setrvačnosti přı́čného řezu lodi vzhledem k bodu B;
vg, us- orientovaná vzdálenost bodů Ag, B, resp. vodorovná orientovaná vzdálenost bodů

B,As; obě dvě vzdálenosti jsou funkcemi (y, ϕ), kde us(y, 0) = 0;
F - vztlaková sı́la; funkce (y, ϕ).

Opakujeme-li známý postup, ze vzorců (18) se dá snadno odvodit Lagrangeův systém pohybo-
vých rovnic:

Mÿ −Mvg(ϕ̈ sinϕ+ ϕ̇2 cosϕ) +Mg+
+(F + ∂F

∂y
y) + (∂F

∂y
us + F ∂us

∂y
)ϕ = (Mg + F )y0, (a)

JBϕ̈−Mvg(ÿ + g) sinϕ+
+∂F
∂ϕ
y + F · us + (∂F∂ϕus + F

∂us

∂ϕ
)ϕ = 0. (b)

 (19)

Auto-parametrický charakter soustavy rovnic (19) je zřejmý poté, co zjistı́me, že soustava
připouštı́ hodnoty ϕ = 0. Zbývajı́cı́ rovnice (19a) popisuje potom jednoduchý lineárnı́ oscilátor
pod kinematickým buzenı́m. Semi-triviálnı́ řešenı́ tedy existuje. Dá se zkoumat jeho stabilita
a analyzovat post-kritický stav. Současně je možné identifikovat hranici finálnı́ho kolapsu. Za
touto hranicı́ již jakákoli restabilizace nenı́ možná a překocenı́ lodě na bok je neodvratné.

Je třeba zdůraznit, že všechny parametry plovoucı́ho tělesa, které jsou složitými funkcemi
y, ϕ, stejně jako časový průběh kolı́sánı́ vodnı́ hladiny, musı́ být pečlivě určeny dřı́ve, než
přistoupı́me k aplikaci soustavy rovnic (19).



Obrázek 17: Přı́čný řez železničnı́m vozidlem a tratı́.

4.4. Přı́čná stabilita vysokorychlostnı́ho železničnı́ho vozidla
Třetı́ ukázka pocházı́ z železničnı́ho inženýrstvı́. Vozidlo pohybujı́cı́ se po železničnı́ trati je
podrobeno účinkům jejı́ch nerovnostı́ a deformovatelnosti. Na styku dvojkolı́ a kolejnice pro-
bı́hajı́ velmi složité procesy, ze kterých vyplývá silné vertikálnı́ a přı́čné buzenı́ vozidla a trati.
Tyto dynamické procesy pocházejı́ primárně z deterministických a stochastických nerovnostı́
trati a z poddajnosti podložı́ a svršku trati. Zajisté, také dalšı́ procesy spojené s geometriı́, přı́č-
ným pohybem dvojkolı́, suchým třenı́m v kontaktu, atd. je třeba vzı́t v úvahu. Nicméně jeden
z nejdůležitějšı́ch jevů ovlivňujı́cı́ch bezpečnou jı́zdu vozidla je jeho přı́čná dynamická stabilita.
Abychom vyjádřili podstatu tohoto jevu, zjednodušme tento systém v co nejvyššı́ mı́ře, viz
obr. 17.

Předpokládejme nejprve, že podélná rychlost pohybu vozidla je konstantnı́. Dále zavedeme
předpoklad dokonale tuhého spojenı́ skřı́ně vozu a podvozku, takže vozidlo a jeho podvozky
tvořı́ tuhý celek. Vůz je tedy uvažován jako tuhá deska o hmotnostiM a excentrickém momentu
setrvačnosti J vzhledem k bodu B. Deska má dva stupně volnosti y(t), ϕ(t). Bod A je těžiště.
Vodorovná složka pohybu v bodě B je vyloučena. Trat’(železničnı́ svršek) se chápe jako nosnı́k
s rovnoměrně rozloženou hmotnostı́ a s konstantnı́m momentem setrvačnosti podél osy. Podložı́
trati je winklerovské s lineárnı́ poddajnostı́ a vnitřnı́ viskozitou. Ve styku dvojkolı́ a kolejnic
docházı́ ke kinematickému buzenı́ následkem nerovnostı́ trati, které jsou popsány vztahem
y(t), z(t). Zbývajı́cı́ charakteristiky jsou zřejmé ze schématu na obr. 17.

Semi-triviálnı́ řešenı́ (neboli stabilnı́ stav) se dá očekávat až do chvı́le, kdy se objevı́ vodo-
rovné složky odezvy. Vodorovné složky odezvy vzrůstajı́. Překonajı́-li jistou kritickou hranici,
může dojı́t k nevratnému překocenı́ vozu nebo k jeho vykolejenı́. Soustava se dá do značné mı́ry
zkoumat podobným způsobem jako obě předchozı́. Nicméně jejı́ povaha se měnı́ významně
tı́m, že docházı́ ke styku vozu rychle se pohybujı́cı́ho podél trati a stojı́cı́ trati samotné, která se
pohybuje následkem své deformovatelnosti pouze ve svislém směru.

Shrneme-li popsaná zjednodušenı́, můžeme zapsat následujı́cı́ výrazy pro kinetickou a po-
tenciálnı́ energii částı́ pohybujı́cı́ch se podél osy trati:

T = 1
2Mẏ2 + 1

2Jϕ̇
2 −Ml · ẏϕ̇ sinϕ, (a)

U = Mgy −Ml · g(1− cosϕ)− F · y −Q · ϕ, (b)

}
(20)

kam jsme zavedli tato označenı́:



M,J- hmotnost vozu, resp. hmotný moment setrvačnosti vzhledem k bodu B;
l- vzdálenost těžiště vozu A a bodu B;
F,Q- sı́la, resp. moment působı́cı́ ve styku dvojkolı́-trat’.

Stejně jako v předchozı́ch přı́padech diferenciálnı́ systém pro složky y, ϕ se dá odvodit z rovnic
(20). Doplnı́me-li viskosnı́ tlumenı́, můžeme psát:

Mÿ + byẏ −Ml · (ϕ̈ sinϕ+ ϕ̇2) = F −Mg, (a)
Jϕ̈+ bϕϕ−Ml · (ÿ sinϕ+ ẏϕ̇)−Ml · sinϕ = Q. (b)

}
(21)

Rovnice (20) a (21), které popisujı́ pohyb vozu, jsou zapsány v souřadnicı́ch x, t, které se
pohybujı́ rychlostı́ cs vzhledem ke stojı́cı́m souřadnicı́m xs, ts. Pohyblivé a stojı́cı́ souřadnice
v přı́čném řezu jsou identické. Pohyblivé a stojı́cı́ souřadnice jsou vzájemně vázány známou
transformacı́:

xs = x+ cs · t, ts = t

x = xs − cs · ts, t = ts

}
⇒ ∂

∂ts
=

∂

∂t
+ c

∂

∂x
,

∂

∂xs
=

∂

∂x
. (22)

Trat’ se modeluje jako Eulerův nosnı́k na nehmotném elastickém podložı́ Winklerova typu.
Vodorovné přemı́stěnı́ se neuvažuje. Kroutivá poddajnost je zahrnuta, viz obr. 17. S odvolánı́m
na klasickou literaturu platı́ následujı́cı́ rovnice:

EIz′′′′s + Cz · zs + µ · z̈s + bz · żs = −F · δ(xs − csts), (a)
GKψ′′s + Czr

2 · ψs − µKψ̈s + bψ · ψ̇s = −Q · δ(xs − csts), (b)
ys − zs · δ(xs − csts) = α(xs), (c)
ϕs − ψs · δ(xs − csts) = 0. (d)

 (23)

kde zs = zs(xs, ts), ψs = ψs(xs, ts). Rovnice (23c,d) vyjadřujı́ kinematické vazby pocházejı́cı́
z nerovnostı́ kolejového svršku, které jsou dány funkcı́ α(xs). Nerovnosti jsou zavedeny rovnicı́
(23c) a předpokládajı́ se identické současně na obou kolejnicı́ch. Transformujeme-li soustavu
(23) do pohyblivých souřadnic za použitı́ (22), dostaneme:

EIz′′′′ + Cz · z + µ · (c2s · z′′ + 2cs · ż′s + z̈) + bz(cs · z′ + ż) =
= −F · δ(0), (a)

GKψ′′ + Czr2 · ψ − µK(c2sψ′′ + 2cs · ψ̇′ + ψ̈) + bψ(cs · ·ψ′ + ψ̇) =
= −Q · δ(0), (b)

y − z · δ(0) = α(cst), (c)

ϕ − ψ · δ(0) = 0. (d)


(24)

Systém pohybových rovnic se tedy skládá ze dvou rovnic (21) a čtyř rovnic (24). Obsahuje
šest neznámých složek odezvy y(t), ϕ(t), z(x, t), ψ(x, t), F (t), K(t) vztažených k pohyblivým
souřadnicı́m.

Prohlı́žı́me-li soustavu (21), (24), zjistı́me, že primárnı́ podsystém obsahuje složky ode-
zvy y(t), z(x, t), F (t). Společně s triviálnı́mi hodnotami složek ϕ(t), ψ(x, t), K(t) tvořı́ semi-
triviálnı́ řešenı́. Tento stav trvá do doby, než je dosažena hranice stability v (21). Potom nastane
komplikovaný proces post-kritické odezvy. Tu má smysl zkoumat do chvı́le, kdy je překročena
kritická hranice vodorovného pohybu a kdy docházı́ k finálnı́mu kolapsu soustavy.

Zkoumaný systém může ztratit dynamickou stabilitu také vlivem nesymetrické povahy operá-
torů (24a,b), které obsahujı́ nekonzervativnı́ členy. Tyto typy kritických rychlostı́ jı́zdy souvisejı́



s rychlostı́ šı́řenı́ ohybových a kroutı́cı́ch vln ve svršku, který spočı́vá na elastickém podložı́.
Tento přidružený problém se zkoumal separátně a velmi intenzivně po dlouhou dobu na různých
stupnı́ch výstižnosti matematického modelu. Je velice důležité si uvědomit, že obě skupiny
kritických rychlostı́ se mohou prolı́nat. Nekonzervativnı́ charakter úlohy může tedy vést ke
kritickým rychlostem, které jsou nižšı́ než ty, které plynou z jejı́ auto-parametrické povahy a
naopak. V prvnı́m přı́padě se rozhodnutı́ učinı́ v oboru semi-triviálnı́ch řešenı́ mimo jakýkoliv
vodorovný pohyb vozu v přı́čném směru. Ve druhém přı́padě bude rozhodujı́cı́ mechanismus
ztráty stability nelineárnı́ auto-parametrické soustavy.

5. Závěr

Přı́spěvek se zabývá odezvou auto-parametrických nelineárnı́ch systémů. Tato třı́da nelineárnı́ch
systémů s vı́ce stupni volnosti se vyznačuje řadou speciálnı́ch vlastnostı́. Za nejdůležitějšı́ znak je
třeba považovat existenci semi-triviálnı́ch řešenı́. Tı́m se každý takovýto systém dělı́ na primárnı́
a sekundárnı́ podsystém. Primárnı́ i sekundárnı́ podsystém může být lineárnı́ či nelineárnı́.
Nicméně jejich interakce, která se rozehraje v post-kritickém stavu, je vždy nelineárnı́. Semi-
triviálnı́ řešenı́ se skládá z netriviálnı́ části (primárnı́ podsystém) a z triviálnı́ části (sekundárnı́
podsystém). Struktura systému však může být i složitějšı́ a obsahovat několik podsystémů, které
umožňujı́ ve stabilnı́m stavu nezávislý pohyb a mı́t tedy povahu primárnı́ho podsystému. Semi-
triviálnı́ řešenı́ existuje, dokud je systém ve stabilnı́m stavu. Je-li překročena hranice stability,
objevujı́ se složité procesy odezvy vyplývajı́cı́ z nelineárnı́ interakce primárnı́ho a sekundárnı́ho
podsystému (podsystémů). Tyto post-kritické procesy je možné třı́dit do několika základnı́ch
typů: stacionárnı́ (limitnı́ cykly), kvazi-periodické se silným periodickým přelévánı́m energie
mezi jednotlivými stupni volnosti (symetrické, nesymetrické), chaotické (široká třı́da přı́padů
závislých na typu a stabilitě atraktoru či repulzoru).

Autoři se v přı́spěvku zaměřili na dvě třı́dy auto-parametrických systémů. Prvnı́ zahrnuje
systémy, které je možné popsat sférickým kyvadlem. I když se tyto systémy mohou dostat do
nestabilnı́ch stavů, množstvı́ jimi absorbované energie je vždy omezené. Ztráta jejich stability
tedy obecně (na teoretické úrovni) nenı́ nevratným procesem, i když z praktických hledisek
se mohou z řady důvodů stát za tohoto stavu nepoužitelnými. To znamená, že jisté hranice
použitelnosti uvnitř stabilnı́ či nestabilnı́ oblasti je spı́še technického než dynamického původu.

Druhá třı́da diskutovaných auto-parametrických systémů je spjata s inverznı́m kyvadlem.
Tato třı́da se vyznačuje rychlým poklesem potenciálnı́ energie, jakmile překročı́ hranici auto-
parametrické resonance. Systém je velice náchylný opustit úzkou oblast, ze které je ještě možný
návrat do stabilnı́ho režimu, pominou-li podmı́nky pro vznik režimu post-kritického. Jakmile
tedy překročı́ jistou hranici reversibility, finálnı́ kolaps soustavy je nevyhnutelný. Zjištěnı́ polohy
této hranice je velmi důležité, nebot’se obvykle nalézá velmi blı́zko hranice stability oddělujı́cı́
semi-triviálnı́ a post-kritický režim. To znamená, že v takovém přı́padě se nedoporučuje opustit
semi-triviálnı́ režim, pokud by nebylo použito dalšı́ pomocné zařı́zenı́ k sekundárnı́ stabilizaci.
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