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DYNAMIC STABILITY AND POST-CRITICAL PROCESSES
OF PENDULUM RELATED AUTO-PARAMETRIC SYSTEMS

J. Naprstek, C. Fischer *

Summary: Many structures encountered in civil, mechanical, naval or aerospace
engineering can show properties of auto-parametric systems. The general mathe-
matical structure of the basic and generalized auto-parametric non-linear systems is
formulated in the paper. Their internal structure and principal attributes are inves-
tigated. The aim of this study is to point out two special classes of auto-parametric
systems, which are related on the level of mathematical analogy with spherical or
inverse pendulum respectively. Very different character demonstrate both classes
from the viewpoint of the semi-trivial solution and subsequent post-critical states.
The existence and stability of the semi-trivial solution is analyzed. Individual types
of post-critical states are discussed (limit cycles, quasi-periodic response types,
chaotic processes, transition processes). General considerations are demonstrated
on particular DDOF and MDOF cases in both classes mentioned above. Sensiti-
vity of several systems to stability loss with respect to their parameters, excitation
amplitudes and other factors are evaluated. Bifurcation mechanism and diagrams
are developed and analyzed. Important transition effects together with physical
interpretation are investigated. Some open problems and possible future research
strategy are outlined.

1. Uvod

Mnohé konstrukce pouzivané ve stavebnim, strojnim, lodnim a leteckém inZenyrstvi maji cha-
rakter nelinedrnich auto-parametrickych systémi. Kromé té€chto oblasti techniky se se sousta-
vami auto-parametrického typu Casto setkdvame také v mnoha oborech fyziky, chemie a dalSich
prirodnich véd. Tyto systémy vzhledem ke specidlnim vlastnostem tvofi uvnitf nelinearnich
soustav zvlastni skupinu. Obvykle se jednd o soustavy s vice stupni volnosti (MDOF), které
lze z matematického hlediska rozdélit do nékolika &asti. Tyto ¢dsti se daji popsat bud jed-
chovani jednotlivych ¢asti, at’ uz je kaZzda sama o sob¢ linearni ¢i nelinedrni, je nezavislé, pokud
pohyb systému probiha v pod-kritickém stavu. ReSent piislusné diferencidlni soustavy nazveme
za tohoto stavu semi-trividlnim. To znamend, Ze feSeni na jedné Casti je netrividlni (primarni
podsystém), zatimco na druhé je trividlni (sekunddrni podsystém). Za téchto okolnosti pohyb
jedné Casti neovliviiuje pohyb ostatnich ¢asti. S timto typem odezvy se obecné lze setkat nej-
¢astéji v podminkdch malych amplitud buzeni a vysokého tlumeni, pokud ovSem pracujeme se
systémem bez vnitini rezonance.
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Prekondme-li jistou hranici stability semi-trividlniho feSeni, nebo projdeme-li ur¢itym bi-
furka¢nim bodem v prostoru parametrd systému nebo jeho buzeni, semi-trividlni rezim odezvy
systému muZe ztratit dynamickou stabilitu. Jeho odezva se pak stane netrivialni obecné na celém
systému. Za tohoto stavu se aktivuji nelinedrni vazby mezi primarnim a sekundarnim podsysté-
mem. Odezva se dostane do reZimu auto-parametrické rezonance nebo téZ post-kritického stavu.
Probihéa-li proces prechodu z podkritického do post-kritického reZimu, je pro nasledné chovéni
systému v post-kritickém stavu diilezity typ bifurka¢niho bodu ¢i hranice stability, kterou sys-
tém piekondva. V tomto smyslu existuji dve specialni tfidy auto-parametrickych systémi, které
na Urovni matematické analogie souviseji se sférickym, resp. s inverznim kyvadlem. Priklady
systémil z obou zminénych tfid jsou schématicky zndzornény na obr. 1. Z hlediska stability semi-
trividlniho feseni a naslednych post-kritickych stavii maji obé tfidy velmi rozdilny charakter.
Vyplyva ze stoupajici, resp. klesajici efektivni “tuhosti” téchto soustav po prekroceni hranice
stability semi-trividlniho feSeni. Nelinedrni vazby mezi primdrnim a sekunddrnim podsystémem
maji stabilizujici, resp. destabilizujici ¢inek. Zatimco v prvnim piipadé, obr. 1(a), existuje vZdy
moznost navratu do semi-trividlniho stavu, pominou-li podminky ztraty dynamické stability, ve
druhém pripadég, obr. 1(b), existuje v post-kritické oblasti jistd hranice, pfi jejimz prekroceni
neni ndvrat mozny a findlni kolaps je nevyhnutelny.

(a) (b)

X, (1) ¥ ()

Obrazek 1: Pfiklady jednoduchych auto-parametrickych systémi s jednim sekundarnim pod-
systémem; (a) tfida: sférické kyvadlo (b) tfida: inverzni kyvadlo.

Studium auto-parametrickych systémid probihalo intenzivné béhem poslednich tficeti let.
Nicméné zda se, Ze nékteré teoretické studie vénované témto efektim byly publikovany jiZ
v obdobi let 1968-1985, viz napt. Van der Burgh (1968), Nayfeh (1973), Haxton & Barr (1974).
Nasledovala fada ¢lankl, monografif a dalsich studii zabyvajicich se analytickymi, numerickymi
a experimentdlnimi problémy auto-parametrickych systémi a jejich aplikaci. Nejvice publikaci
k této problematice uvetejnil Tondl spolu s riznymi spoluautory. Citujme alesponi nékolik mélo
z nich: Nabergoj & Tondl (1994a), Nabergoj et al. (1994b), Tondl & Nabergoj (1994), Tondl
(1997). Vyznamny byl pfinos i jinych autord, viz napt. Bajaj et al. (1994), Hatwal et al. (1983),
atd. Urcitou inspiraci, specidlni postupy feSeni a nékteré vysledky l1ze nalézt mimo jiné v pracich
autorud této studie, napt. Naprstek & Pirner (2002), Néprstek & Fischer (2007), Naprstek &
Fischer (2008), Naprstek & Fischer (2009a).

Rozbor fady konkrétnich auto-parametrickych systéma je zafazen do znamych monografii,
viz napf. Nayfeh & Mook (1979), Tondl (1991), Tondl et al. (2000) a dal$i. Pochédzeji od
nejvyznamnéjsich autor v oboru. Shromazduji stav poznani, kterého bylo dosazeno zhruba do
roku 2000. V dalsim textu se tedy zminime o nékterych studiich a dvahach z poslednich deseti
let.



2. Zakladni matematicka formulace

Auto-parametricky systém se sklddd minimdlné ze dvou podsystému. To znamend, Ze mini-
mem je systém se dvéma stupni volnosti (DDOF). Na prvni podsystém pisobi buzeni (adi-
tivni/multiplikativni, deterministické/ndhodné, atd.). Skladba buzeni neni obecné libovolna.
Musi byt ve shodé€ se strukturou samotného systému a zachovavat jeho auto-parametricky cha-
rakter.

Prvni nebo primarni podsystém muze byt linearni nebo nelinearn{ stejné jako sekundarni pod-
systém. Vazby mezi obéma podsystémy jsou vzdy nelinearni. Spoluptisobeni obou podsystémtu
se tedy da vyjadrit nasledujici soustavou rovnic:

Li(x,t) + Kip(x,y) = 0,

(1

K21(X7 Y) + L2(Y7t) = Oa
kde L;(x,t), La(y, t) jsou linedrni nebo nelinedrni diferencidlni operétory v ¢asu pisobici na
stavovych vektorech x, y a Kia(x,y), Ko (x,y) jsou vazbové nelinedrni operdtory v Casu
pusobici na tytéZ vektory x, y. Pfedpoklddejme, Ze L;(x,t) popisuje primarni podsystém a
Lo (y, t) podsystém sekundérni. Skladbé soustavy (1) odpovidaji oba systémy na obr. 1.

Aby se systém (1) mohl nazyvat auto-parametrickym, musi existovat za jistych podminek
semi-trividlni feSeni. S timto feSenim muizeme pocitat, jsou-li splnény jisté podminky kladené
na buzeni a parametry systému. Semi-trividlni feSeni znamend, Ze energie pohlcend primarnim
podsystémem je kladnd || x, % ||> 0. Jinymi slovy: x je netrividlni, zatimco y zdstava trivialni.
O semi-trividlnim feSeni ma smysl uvaZzovat pouze tehdy, kdyZ existuje limita pro t — oo,
kterou se feSeni bliZi ke staciondrnimu stavu (X, ¥ ), pfiemz plati, Ze y; = 0. To znamend,
Ze semi-trividlni feSeni vyhovuje systému:

Ll(X7 t) = 07 thm X = Xsty Yst = 07 (2)

pficemz soucasné plati: Kia(xs,0) = Ko(x4,0) = 0, Ly(0) = 0. ZvySujeme-li budici
frekvenci z malych hodnot, rostou-li amplitudy buzeni, nebo ménime-li parametry systému,
muZeme piekonat néktery z bifurkacnich bodl. Priichodem bifurka¢nim bodem miize semi-
trividlni feSeni ztratit stabilitu. V tom okamziku vyrazné vzrostou amplitudy x a nelinearni
Cleny Ki5(x,y), Ko1(x,y) v (1) zaénou ovliviiovat odezvu celého systému. Tim se stane netri-
vidlnim také vektor y, coz privede systém do post-kritického stavu neboli do auto-parametrické
rezonance. Zakladni definice a vysledky na trovni analytické mechaniky lze nalézt na pt. v mo-
nografii Chetayev (1962), rozsiteni do oblasti stochastické dynamiky, viz napf. monografie
Bolotin (1979), Pugachev & Sinitsyn (1987), nebo ¢lanky Naprstek (1996), Doyle et al.
(1997) a dalsi.

Buzeni uplatnéné vyhradné na sekundarni podsystém muze nékdy vést k jinému semi-
trividlnimu feSeni. Nicméné tento typ “reciprocity” neni ptili§ Casty. Buzeni uplatnéné na sekun-
darni podsystém (primarni podsystém nezatiZen) zpravidla nevede k dalSimu semi-trividlnimu
feSeni, pokud systém nevykazuje jisty typ symetrie, srovnej oba piipady v obr. 1. Z téchto divodu
zavedeme jakoZto konvenci, Ze operdtor Ly(y) budeme chdpat jako nezavisly na explicitnim
casu.

Je zfejmé, Ze auto-parametricky systém se muze skladat z vice neZ dvou podsystému. V ta-
kovém piipade bude pocet operdtorovych rovnic v soustavé (1) vyssi v souladu s potem pod-
systémil, cemuz bude odpovidat také pocet stavovych vektord (x,y, ...). V piipadé takovéhoto
systému si lze predstavit fadu stavii, do kterych se odezva muze dostat. Daji se oCekavat rtizna
semi-trividlni feSeni vlivem buzeni jednoho nebo vice podsystémd, globalni auto-parametricka
rezonance, atd. Jednim z moznych piikladi auto-parametrického systému se tiemi podsystémy
je prosty nosnik, na kterém jsou zavéSena potrubi. Jinym piikladem je kiidlo letadla se dvéma
zavéSenymi motory. Ocekdvand semi-trividlni feSeni a post-kriticky stav 1ze odhadnout z obr. 2.



Obrazek 2: Systém s nékolika sekundarnimi podsystémy.

Dimenze vektorl (x,y,...) miZe byt v zdsadé jakdkoli, ¢emuz musi odpovidat pocet ska-
larnich rovnic v soustavé ( 1). Nicméné konkrétni matematické modely jsou obvykle omezeny
s ohledem na znac¢nou sloZitost analyzy, kterd néasleduje. V konkrétnich ptipadech se tedy z
praktickych divodt rozsah omezuje jen na nékolik malo stupiiti volnosti. Silnéjsi zapojeni nu-
merickych metod miiZe tento stav zménit, avSak za cenu radikalniho sniZeni tirovné poznatkil o
obecnych vlastnostech systému.

3. Sférické kyvadlo a odvozené soustavy
3.1. Zakladni vlastnosti systému

V neddvné minulosti se vénovala zna¢na pozornost sférickému matematickému kyvadlu, které
slouZilo jako teoreticky model mnoha fyzikalnich a technickych systémii. Radu sestav sférického
nebo rovinného kyvadla 1ze poklddat z matematického hlediska za auto-parametricky systém.

Vv

s\,

systému je niZ nez stied koule nebo vodorovna osa valce, kolem kterého se kyvadlo otd¢i. Jinymi
slovy, kyvadlo mé “tuhnouci” charakteristiku. I kdyZ nelinearita vstupujici do setrvacnych sil
tento faktor vyznamné ovliviiuje, vysledny efekt znamenad stabilizujici d¢inek nelineédrnich sil.
Dostane-li se kyvadlo do post-kritického stavu v amplitudich, které neznamenaji jeho rotaci,
nelinedrn{ sily zvySuji vratny ucinek. Systém se tedy nemuzZe dostat do nevratného stavu, ktery
neodvratné vede k jeho kolapsu. Nazna¢me zdkladni matematické modely Ctyf systémi, které

demonstruji jevy vyplyvajici z jejich auto-parametrické povahy.

3.2. Sférické kyvadlo - dva stupné volnosti

Uvazujme obvyklé sférické kyvadlo se dvéma stupni
volnosti (DDOF), které se pohybuje po kulové plose se
sttedem v bod¢ zavésu kyvadla, viz obr. 3. Pohybuje-li
se zavésny bod v horizontdlni roving, mize kyvadlo
slouZzit jako dynamicky tlumi¢ kmitdni, jak je pomérné
¢asto pouZzivan ve stavebnim a strojnim inZenyrstvi.

V téchto oborech se stale pracuje témérf vyhradné s
linedrnim matematickym modelem, jak vyplyva pre-
devsim z klasickych monografii, viz napt. Den Hartog
(1956), Kolousek et al. (1984), Pars (1965). Linearni
matematické modely pfedpokladaji, Ze za jakychkoli
okolnosti bude pohyb probihat ve svislé roviné (xz)
ve smyslu jednoho stupné€ volnosti. V souvislosti s dy-
namickym tlumi¢em byl tento model velmi podrobné x&(t)
propracovan, viz napit. Ayorinde & Warburton (1980), ) L )
Warburton (1982) at uZ v deterministickém, nebo ve Obrazek 3: Sférické kyvadlo s kine-
stochastickém pojeti Kareem & Kline (1995). matickym buzenim.

¥, (1)



Velkd pozornost vyuZiti tohoto principu byla vénovana tlumeni vibraci v Zelezni¢nim inZe-
nyrstvi, napt. Lacarbonara & Colone (2007), Vestroni & Vidoli (2007), Carpineto et al. (2008).
Béhem tohoto obdobi byla vypracovdna fada metod pro navrhovéni téchto zatizeni pfi pouZiti
jednoho i n€kolika tlumici, viz Abe & Fujino (1994), Fujino & Abe (1993).

Chovani kyvadlovych tlumicl, pokud jejich funkce neni omezena na jeden smér, je vSak
mnohem komplikovanéjsi, nez jak vyplyva z vyse citovanych prament. Post-kritické stavy,
které se objevuji v jednom nebo vice rezonancnich oborech, mohou byt velmi nebezpecné,
nebot’kyvadlo ztratou stability semi-trividlni odezvy ztrati i sviij pivodni ic¢el a miiZe ovliviiovat
dynamiku konstrukce negativné.

Predpokladejme, Ze horizontélni buzeni v zdvésném bod¢ je kinematické a je plné€ popsdno
funkei @ = a(t). Jedna se tedy o DDOF systém. Matematicky model vyplyva z rovnovahy
mechanické energie. Systém je hamiltonovsky, viz napt. Arnold (1978), takZze vyrazy pro
kinetickou a potencialni energii maji tvar:

T = %[r2(92 + p%sin?0) + 2ra(f cos 0 cos ¢ — psinfsin @) + %], (a) 3)
V' = mgr(l — cos®) . (b)

m, r - hmotnost, resp. délka zavésu kyvadla,

a = a(t) - horizontélni kinematické buzeni v bodé zavésu.

Ze vztahii (3) vyplyvaji dvé& Lagrangeovy rovnice. Utlum dmérny rychlosti pohybu do nich

zavedeme prostfednictvim kvadratické Rayleighovy funkce. Soustava pohybovych rovnic tak
ziska konecny tvar:

10 + (g — r¢®cosf) sinh = —iicosfcosp — 2rwyd (a) @

r(psin? @) = dsinfsinp — 2rwypsing . (b)

Leva strana rovnic (4) vyjadfuje okamzity obsah kinetické a potencidlni energie v systému,
zatimco prava strana popisuje vnéjsi dodavku energie a ztraty energie vlivem viskosniho utlumu.

JakoZto primarni podsystém zavedeme slozku € (pohyb ve svislé roviné xz). Pokusime-li se
do soustavy (4) zavést ¢(t) = 0, rovnice (4(b)) je spInéna identicky, zatimco z rovnice (4(a))
vyplyva:

70 + 2rwyf + gsin = —a cos 6. (5)
Z rovnice (5) vyplyva netrividlni staciondrni feSeni ;. Je-1i toto feSenf stabilni, potom dvojice
(05(t),0) znamend semi-trividlni feSeni. V rezonannim popf. i v dalSich oborech frekvence
muiZe semi-trividlni feSeni ztratit stabilitu. V takovém pfipadé se soustava dostane do post-
kritického stavu, resp. do stavu auto-parametrické rezonance a obé slozky feSeni se stanou
netrividlnimi.

Abychom byli schopni studovat stabilitu odezvy v blizkosti semi-trividlniho feSeni, je tfeba
do soustavy (4) zavést piibliZznou transformaci do Kartézské soustavy x,y. Podrobnosti, viz

napi. Naprstek & Fischer (2008), Naprstek & Fischer (2009b) a obr. 3. Po delSich upravach
dostaneme:

§+ S+ ) 2w+ 2 (£+ 6+ %) = —a, (a)
(6)
<+ S+ )T 2w+ 2 (<+ <<52+<)):0- (0)

coZ je aproximace na drovni O(e%); €2 = (£2 4 ¢?)/r?. Primdrni, resp. sekunddrni podsystém
nyni reprezentuje proménnd &, resp. (. Soustava (6) je ziejme pouZitelnd pouze v omezené



oblasti proménnych &, (. UmoZiiuje vSak spojitou limitaci ¢ — 0. Soustava je tedy vhodna
pro analyzu stability semi-trividlniho feSeni reprezentovaného primarni sloZzkou £ a nulovou
hodnotou sekundérni slozky (. Existence smysluplného semi-trividlniho feSeni (£, () se da
snadno ukdzat. Bez ohledu na buzeni ¢ se da role primarniho a sekundarniho podsystému vymeénit
(v oboru auto-parametrickych pripadi spise fidky piipad, viz ivodni kapitola). V daném pripadé
je zfejmd vnitini rezonance o zékladni urovni 1:1. To vede k velké variabilité post-kritickych
reziml v rezonan¢ni oblasti.

2+ ©p=0.2

Obréazek 4: Rezonanc¢ni kfivky jako amplituda nenulové ¢asti semi-trividlniho feSeni; (a) pevna
amplituda buzeni, proménny utlum; (b) pevny ttlum, proménnd amplituda buzeni.
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Obrazek 5: Hranice stability semi-trividlniho feSeni pro rizné hodnoty tlumeni: (a) kolmo k
roviné (zz) - ¢ hranice; (b) v roviné (zz) - £ hranice.

Nelinedrni interakce uvnitf soustavy (6) vyplyva z dvojclend (£2(¢)+¢2(¢)) a (€2(¢)+C%(t))" .
Tvar soustavy (1) vCetné nelinedrnich ¢asti vykazuje cyklickou symetrii ve slozkach odezvy.
Je zfejmé, Ze samotné dvojcleny zafazené do diferencidlni soustavy budou znatelné sloZité;si,
pokud bude tfeba do dynamického systému zavést ti¢inky nekonzervativnich a gyroskopickych
sil. Jako ukédzku je mozné zminit post-kritické kmitdni DDOF systému, ktery modeluje procesy
flutteru pozorované na $tthlém nosniku, viz napt. Ndprstek (1998), Ndprstek & Fischer (1999),
Néprstek (2000), Pospisil et al. (2006).

Abychom prozkoumali semi-trividlni feSeni, buzeni a feSeni soustavy (6) zavedeme ve tvaru
harmonickych funkci:

a(t) = apsinwt; & = a.coswt + agsinwt, (= 0. 7

Koeficienty a., a; je obecné tfeba pokladat za funkce Casu: a. = a.(t), as = as(t). Existuje-li
stacionarni feSeni pro danou frekvenci w, potom a.., as musi konvergovat ke konstantam, stoupa-
li ¢as t — oo. Dosadme vyrazy (7) do soustavy (6) a aplikujme operaci harmonické rovnovahy.
Nékolik vysledkli zndzornénych na obr. 4 ukazuje zdkladni charakter semi-trividlniho feseni.
Maji charakter rezonan¢nich kiivek nelinearniho SDOF systému. Podle tvaru vysledné feseni
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Obrazek 6: Tii typy rezonancni oblasti pro faktor dtlumu w, = 0.3; ¢asovy prubéh odezvy
znazornény v roviné (zy); fadka (a) - tieti typ, fadka (b) - druhy typ, fadka (c) - prvni typ.

sice ukazuje na systém s méknouci charakteristikou, av§ak v samotné “tuhosti” je systém
tuhnouct, a tudiZ navrat z post-kritického stavu je vZdy moZny.

Ve druhém kroku posoudime samotnou stabilitu semi-trividlniho feSeni. Hranice stability
umozni urcit ¢asti vySe zminénych rezonancnich kiivek, ve kterych jsou stabilni a ve kterych neni
existence stacionarniho feseni typu (7) garantovana. S timto cilem napiSeme feseni soustavy (6)
ve tvaru linedrn{ aproximace kombinujici samotné semi-trividlni feSeni £, a malou poruchu u, v
v obou soufadnicich, viz napt. Chetayev (1962), Guckenheimer & Holmes (1983), Thompson
& Stewart (2002) a mnoho dalSich prameni zabyvajicich se dynamickou stabilitou:

§=%& +u , u(t) = uecoswt + ugsinwt, (a)

8

¢=0 +v : v(t) = v.coswt + v sinwt. (b) ®)
Aproximace (8) se dosadi do soustavy (6) a opét se uplatni operace harmonické rovnovahy, viz
napt. Xu Z. & Cheung (1994).

Nekolik ilustrativnich vysledk je zndzornéno na obr. 5. PIné kiivky v obr. 5a ukazuji hranice
stability slozky (, kdy primarni podsystém se stile pohybuje ve svislé roviné zz. Nazvéme
tuto kiivku ¢ hranici stability. Prekrocit tuto kfivku zleva nebo zdola znamend, Ze slozka (
ztraci stabilni nulovou hodnotu a odezva systému méa tendenci ziskat prostorovy charakter.
Abychom obnovili stabilni stav semi-trividlniho feSent, je tfeba sniZit amplitudu buzeni pod tuto
hranici anebo zvysit/sniZit budici frekvenci w tak, aby systém opustil oblast auto-parametrické
rezonance. PIné kiivky v obr. 5b ukazuji hranice, kdy odezva pfti urcitém a, wp, neni jednoznacnd
a rezonanéni kfivka ma dvé stabilni a jednu nestabilni vétev. Tento jev je zndmy a objevuje
se pri studiu SDOF nelinearnich systéma Duffingova typu. Tuto kiivku nazveme & hranici
stability. Semi-trividlni feSeni samo o sobé tedy miize obsahovat jisté typy nestabilit, které
ovSem nenaruSuji jeho zdkladni charakter.

Upozornéme na nékteré vlastnosti typické pro post-kritické chovani systému v rezonan¢ni
oblasti. S ohledem na vztah pfedbéznych rezonan¢nich kiivek a hranic stability byly identifiko-
vany tfi typy rezonancnich oblasti. Na obr. 6 je vykreslen pidorys ¢asového pribéhu odezvy
v roving xy: fadka (a) - tieti typ, fddka (b) - druhy typ, fddka (c) - prvni typ. V prvnim typu
rezonancni oblasti se odezva chova velmi dramaticky. Ukazuje typ odezvy chaoticky, kvazi-
periodicky a rezimy limitniho cyklu, viz napf. Ren & Beards (1994). JestliZe rezonan¢ni kiivka
piekro¢i obé hranice stability (¢, &), prochazi se v rezonanéni oblasti postupné péti rtiznymi
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Obrazek 7: Levy obrazek (a): Rezonanéni oblast prvniho typu we(cy, e2) pro ap = 0.06, w, =
0.2; pod-rezonanéni we (0, ¢;) a nad-rezonanéni interval we(eq, 00) se stabilnim semi-trividlnim
feSenim; Pravy obrazek (b): bifurkaéni diagram veli¢in R%,S% - amplituda a fazovy posuv
post-kritické odezvy; stabilni ¢4st - spojitd kiivka, nestabilni ¢dst - ¢arkovand kiivka; (rc), (sl) -
rezonancni kiivka a ( hranice stability; By, Bs - bifurkacni body veli¢in Sfl; Bi=ci,eq, By =
e2; es - minimum ¢ hranice stability a prisecik (rc) a R? kiivek; (i), (ii) - limitni cykly.

rezimy odezvy (a-e), viz obr. 7a. Druhy typ rezonan¢ni oblasti odpovid4 stavu, kdy rezonan¢ni
kfivka protind pouze ( hranici stability. V tomto pfipadé 1ze zaznamenat dva rtizné reZimy. Treti
typ rezonanc¢ni oblasti nastava v pripad¢€, kdy rezonancéni kfivka neprotind ani jednu z obou hra-
nic stability. Nedochdzi zde k Zadnému zvlaStnimu reZimu. Semi-trividlni feSeni je stale stabilni
a spojité navazuje na pod-rezonanc¢ni a nad-rezonancni intervaly budici frekvence.

Je tfeba pripomenout, Ze v post-kritickém stavu muzZe byt variabilita chaotickych rezimi
odezvy velmi Sirokd. Nezbytna je peclivd analyza, viz napf. ¢lanky Abarbanel et al. (1990),
Hammel (1990), nebo monografie Ott (1993), Schuster (1988). Pokud se pouZiji numerické
metody, jejich vybér popt. Upravy musi byt opatrné zvaZeny a v pribéhu feseni stile testovany na
zakladé riznych néstrojd, napf. Ljapunova exponentu, cyklickych testd, atd., viz napf. Benettin
et al. (1980), Kloeden & Platen (1992) a fada dalSich odkazli. VyuZiti Ljapunova exponentu
jsou vénovany prace Podowski (1973), Ahmadian & Inman (1985), Rosenstein et al. (1993),
Sandri (1996), Xu G.-Q. & Yung (2003), Skokos (2009).

Bifurkaéni diagram uvedeny v obr. 7b naznacuje hlavni vlastnosti systému z hlediska dy-
namické stability odezvy, resp. semi-trividlniho feSeni a pfechodd mezi rezimy odezvy v post-
kritické oblasti. Na tyto vlastnosti se d4 usuzovat na zaklad& zobecn&né amplitudy R? a fdzového
posuvu obou sloZek odezvy S pfi priichodu rezonan¢ni oblasti. Na zelené soustavé kfivek S2 je
patrnd dvojita bifurkace typu pitchfork. Stabilni, resp. nestabilni ¢ast je vyznacena plnou, resp.
¢arkovanou kiivkou. Stabilni trividln{ feSeni (S% = 0) v intervalu budici frekvence we(0, By)
znamend odezvu ve svislé roving€. V intervalu we(Bj, Bs) existuji dvé stabilni netrividlni a
jedno nestabilni trividlni feSeni. Po¢inaje bodem w = B existuje jedno stabilni trividln{ a ¢tyfi
nestabiln{ netrividln{ feSeni S%. To odpovidd R%. Jedinym rozdilem je interval we(By, e;), kde
R% se méni velmi rychle v ¢asu. To znamend, Ze v tomto intervalu neexistuje Zddny limitn{
cyklus.

Z této analyzy vyplyva dilezité praktické doporuceni navrhovat tlumici kyvadlo takovym
zpusobem, aby se vyloucily jakékoli pruseciky rezonancni kiivky s hranicemi stability. Je-li
kyvadlo pouzito jako tlumic vibraci vyvolanych vétrem, je tfeba pfedevsim odstranit priseciky se
¢ hranici. V opacném piipadé bude dochazet k negativnim tic¢inktim kyvadla v rezonan¢ni oblasti
vlivem pii¢ného i podélného rozkmitani, které se budou nezadoucim zpisobem kombinovat a
pripadné zesilovat. Pfipustny je tedy pouze tfeti typ rezonanc¢ni oblasti.



3.3. Sférické kyvadlo - tfi stupné volnosti

Druhy auto-parametricky systém je jistou extrapolaci predchoziho. Je formulovan jako sférické
kyvadlo buzené zadanou silou v bodé zavésu. Toto schéma odpovida redlnému kyvadlovému
zafizeni, které se Casto pouziva ve stavebnim inZenyrstvi k potlaceni vétrem buzeného kmitani
kotvenych stozart, vézi, vysokych budov, atd., viz obr. 8. Hmotnost M reprezentuje zakladni
konstrukci modelovanou soustavou s jednim stupném volnosti (SDOF) spojenou se sférickym
kyvadlem podle predchozi kapitoly.

Pokud budeme v dal$im kroku konstrukci samotnou modelovat jako linedrni, miizeme vliv
kyvadla do celého systému zahrnout pomoci prenosovych funkci. Vzhledem k tomu, ze kyvadlo
ma vyrazné nelinedrni charakter, musi tato prenosova funkce byt funkci nejen frekvence ale i
amplitudy. Spojeni obou ¢asti potom provedeme na zakladé rovnovahy sil v zavésu ze strany
konstrukce a ze strany kyvadla. Toto spojeni miZeme udé€lat ve frekven¢ni oblasti a nasledné
integraci dospét k informaci o funkci celého systému z hlediska vychylek v bodé€ zavésu, popf.
na celém zbytku konstrukce.

Také ﬁéinky néhodn)’/ch buzenf které jsou v tako-
cestou, srovnej napt. Baker (1995) V praktickém
pripadé je tfeba jesté uvazit, jakym zplsobem se
zahrne uc¢inek proménného thlu ndbéhu vétru.

Z toho vseho vyplyva, ze kyvadlo je tfeba pro-
zkoumat pro budici silu v zdvésu v jistém intervalu
amplitud a frekvenci. Zopakujeme postup zaloZeny
na energetické bilanci, Hamiltonové funkcionalu
a Rayleighové kvadratické funkci. Odtud vyplyva
soustava tif Lagrangeovych diferencidlnich rovnic
v proménnych €, ¢, . Podobné jako v pfedchozim

piipadé zavedeme pfibliznou transformaci ze sfé- X &(1) Y. G(t)
rickych (6, ¢) do kartézskych soufadnic (£, ¢). Od-
tud vyplyva soustava tif rovnic, kterd je rozsifenim Obrazek 8: Schéma sférického kyvadla
soustavy (6): s budici silou - tf1 stupné volnosti.
& R+ 2wt Wiy = F(1), (@) )
1
€+ 6+ ¢ + wbp§+wop(€+ S8 +¢%) + =0, () (9)
1
<+ &+ )+ wbp<+wop(<+ 50+ ) =0. (o |
kde byly zavedeny nékteré symboly pro zkraceni zapisu:
Whpy Whs - koeficienty dtlumu,
wh, = 9/7, Wi, = C/(M +m) - linedrni” vlastni frekvence, (10)
F.(t)=F()/(M+m) - redukovand horizontdln{ budicf sila,
k=m/(M +m) - pomér hmot.

Primdrni podsystém obsahuje dvé neoddélitelné slozky v, £, které 1ze ziskat feSenim rovnic (9a),
(9b) pro ¢ = 0. Zbyvajici slozka ¢ ma vyznam sekundarniho podsystému. Hledané semi-trividln{
feSeni (v, &) a (s = 0) miiZe existovat pouze za urcitych podminek, které je tfeba najit.
Je-li tento systém pouzit jako tlumici zafizeni, je tfeba ho peclivé provéfit. Vhodnym vybérem
parametri se musi vyloudit jakakoli ztrata stability a vznik post-kritickych procest v odezvé
kyvadla.



(1) @=3.100  (2)]3.125 (3)]3.150 (4)]3.175 (5)]3.200 (6)]3.225
i M M b
e, \l PRV V)
C(t) (7) | 3.250 (8 13.275 (9) | 3.300 (10)| 3.325 (11)| 3.350 (12) 3.375
s i . 8
1 ~ d
" ]
(13)| 3.400 (14)] 3.425 (15)| 3.450 (16) 3.475
=
(20)| 3.575 (21), 3.600 (22) 3.625 (23) 3.725 (24)| 3.750

¢ :\ﬁ) éﬁz ('002 }‘

Obrazek 9: Odezva kyvadla v roviné (xy) v rezonanéni oblasti pro stoupajiciw € (eq, e3), Gtlum
wyp = 0.05, amplituda budici sily fo = 0.35.

Vénujme pozornost tvaru odezvy typického systému, zvySujeme-li pozvolna budici frekvenci
a prochédzime rezonan¢nimi oblastmi. Trajektorie promitnuté do roviny xy pro 24 frekvenci jsou
zndzornény v obr. 9, viz jednotliva pole (1)-(24). V poli (2) je patrny ndhly vznik limitniho cyklu
stejné jako jeho pomala degenerace a prechod zpét do semi-trividlniho stavu béhem priichodu
poli (9-12), srovnej napt. Burton (1982), Cameron & Griffin (1989). Objevuji se chaotické
procesy se stabilni vnéjsi a pozdé€ji i vnitini obdlkou, srovnej napf. Benettin et al. (1980),
Lichtenberg & Lieberman (1983), Baker (1995). Akumulace energie v systému roste a dochazi
k silnym zadznéjovym efektim, které souviseji s nesymetrickym kvazi-periodickym pirelévanim
energie mezi sloZkami odezvy. Pocinaje polem (22) objevuje se dalsi stabilni limitni cyklus,
ktery zanikne néhle mezi poli (23-24). Pfi dalSim zvySovani budici frekvence ma odezva jiZ jen
stabilni semi-trividlni tvar. Podobnym tématem se zabyvéa také prace Murphy et al. (1994)

Pokud provedeme feseni ¢asového pribéhu numerickou integraci soustavy (9) a na ziskané
vysledky uplatnime Fourierovu transformaci, zjistime, Ze s vyjimkou nékterych prechodovych
stavli ma odezva pouze jedinou vyznamnou harmonickou slozku. Jeji frekvence odpovida budici

frekvenci. Zadné super-harmonické ani sub-harmonické slozky nebyly zjiitény.

3.4. Kyvadlo s pruZznym zavésem

Jako tfeti a ¢tvrtou ukdzku uvedeme rovinné kyvadlo s pruznym zavésem. Rizné aspekty
dynamiky kyvadla s pruznym zavé€sem se zkoumaly v mnoha ¢lancich. Obsahlé zhodnoceni
tohoto tématu uvetejnil napr. Lee & Hsu (1994), ktery se zaméfil na typy bifurkacnich bodi
a chovéni systému v jejich okoli. Podobné Ize hodnotit praci El Rifai et al. (2007). Siroké
ukazky auto-parametrickych systémi vcetné detailnich rozbort jejich vlastnosti véetné analyzy
prechodovych stavl a limitnich cykla 1ze nalézt v ¢lancich a monografiich sepsanych Tondlem
a jeho spolupracovniky, viz napf. Nabergoj & Tondl (1994a), Tondl et al. (2000). Do této
kategorie lze zaradit mnohé ulohy z oblasti aeroelastické stability, napi. Néprstek & PospiSil
(2009c), a problémy dynamickych tlumic¢t zalozenych na principu parametrického buzeni, viz
mnohé prace Tondlovy podle citaci v této prici a dale Song et al. (2003).

Mnohé technicky vyznamné soustavy mohou byt inspiraci tohoto matematického modelu.
Jmenujme na piiklad: velka hmotnost zavéSend ve stfedu vodorovného prostého nosniku, ktera
muZe reprezentovat potrubi nebo strojni zafizeni v primyslu, letecké motory upevnéné pod
kiidly na elastickych zavésech, kde svislé pohyby kiidla mohou vyvolat kyvavé pohyby motort,



jeraby a dalsi zdvihaci mechanizmy, atd. Nejcastéji pouzivané dvé varianty tohoto modelu jsou
naznaceny na obr. 10. V levé ¢asti obrdzku je zndzornéna varianta s pruZnym zavésem, obr. 10a,
a v pravé ¢asti druhd varianta se svisle deformovatelnym zavésem, obr. 10b.

K odvozeni pohybovych rovnic systémi opét vyuzijeme Hamiltondv funkcional jako v pied-
chozich ptipadech. Prvni varianta je podrobena svislému kinematickému buzeni v bodé zavésu.
Kinetickd a potenciélni energie se vyjadii vzhledem ke slozkdm odezvy (0(t), x(t)) a buzeni

b(t):

2

V' = mg(r+ x)(1 —cos0) + 3Cx* . )
PouZzijeme-li funkciondly (11) a doplnime vliv linedrniho viskozniho tlumeni v obou slozkdch
odezvy, daji se odvodit nasledujici rovnice:

T = 2|4 )2 52+ 57 4 20((r 4+ ) sin 0 — cos )], (a) } (n
(b

(r+X)é+2rwb99+29){+gsin0+?ﬁsin9 =0, (a) (12)
X+ 2w X+ wix + g(1 — cos) — (r+x)02 —beosf = 0, wi= <. (b
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Obrazek 10: Schéma rovinného kyvadla s deformovatelnym zavésem.

Systém (12) je auto-parametricky. Pfipousti semi-trividln{ feSeni (g, 0 = 0). Za tohoto
stavu je (12a) linedrni rovnice soustavy s jednim stupném volnosti a kinematickym buzenim.
Jeji feSeni ma smysl do okamzZiku, kdy je prekrocena hranice stability. Opacna skladba, to jest
nulovy svisly posuv a nenulovy thel 6(t), ztejmé& nemd smysl. Fyzikélni interpretace je zfejma.
Posledni ¢leny v rovnicich (12) (obsahujici b) ukazuji, Ze pouze vertikdlni buzeni miize vést
k auto-parametrickému systému. At ma totiZ buzeni jakykoli jiny smér neZ svisly, neumozni
vzniknout semi-trividlnimu stavu, nebot slozky odezvy x(t) a 6(t) nejsou separovatelné.

Rozbor druhé varianty kyvadla je obdobny. Zavés je tentokrdt dokonale tuhy, ale hmotnost M
v zavésovém bodu je spojena s pevnou podlozkou linedrni pruzinou o tuhosti C', kterd umoZiiuje
svisly pohyb v zdvésovém bodu. Smyslem téchto tprav je vystihnout deformovatelnost prostého
nosniku se soustfedénou hmotnosti (alespoii v jistém omezeném frekvenénim oboru). V souladu
s obr. 10b piSeme vyrazy pro kinetickou a potencidlni energii:

- M .9 m, .o 242 A
T = - X —1—?()( +7r%0° + 2ryfsin6), (a) (13)
V = mgr(l — cosf) + 1Cx>. (b)

Stejné jako v predchozich pfipadech mizZeme vzhledem k funkciondlim (13) a linedrnimu
viskoznimu tlumeni psat pohybové rovnice ve tvaru:

5+2wb99+w§psin9—l—>’(sin0 =0, (a) (14)
¥+ 2wp X 4+ wix 4 rr(fsind 4 02 cosf) = Fu(t), w?=C/m. (b)



kde wyg, wyy jsou koeficienty tlumeni a wg,, wg,, Fr(t), ks = m/(M + m) odpovidaji vzorcim
(10). Existence semi-trividlniho feSeni se dd ovéfit snadno. Poznamenejme, Ze semi-trividlni
feSeni systému (14) je identické se semi-trividlnim feSenim systému (12).

Je tfeba upozornit na nékteré dalsi vlastnosti systému (12), (14). V zdsadé kazdy z nich
predstavuje dvé nelinedrné sprazené diferencidlni rovnice druhého fadu. Chovani systému se
dvéma stupni volnosti je odvozeno od vnitini rezonance, ke které dojde, kdyz frekvence wyy,, wos
si jsou blizké ve smyslu wy, ~ 2wy;. Stabilni semi-trividlni feSeni zanikne v rezonan¢ni oblasti
a dojde k velmi sloZitym reZimim odezvy. Procesy odezvy maji v takovém piipadé nejen
deterministicky ale vétSinou i chaoticky charakter rizného typu.

Da se ukazat, Ze zde existuji dva typy bifurkaci, viz napf. Iooss (1988), Iooss & Adel-
meyer (1992), Kubik (1975). Jedna se o Poincaréovu a Hopfovu bifurkaci, viz napt. Ji (2006).
V Poincaréové bifurkacnich bodech miiZze dochazet ke skokiim, pokud zde existuje vicendsobné
feSeni. V nékterych pripadech existuje omezend oblast budicich frekvenci, ohrani¢end Poincaré-
ovymi bifurka¢nimi body spjatymi s témito jevy preskokl. Uvnitf tohoto frekven¢niho intervalu
existuji dvé stabilni stacionarni feSeni. Jedno je harmonické, zatimco druhé je sub-harmonické
druhého fadu. Pocet sub-harmonickych feSeni druhého fddu se v Poincarého bodech méni. Za
jinych podminek existuji frekvencni intervaly ohranicené Hopfovymi bifurkacnimi body. V ta-
kovém piipad€ se oviem méni stabilita sub-harmonickych feSeni druhého fadu. V takovychto
intervalech neexistuji stabilni staciondrni feSeni. Vznikaji kvazi-periodicka feSeni s periodou,
jejiz velikost je velmi citlivd na konkrétni hodnotu budici frekvence. Prelévani energie je silné
nesymetrické.

4. Jednoduché systémy spjaté s inverznim kyvadlem
4.1. Zakladni vlastnosti

V technickych aplikacich se setkdvame pomérné Casto s auto-parametrickymi soustavami, které
maji povahu inverzniho kyvadla. Jejich zdkladnim znakem je, Ze stfed koule nebo vodorovna
osa valce, kolem nichZ se pohybuje zdkladni hmota kyvadla, je niZ nez téZiSté pohybujici se ¢asti
soustavy. V typickém piipadé¢ lezi v zdkladni poloze oba tyto body na spolecné svislé spojnici,
kde stied otaceni lezi pod tézistém pohyblivé Casti. Citlivost téchto soustav po ztraté dynamické
stability je mnohem vySSi neZ u soustav spjatych s obvyklym kyvadlem, kde vzdjemnd poloha
obou bodi ve svislém sméru je opacnd. Soustava se po ztraté dynamické stability dostane do
post-kritického stavu. V post-kritické oblasti vSak existuje jistd hranice, kterd oddéluje stav
umoznujici navrat do stabilniho reZimu, pominou-li divody ztraty stability, a stav, kdy je findlni
kolaps soustavy jiZ nevyhnutelny. Tato hranice v post-kritické oblasti vSak lezi pomérné blizko

zékladni hranice ztraty stability.

V obecném pripadé hmota soustavy v post-kritickém stavu klesd, objevi-li se horizontdlni
slozky odezvy. Z toho dlivodu je zfejmé obtizné soustavu uvést zpét do stabilniho stavu, jakmile
bylo dosaZeno hranice stability. Je tedy logické, Ze hranice findlniho kolapsu leZi blizko hranice
zakladni ztraty stability, viz napt. Wu et al. (1998). Post-kritické rezimy se v pfipadé téchto
soustav vyznacuji vlastnosti, Ze nelinedrni vazbové sily, které se objevuji po ztrité stability, jsou
zaporné, a tudiZz maji destabilizujici charakter. UdrZovani jisté hladiny stability post-kritického
stavu je tedy pouze na linedrnich sildch, coZ je mozné pouze na velmi izkém intervalu. To
znamend, Ze analyza soustav spjatych s inverznim kyvadlem musi byt velmi peclivd, nebot
ztrata stability zpravidla nevede jen ke ztraté kvality, ale k jejich kone¢nému zaniku.

4.2. Stihla soustava pod svislym seismickym buzenim

Vysoké $tihlé soustavy vystavené silnym téinkiim svislé slozky seismického buzeni v epicentru
uddlosti jsou bezprostfedné ohroZeny vySe zminénymi efekty.

Byla uvefejnéna fada studii, které se zabyvaji dynamikou Stihlych soustav (véZe, stoZary,
kominy, mosty, atd.) podrobenych t¢inkiim seismickych udélosti. Zabyvaji se pfevazné ucin-



Obréazek 11: Schéma 3-DOF auto-parametrického systému.

kem vodorovnych buzeni. Zakladni modely zahrnujici stochastickou povahu buzeni 1ze najit
v monografiich, napt. Bolotin (1979), Lin & Cai (1995), Moser (1973). Clanku na toto téma
byl publikovdno velmi mnoho, napt. Naprstek (1996) a rada dalSich.

Je vSak tfeba si uvédomit, Ze zejména v epicentru seismické udélosti miZe byt rozhodujici
svisla sloZzka buzeni. Svisla slozka pohybu podloZi zptsobila t€Zka poskozeni nebo zhrouceni
fady vysokych konstrukci béhem seismické udélosti. Velmi roz§ifené linearni modely vSak
obvykle nejsou schopny v takovychto pfipadech poskytnout potfebné informace. Ukazuje se,
Ze pfi¢ina té€chto problémi vychazi z procesi post-kritické auto-parametrické rezonance. Tyto
silné nelinedrni dynamické procesy v post-kritickém reZimu vedly k poSkozeni nebo kolapsu
fady vézi, mostl a dalSich konstrukci vlivem zasazeni seismickou udalosti.

V pod-kritickém linedrnim reZimu jsou svislé a vodorovné slozky odezvy nezavislé. Nebere-
li se v uvahu vodorovna slozka buzeni, nedochazi ani k odezvé ve vodorovném sméru. Semi-
trividlni feSeni plné popisuje chovéni konstrukce. Jakmile v§ak amplituda svislého harmonického
buzeni v zédkladech konstrukce ptekroci jistou hranici, semi-trividlni feSeni ztrati stabilitu.
Nésledné se dominantni stane horizontélni sloZka/sloZky odezvy prostfednictvim nelinedrni
interakce svislé a vodorovnych slozek odezvy. To znamend, Ze soustava md charakter auto-
parametrického systému. Detailni rozbor, viz napt. Néprstek & Fischer (2008).

Vénujme pozornost teoretickému modelu o tfech stupnich volnosti (3DOF), jehoZ schéma
je zndzornéno na obr. 11. Systém je hamiltonovsky. Zéakladni diferencidlni systém pohybu
odvodime ve tvaru Lagrangeovych rovnic. Kinetickou a potencidlni energii pohybujiciho se
systému piSeme ve tvaru:

T = §(M +m)i? + gMr?g* —my(lp+ &) sin + gm(lg + €)%, (a)
U = (M+m)gy —mg[l(1 — cosp) + Esing] + 2C(y — yo)*+ (15)

+1Cr** +3EJ/13- . (b)

y- svislé pfemisténi v bodu B;

Yo- kinematické buzeni (svisly seismicky ndahodny proces);
- pootoceni soustavy v bodu B;

&- ohybova deformace svislé konzoly;

M, m- efektivni hmotnost zdkladu a konstrukce;

C, E J- tuhost podloZi, ohybova tuhost konzoly;

e, Ne- Viskozni slozka tuhosti C'; E'T (Kelvin);

0, [- geometrické parametry.



Pro dal§i analyzu je ucelné zavést bezrozmérné slozky odezvy a buzeni: {, = yo/l, ( =
y/l, o, v = @+E/1. V okamziku, kdy jsou sestrojeny Lagrangeovy rovnice, zavedeme aproxi-
maci odpovidajici malé post-kritické odezvé: sinp ~ ¢ ; cosp ~ 1. Pohybové diferencidlni
rovnice 3DOF soustavy za tohoto pfedpokladu miZeme psat ve tvaru:

¢ — ko(p) +wi(¢C — G+ 1((—G) =0, (a)
@ — k1(Co) + k1t + k1CY — KW +wi(p + 1) = 0, (b) (16)

U= (o) +wi@W—p+n@—¢) =0, (o)

kde jsme zavedli nasledujici oznaceni:

m m -2
Ko = ——, K= ,
M+m - 0?
,  C , C . g , GEJ a7
wn = —— = — Wy = — Wq = .
" M4+m® Y M 2 5 m - [3

Co se tyka buzeni (y(t), je prozatim zavedeno jako harmonicky proces.

V post-kritickém rezimu (auto-parametrickd rezonance) dochdzi k dynamické nelinedrni
interakci svislé a vodorovnych slozek odezvy. Tento proces vytsti v dominanci vodorovnych
slozek odezvy, coz miZe vést ke kolapsu konstrukce. V této souvislosti je Sirokopasmové
nestacionarni ndhodné buzeni seismického typu obzvlasté nebezpecné.

Pii postupném zvySovani budici frekvence se objevila v post-kritickém reZimu fada kva-
litativné odliSnych typi odezvy. Byly pozorovany chaotické a deterministické typy odezvy.
Obecné vzato mohou se objevit ve stacionarnim stavu, kvazi-periodickém nebo zcela nedeter-
ministickém reZimu vcéetné procesu pielévani energie mezi jednotlivymi stupni volnosti. Velmi
vyznamnym typem odezvy jsou limitni cykly.
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Obréazek 12: Intervaly nestability; levy obrazek: velkd amplituda buzeni (aq = 0.20); pravy
obrazek: stfedni amplituda buzeni (ay = 0.15).

Zabyvejme se typickym chovanim systému pii harmonickém buzeni o velkych a stfednich
amplitudach. Zakladni vlastnosti odezvy jsou patrné z grafi na obr. 12. Buzeni o amplitudé
ap = 0.20 se da povazovat za velké a vede k odezvé, ktera je vykreslena ¢ernou kiivkou, viz
obr. 12a. Soustava je nestabilni v intervalech w € (s1,52) aw € (S3,54), viz Sedé oblasti. Z
podrobné analyzy vyplyva, Ze odezva soustavy vyznacend v levé Casti obrazku je jiZz mimo
hranice stability. Z praktického hlediska by v takovém ptipadé plynulo, Ze systém je nevhodny
pro realizaci z divodu spolehlivosti.
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Obrazek 13: Amplitudy odezvy systému vyhodnocené tfemi rGznymi technikami; (a) svisld
slozka ((t) — R, (b): vodorovnd slozka ¢ (t) — S.

Posudme vysledky na obr. 13. Obrazek (a) se tykd amplitudy R svislé slozky odezvy ((t),
zatimco obrazek (b) shrnuje hlavni charakteristiky amplitudy S bezrozmérné vodorovné (nebo
tihlové) slozky (). Kfivky vyznagené Cervenou barvou jsou vysledkem feSeni algebraické
soustavy, kterd vznikne ze soustavy 16 metodou harmonické rovnovahy pro zcela stacionarni
stav odezvy, tj. pro pifipad, kdy amplitudy harmonickych sloZzek odezvy jsou zcela nezdvislé
na Casu. Zelené kiivky odpovidaji pfipadu, kdy tyto amplitudy plynou z feSeni diferencidlni
soustavy, kterd je opét vysledkem procesu harmonické rovnovahy. Kone¢né modré kiivky jsou
vysledkem numerickych simulaci uplatnénych pfimo na soustavu (16), srovnej s piisluSnymi
kapitolami Chossat & Lauterbach (2000), looss & Adelmeyer (1992).

Simulace ukdzaly, Ze zejména v intervalu w € (s3,s4) dochdzi ke vzniku silné chaotické
slozky. Jeji vliv byl posouzen vyhodnocenim rozptylu (podobné jako pfi analyze ndhodnych
procest) a vysledky zndzornény Zlutou barvou. Je zfetelné, ze vysledky ziskané ze soustavy (16)
semi-analytickymi postupy zaloZenymi na metodé harmonické rovnovahy maji velmi omezené
pouziti. Daji se pouzit v dolnim intervalu w € (s1, $2). Algebraicky systém zde vede k dvojimu
reSeni, pficemz pod s; je tieba vyloucit nestabilni vétev. Nicméné simulace vede k podobnym

7 ¥ 2z

vysledkim obzvlasté v horni ¢asti tohoto intervalu.

V hornim intervalu w € (s3,s4) je ziejmy vysoky stupefi nestability. To se tykd zvlasté
slozky S. Stacionarni amplitudy ziskané analyticky jsou zjevné nerealistické (Cervené kiivky) a
pouze vysledky simulaci, které vystihuji chaoticky charakter odezvy, jsou reprezentativni. Cést
Cervené kiivky, kterd leZi nad bodem s, neni pfistupnd numericky ani experimentalné, nebot’ je
nestabilni.

Stejny 3DOF systém se zkoumal pro amplitudu buzeni ay = 0.15. Rezonan¢ni kiivka, ktera
popisuje amplitudu semi-trividlni odezvy, protina hranici stability stejné jako v pfedchozim pii-
padé, viz obr. 12b. Objevuji se opét dva intervaly nestability. Nicméné jejich Sifka je mnohem
mensi nez v pfedchozim piipad€. Detailni vyhodnoceni ukazuje, Ze zotaveni systému po pomi-
nuti zdroji ztraty stability se mize vratit do stabilniho rezimu. Tento piipad se da pokladat za
pfijatelny, ackoliv hranice stability semi-trividlniho feSeni byla pfekrocena. Post-kritickd odezva
se da v tomto piipadé alespon priblizné¢ zkoumat metodou harmonické rovnovahy uplatnéné na
soustavu (16). To znamena, Ze se da pouZit jiz vySe zminény algebraicky systém, ¢i diferencidlni
systém pro amplitudy harmonickych sloZzek odezvy. Nicméné nékteré detailni vlastnosti odezvy
je tfeba i v tomto piipadé zkoumat simulacemi. Sledujeme-li Casovy prubéh slozek odezvy na
obr. 14, vidime, Ze zdkladni povaha odezvy je urcena prechodovymi procesy.

Uvnitf dolniho intervalu nestability (stfted w = 0.5010) nevykazuje svisld slozka odezvy
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Obrizek 14: Casovy pribéh odezvy pii stfedni drovni amplitudy buzeni uvnitf intervalu nesta-
bility; levy sloupec: svisld slozka ((t), pravy sloupec: vodorovné (rotacni) slozky (- Gervend,
- modrd; kazdy graf je zndzornén na pivodni ose ¢ € (0,6000) a dile ve zvétseném méfitku
Casové osy t € (5700, 6000).

® = 1.0021

zadny dramaticky vyvoj. Jedinym detailem je maly pokles amplitudy (a to pouze nad osou)
pocinaje bodem cca ¢t = 4000. Vznik této mirné nesymetrie souvisi se skutecnym pocatkem po-
stupné ztraty stability semi-trividlniho feSeni ve chvili, kdy za¢iné stoupat amplituda vodorovné
vychylky. Tento pifechodovy jev znamend malé neperiodické pfelévani energie mezi svislou
a vodorovnymi slozkami odezvy. Ztrita stability tedy neni v tomto piipadé proces, ktery se
objevi ndhle. Je vSak stdle tfeba si byt védom toho, Ze ztrata stability rychle nastat miize a bude
pfipominat jev ndhlého probouleni.

Pro lepsi piedstavu jsou vSechny zdkladni grafy na intervalu ¢ € (0,6000) doplnény zvétse-
nim na intervalu ¢ € (5700, 6000), kdy odezva jiz pfiblizné dospéla do staciondrniho stavu. Co
se tyka horniho intervalu nestability (stfed w = 1.0021), ani zde nebylo zjiSténo zadné piekva-
peni. Vodorovné sloZky odezvy jsou netrividlni, ale bliZi se asymptoticky k malé hodnoté. Spolu
se svislou slozkou se tak tvofi stav stabilniho post-kritického stavu, ktery je fizen nelinedrnimi
Cleny. Prislusny limitni cyklus, ktery charakterizuje post-kritickou odezvu, neni elipticky, nebot
obsahuje super-harmonické slozky, viz grafy vpravo dole na obr. 14.

Ditlezitym se ukdzalo podrobné studium ptechodovych procest, kdy odezva prechdzi ze
stabilniho semi-trividlniho do post-kritického stavu za predpokladu, Ze buzeni trva po konecnou
casov€ omezenou dobu. Soustava potfebuje jisty Cas, aby jeji odezva presla ze stabilniho do
post-kritického stavu. Jestlize tedy buzeni skonci po uplynuti kone¢ného Casu, mize dojit
k zotaveni systému zpét do stabilniho stavu. Vyvoj svislé a vodorovnych slozek odezvy ((
a ¢,1), popt. jejich amplitud R, P,S pro frekvenci w = 1.1700 (pfiblizné stfed intervalu
“nestability”) pro rostouci amplitudu buzeni ay je zndzornén na obr. 15. Dospéjeme-li pii
zvySovani ay do bifurka¢niho bodu B5;, narazime na dvé vétve. Ve vSech tfech obrédzcich
znamend ¢arkovana Cernd kiivka za bodem B; nestabilni ¢ast pfisluSnou k semi-trividlnimu
feSeni, zatimco plnd Cernd kiivka (téméf vodorovnd piimka pro R - obr. 15a a stoupajici kiivka
pro P, S - obr. 15b,c) znamena stabilni post-kritické feSeni. DalSimi aspekty pfechodovych
procest se zabyvali mnozi dalsi autofi, napt. Manuca & Savit (1996), Mazzino et al. (2004).

Vyhodnocujeme-li odezvu systému pro tytéZ parametry a homogenni pocate¢ni podminky
riznymi metodami, dostaneme velmi blizké vysledky, pokud uvazujeme dobu ptisobeni budici
sily T' — oo (zelena kiivka), a tudiZ odezva md charakter stacionarniho procesu. Jestlize je
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Obrazek 15: Proces ztraty stability a post-kritické odezvy; (a) bifurkacni diagram svislé slozky
odezvy ( - amplituda R; (b-c) bifurka¢ni diagram vodorovnych (rota¢nich) slozek ¢, 1) - ampli-
tudy P, S.

doba buzeni omezend, uplatiiuje se vliv piechodu od semi-trividlniho k post-kritickému procesu
odezvy, viz Cervenou a modrou kfivku ve vSech castech obr. 15. Pro kritkou dobu buzeni
T} (modrd) mize amplituda buzeni ay vyznamné piekrocit bifurkac¢ni bod By a odezva ma
stile semi-trividlni charakter. Odezva se potom asymptoticky bliZ{ staciondrnimu stavu (cerné
c¢arkované krivky). Stiedni doba buzeni 75, vede k mezilehlym kiivkdm odezvy (Cervené kiivky).
Z toho vyplyva, ze pro ¢asové omezené délky buzeni, napt. pii seismickych udalostech, 1ze
pripustit vyssi amplitudu buzeni neZ tu, kterd by vyplyvala z pfedpokladu stacionarniho stavu.

Z praktického hlediska je tfeba pfipomenout, Ze post-kriticky rezim lze ptipustit jen ve velmi
uzkém okoli hranice ztréty stability semi-trividlniho feSeni. Hranice mezniho stavu konstrukce
lezi v jeji tésné blizkosti. Po jejim prfekroceni je kolaps nevyhnutelny. Na druhé strané se da
pocitat s jistou rezervou vzhledem ke kone¢né dobé trvani kazdé seismické udélosti.

VIV 2

4.3. Pricna stabilita plovouci lodi

Naznacime v hrubych rysech ptipad znamy z lodniho inZenyrstvi, kterému je vénovéana bohata
pozornost v literatufe. Tyka se kombinovaného pohybu kolébdni-zdvihani lodi na zvinéném
mofi. Rada autord se zabyvala vice & méné sofistikovanymi matematickymi modely a po&ita-
¢ovymi simulacemi pohybu lodi. Mezi problémy dynamiky lodi, které jsou velmi mélo feSeny i
na drovni buzeni harmonickymi vinami, miZeme pocitat jev parametricky buzeného kymaceni
lodi. Vskutku vinici se hladina mtize vést k parametrickému rozkyvani lodi v pfiéném sméru,
jehoZz amplituda rychle roste a vede k prekoceni lodi. Tento jev se dd popsat riznymi mecha-
nismy, které alespoii na trovni prvniho pfibliZzeni se daji popsat, jak nédsleduje ve zbytku této
kapitoly.

Zakladni mechanismus vychdzi z nelinedrniho spolupiisobeni rotaéni a svislé slozky pohybu.
K vazbé obou téchto slozek dochazi v blizkosti zobecnéné vlastni frekvence svislého pohybu,
¢imzZ je umoznéno pielévani energie do rotacni slozky, viz napt. Lee (1992), Nayfeh (1973),
Nabergoj & Tondl (1994a), Tondl et al. (2000) a dalsi. V téchto pracich je vSak spoluptisobeni
obou slozek vysledného pohybu popsédno na pfilis zjednoduseném modelu. I kdyz zde uvedeny
model neumoziuje zachytit fadu detaild tohoto sloZitého procesu, je piesto fyzikalné korektni,
nebot respektuje vratné sily i momenty vztlaku kapaliny a uvazuje mechanismus spoluptsobeni
rozhodujicich sil.

Problém je formulovén jako rovinny. Respektuje pouze svislou a rotacni (pricnou) slozku
pohybu. Kinetickd a potencidlni energie celé soustavy se dd psat v souladu se schématem na
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Obrazek 16: Pri¢ny prifez lidi plovouci na hladiné vody.

obr. 16:
T = %M?ﬁ + %JngQ — Muvgypsin p, (a) } (18)
U = Mg(y —vo) — Mgug(1 —cos) + F - (y —yo) + Fus -,  (b)

kde je zavedeno nésledujici oznacent:

y(t), ¢(t)- vertikdlni poloha bodu B vzhledem k hladiné vody, resp. rota¢ni slozka odezvy;
yo(t), bwl koh’sénl’ Vodnl’ hladiny, resp. zdkladni hladina vody;

Vv v

B , A~ stied otaceni priifezu lodi, resp. pusobisté vztlakovych sil; poloha téchto bodi jsou
funkce (y, ¢);
M, Jp- hmotnost, resp. hmotny moment setrvacnosti pti¢ného fezu lodi vzhledem k bodu B;

vy, Us- orientovand vzdalenost bodi A, B, resp. vodorovnd orientovand vzdalenost bodi
B, As; obé dvé vzdélenosti jsou funkcemi (y, ), kde u,(y, 0) = 0;
F- vztlakovi sila; funkce (y, ).

Opakujeme-li zndmy postup, ze vzorcl (18) se dd snadno odvodit Lagrangeiiv systém pohybo-
vych rovnic:

My — Muv,(¢sing + ¢? cosp) + Mg+
H(F+ 509) + (Gpus + FG2)e = (Mg + Flyo, (a)
Jpp — Muy(jj + g) sin o+

+‘9Fy+F Us + (8—us Faus)go = 0. (b)

19)

Auto-parametricky charakter soustavy rovnic (19) je ziejmy poté, co zjistime, Ze soustava
pfipousti hodnoty ¢ = 0. Zbyvajici rovnice (19a) popisuje potom jednoduchy lineédrni oscilator
pod kinematickym buzenim. Semi-trividlni feSeni tedy existuje. D4 se zkoumat jeho stabilita
a analyzovat post-kriticky stav. Soucasné€ je mozné identifikovat hranici findlniho kolapsu. Za
touto hranici jiz jakédkoli restabilizace neni mozna a prekoceni lodé na bok je neodvratné.

Je tfeba zdtiraznit, Ze vSechny parametry plovouciho télesa, které jsou slozitymi funkcemi
Y, ©, stejné jako Casovy pribéh kolisani vodni hladiny, musi byt peclivé uréeny diive, neZ
pfistoupime k aplikaci soustavy rovnic (19).
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Obrazek 17: Pricny fez Zelezni¢nim vozidlem a trati.
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4.4. Pricna stabilita vysokorychlostniho Zelezni¢niho vozidla

Treti ukdzka pochdzi z Zelezni¢niho inZenyrstvi. Vozidlo pohybujici se po Zeleznicni trati je
podrobeno u¢inkdm jejich nerovnosti a deformovatelnosti. Na styku dvojkoli a kolejnice pro-
bihaji velmi sloZité procesy, ze kterych vyplyva silné vertikdlni a pficné buzeni vozidla a trati.
Tyto dynamické procesy pochdzeji primdrné z deterministickych a stochastickych nerovnosti
trati a z poddajnosti podlozi a svrSku trati. Zajisté, také dal$i procesy spojené s geometrii, pric¢-
nym pohybem dvojkoli, suchym tfenim v kontaktu, atd. je tfeba vzit v tivahu. Nicméné jeden
z nejdilezitéjSich jevi ovliviujicich bezpecnou jizdu vozidla je jeho pfi¢na dynamicka stabilita.
Abychom vyjadrfili podstatu tohoto jevu, zjednoduSme tento systém v co nejvySsi mife, viz
obr. 17.

Predpokladejme nejprve, Ze podélna rychlost pohybu vozidla je konstantni. Dale zavedeme
predpoklad dokonale tuhého spojeni skiin€ vozu a podvozku, takZe vozidlo a jeho podvozky
tvoii tuhy celek. Viz je tedy uvazovan jako tuhd deska o hmotnosti M a excentrickém momentu
setrvacnosti J vzhledem k bodu B. Deska ma dva stupné volnosti y(t), ¢(¢). Bod A je t&Zisté.
Vodorovna slozka pohybu v bod€ B je vyloucena. Trat’ (Zeleznicni svrsek) se chape jako nosnik
s rovnomérné rozloZenou hmotnosti a s konstantnim momentem setrvacnosti podél osy. Podlozi
trati je winklerovské s linedrni poddajnosti a vnitini viskozitou. Ve styku dvojkoli a kolejnic
dochézi ke kinematickému buzeni nasledkem nerovnosti trati, které jsou popsdny vztahem

y(t), z(t). Zbyvajici charakteristiky jsou ziejmé ze schématu na obr. 17.

Semi-trividlni feSeni (neboli stabilni stav) se da ocekavat az do chvile, kdy se objevi vodo-
rovné slozky odezvy. Vodorovné slozky odezvy vzristaji. Pfekonaji-li jistou kritickou hranici,
miZe dojit k nevratnému prekoceni vozu nebo k jeho vykolejeni. Soustava se da do zna¢né miry
zkoumat podobnym zptisobem jako obé predchozi. Nicméné jeji povaha se méni vyznamné
tim, Ze dochazi ke styku vozu rychle se pohybujiciho podél trati a stojici trati samotné, ktera se
pohybuje nasledkem své deformovatelnosti pouze ve svislém sméru.

Shrneme-li popsana zjednoduseni, miZeme zapsat nasledujici vyrazy pro kinetickou a po-
tencidlni energii ¢asti pohybujicich se podél osy trati:
T = sMy* + 2Jp* — Ml - gpsing, (a) } 00)
U= Mgy—Ml-g(l-cosp)—F-y—Q-¢, (b)

kam jsme zavedli tato oznaceni:



M, J- hmotnost vozu, resp. hmotny moment setrva¢nosti vzhledem k bodu B5;

Vvew

F, Q- sila, resp. moment piisobici ve styku dvojkoli-trat.

Stejné jako v predchozich pripadech diferencidlni systém pro slozky vy, ¢ se dd odvodit z rovnic
(20). Doplnime-li viskosni tlumeni, miZeme psat:

Mij+byy — Ml (psinp +¢?*) = F— Mg, (a) 21
JP+byp — M- (jsinp+yp) — Ml -sinp = Q. (b)

Rovnice (20) a (21), které popisuji pohyb vozu, jsou zapsdny v soufadnicich x,¢, které se
pohybuji rychlosti ¢s vzhledem ke stojicim soufadnicim x4, ts. Pohyblivé a stojici souradnice
v pri¢ném fezu jsou identické. Pohyblivé a stojici soufadnice jsou vzdjemné vdzany znamou
transformaci:

=—+c— —. (22)

Ts = Tr+cg-t, tg =1 N 0 0 0 g 0
oty Ot or’ Oxr, O

T = Tsg—Cs-lg, t = Ts

Trat’ se modeluje jako Euleriv nosnik na nehmotném elastickém podlozi Winklerova typu.
Vodorovné premisténi se neuvazuje. Kroutivd poddajnost je zahrnuta, viz obr. 17. S odvoldnim
na klasickou literaturu plati nasledujici rovnice:

Elzl"+Co 2o+ p- 2+ b 20 = —F-0(zs —cits),  (a)
GEY{ + Cor® s — pKthy + by -y = —Q-3(z; = csts), (b)
Ys — Zs- (5(:105 — Csts) = 04(373)7 (C)

ps — s (x5 — csts) = 0. (d)

(23)

kde z; = z5(zs, ts), s = ¥s(ws, ts). Rovnice (23¢,d) vyjadiuji kinematické vazby pochdzejici
z nerovnosti kolejového svrsku, které jsou dany funkci (). Nerovnosti jsou zavedeny rovnici
(23c) a predpoklddaji se identické soucasné na obou kolejnicich. Transformujeme-li soustavu
(23) do pohyblivych soufadnic za pouZiti (22), dostaneme:

EI" 4+ C,-z4+p- (22" +2c5- 2+ 2) +by(cs -2/ +2) =
= —F- 5(0)7 (a’)
GEY +Car? ) — K (30" + 265 -4/ +4) + by(es -0/ +9) =
(24)
= —Q-4(0), (0)
y — 2:6(0) = alest), (c)
¢ —1¥-6(0) = 0. (@)

Systém pohybovych rovnic se tedy skldda ze dvou rovnic (21) a Ctyf rovnic (24). Obsahuje
Sest nezndmych slozek odezvy y(t), o(t), z(z, t),¥(z,t), F(t), K(t) vztazenych k pohyblivym
soufadnicim.

ProhliZime-li soustavu (21), (24), zjistime, Ze primdrni podsystém obsahuje slozky ode-
zvy y(t), z(x,t), F(t). Spole¢né s trividlnimi hodnotami slozek o(t), ¥ (z,t), K (t) tvofi semi-
trividlni feSeni. Tento stav trvd do doby, nez je dosazena hranice stability v (21). Potom nastane
komplikovany proces post-kritické odezvy. Tu ma smysl zkoumat do chvile, kdy je pfekroc¢ena
kriticka hranice vodorovného pohybu a kdy dochdzi k findlnimu kolapsu soustavy.

Zkoumany systém muiZe ztratit dynamickou stabilitu také vlivem nesymetrické povahy opera-
torti (24a,b), které obsahuji nekonzervativni ¢leny. Tyto typy kritickych rychlosti jizdy souviseji



s rychlosti Sifeni ohybovych a krouticich vIn ve svrsku, ktery spo¢ivé na elastickém podloZi.
Tento pfidruzeny problém se zkoumal separatné a velmi intenzivné po dlouhou dobu na riznych
stupnich vystiznosti matematického modelu. Je velice dilezité si uvédomit, Ze ob& skupiny
kritickych rychlosti se mohou prolinat. Nekonzervativni charakter dlohy muze tedy vést ke
kritickym rychlostem, které jsou niZsi nez ty, které plynou z jeji auto-parametrické povahy a
naopak. V prvnim piipadé se rozhodnuti ucini v oboru semi-trividlnich feSeni mimo jakykoliv
vodorovny pohyb vozu v pii¢ném sméru. Ve druhém piipadé bude rozhodujici mechanismus
ztraty stability nelinedrni auto-parametrické soustavy.

5. Zavér

Prispévek se zabyva odezvou auto-parametrickych nelinearnich systémi. Tato tfida nelinedrnich
tieba povaZovat existenci semi-trividlnich feSeni. Tim se kazdy takovyto systém déli na primarni
a sekundarni podsystém. Priméarni i sekunddrni podsystém miZze byt linedrni ¢i nelinedrni.
Nicméné jejich interakce, kterd se rozehraje v post-kritickém stavu, je vZdy nelinedrni. Semi-
trividlni feSeni se skladd z netrividlni ¢asti (primarni podsystém) a z trividlni ¢4sti (sekundarni
umoziuji ve stabilnim stavu nezdvisly pohyb a mit tedy povahu primarniho podsystému. Semi-
trividlni feSeni existuje, dokud je systém ve stabilnim stavu. Je-li prekrocena hranice stability,
objevuji se slozité procesy odezvy vyplyvajici z nelinedrni interakce primarniho a sekundarniho
podsystému (podsystémti). Tyto post-kritické procesy je mozné tfidit do nékolika zdkladnich
typt: stacionarni (limitni cykly), kvazi-periodické se silnym periodickym pfelévanim energie
mezi jednotlivymi stupni volnosti (symetrické, nesymetrické), chaotické (Siroka tfida piipadu
zavislych na typu a stabilité atraktoru ¢i repulzoru).

Autori se v prispévku zaméfili na dvé tfidy auto-parametrickych systému. Prvni zahrnuje
systémy, které je mozné popsat sférickym kyvadlem. I kdyZ se tyto systémy mohou dostat do
nestabilnich stavli, mnoZstvi jimi absorbované energie je vzdy omezené. Ztrata jejich stability
tedy obecné (na teoretické drovni) neni nevratnym procesem, i kdyZ z praktickych hledisek
se mohou z fady divodu stat za tohoto stavu nepouzitelnymi. To znamend, Ze jisté hranice
pouzitelnosti uvnitf stabilni ¢i nestabilni oblasti je spiSe technického nez dynamického ptivodu.

Druhd tfida diskutovanych auto-parametrickych systémi je spjata s inverznim kyvadlem.
Tato tfida se vyznacuje rychlym poklesem potencidlni energie, jakmile piekro¢i hranici auto-
parametrické resonance. Systém je velice ndchylny opustit izkou oblast, ze které je jeSt€ mozny
ndvrat do stabilnfho reZimu, pominou-li podminky pro vznik rezimu post-kritického. Jakmile
tedy prekrodi jistou hranici reversibility, findlni kolaps soustavy je nevyhnutelny. Zji§téni polohy
této hranice je velmi diilezité, nebot’ se obvykle naléza velmi blizko hranice stability oddélujici
semi-trividlni a post-kriticky reZzim. To znamen4, Ze v takovém pfipade se nedoporucuje opustit
semi-trividlni reZim, pokud by nebylo pouZito dal§i pomocné zafizeni k sekunddrni stabilizaci.
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