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DEVELOPMENT OF EDT GENERATOR
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Summary: The paper deals with the development of a mesh generating algori-
thm. First, reasons for the use of Lagrangian formulation in modeling of fluid-
structure interaction are given. The need of a suitable meshing algorithm is discus-
sed. Bowyer/Watson algorithm for constructing Delaunay triangulation was chosen
and implemented in the finite element package OOFEM. An octree data sorting is
introduced in order to decrease the algorithm time consumption.

1. Uvod

V poslednich desetiletich 1ze pozorovat zvySeny rozvoj numerickych metod v oblasti mode-
lovani interakce kapalin s konstrukei. Tyto metody se uplatiuji v feSeni tloh zahrnujicich napf.
hydrodynamiku plovoucich pfedmétid, konstrukce vystavené proudéni vody nebo proudéni s
volnou hladinou ¢i simulaci slévarenskych procesu.

Klasicky pristup k modelovani proudéni predstavuje pouziti Eulerovy formulace fidicich
rovnic, kdy pohyb proudici tekutiny je vztaZzen k pevné siti. Naproti tomu, Lagrangeovsky
pfistup vychdzi z provazanosti sité¢ s konkrétnimi ¢asticemi modelované domény. Tzv. arbit-
rary Lagrange-Eulerova (ALE) formulace kombinuje tyto dva zakladni pfistupy, aby tézZila z
jejich vyhod a omezovala nékterd z negativ. Jak Eulerav, tak ALE pfistup jsou pro feseni tiloh
pohybu pevnych téles v kapalinach, jejich vzajemné interakce, ¢i tloh s volnou hladinou velmi
rozSitené.

Obéma formulacim je spolecné, Ze vztah mezi pohybem sité a ¢astic je v momentovych rov-
nicich popsan konvektivni rychlosti, coZ vyzaduje numerickou stabilizaci. Dalsi obtize pak v
ulohéch interakce predstavuji zajiSténi podminky nestlaCitelnosti kapaliny, modelovani a sle-
dovani volné hladiny, pfenos informaci mezi doménami pevné a kapalné Casti na kontaktnim
rozhrani ¢i popis velkych pohybu.

Dusledkem pouziti Lagrangeovského piistupu je vymizeni zna¢né problematického konvek-
tivniho ¢lenu, coZ feSeni dloh proudéni a interakce z numerického hlediska velmi usnadiiuje.
Jednd se o moderni metody, které zaZivaji nebyvaly rozvoj.

2. Lagrangovska formulace proudéni

Jednou z metod vychdzejicich z Lagrangeovské formulace je particle finite element method
— PFEM (Oiiate at al., 2004) vyvijend na Katalanské technické univerzit¢ v Barceloné v
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centru CIMNE. Metoda PFEM fesi dlohu pfedstavovanou mnoZzinou astic, jejichZ pohyb se
uskutecniuje na zakladé jejich vlastni tthy a vyslednice vnéjSich ¢i vnitfnich sil, které na né
pusobi. Z hlediska metody kone¢nych prvki pak tyto Castice predstavuji uzly sité. Castice re-
prezentuje hmotu a piendsi informaci o objemu ve svém okoli. Veskeré fyzikdlni a matematické
vlastnosti jsou vztaZzeny pifimo k samotné Castici a nikoliv ke konecnému prvku. V kazdém
kroku se z t&chto &astic vytvaii konecnéprvkova sif, na niZ jsou pak standardnim zplsobem
metody konecnych prvkl feSeny charakteristické rovnice. PFEM se postupné vyvinula jako
vysledek prace kolektivu autorti na feSeni uloh interakce prostiednictvim Lagrangeovskych

kone¢nych prvki a bezsitovych metod.

Zasadni vyhoda Lagrangeovské formulace spociva v absenci konvektivnich ¢lent, které v
jinych formulacich feSeni komplikuji a vyZaduji jejich stabilizaci. Na druhou stranu sebou tento
pfistup nese potfebu vénovat znacnou pozornost pohybu uzlu sité. JelikoZ jiZz z charakteristiky
tekutiny Ize piedpoklddat rozsdhlé pohyby &4stic, je nutné, aby sit byla v kazdém kroku feSeni
obnovovana. Autofi vsadili na tzv. roz8ifené Delauneyovské mozaikovani (extended Delau-
ney tesselation), predstavujici rychly a ucinny algoritmus slouZzici ke generovani hledané sité.
Jeho vysledkem je kombinace simplexovych a mnohosténovych prvka, které vyzZaduji pouZiti
zvlastnich tvarovych funkei napf. z bezsitové metody konecnych prvki (Idelsohn at al., 2003).

Pouziti Lagrangeovského pfistupu se jevi jako velmi vhodné, je-li tieba detailné sledovat
volnou hladinu nebo rozhrani mezi dvéma materidly. Snadno Ize tak modelovat velké pohyby
hladiny, lomici se vlny nebo rozstrikujici se kapaliny. Pfedpokladem je vSak algoritmus identi-
fikujici hranici domény mnoziny danych uzli, ktera v tloze neni explicitné definovana. Hranici
tvofi v tlohach proudéni jak volna hladina, tak jednotlivé ¢astice pohybujici se ven z hlavni
domény. Pro tcely identifikace se osvédcila technika Alpha Shape (Edelsbrunner and Miicke,
1994).

3. Delaunayova triangulace

Jednou z metod Casto pouZivanych ke generovani siti je takzvand Delaunayovska triangulace.
Ta byla definovana Borisem Delaunayem v roce 1934 pro obecnou mnoZinu boda P jako ta-
kova triangulace, Ze kazda z opsanych kruznic k jednotlivym trojihelnikim neobsahuje zadny
z bodu P, kromé tii tvoficich vrcholy trojihelniku. Delaunayovska triangulace maximalizuje
minimdlni thel ze v8ech dhld v trojihelnicich, coz umoZziiuje ziskat ,kvalitni” sif zarucujici
stabilni vypocet.

Tuto definici lze rozsifit 1 do trojrozmérného prostoru. Vysledkem triangulace jsou potom
Ctyfstény, jimZ opsané koule opét neobsahuji jiné body nez definicni body na kulové plose.
Teoreticky je mozné i rozsifeni do jinych nez eukleidovskych prostorti, coZ ov§em nezarucuje
existenci nebo jedineCnost triangulace.

Dudlni k Delaunayovské triangulaci je Voronoiliv diagram nékdy také oznacovany jako Vo-
ronoiovské mozaikovéani. Jeho vysledkem je rozdéleni metrického prostoru na zdkladé mnoZiny
bodu takové, Ze jakdkoliv Cast je ke svému definiénimu bodu bliZe nez k jakémukoliv jinému.
Pro pfipad dvou bodi v roviné je tato délena piimkou kolmou a pilici jejich spojnici. Mame-li
tfi body nelezici na piimce, je prusecikem hranic oddé€lujicich Casti prislusejicich bodim praveé
stfed opsané kruznice trojihelniku s vrcholy v téchto bodech.

Existuje mnozstvi algoritmu slouzicich k vypoctu Delaunayovské triangulace (Shewchuck,
1999). Inkrementdlni algoritmy pracuji s udrzovanim stdvajici Delaunayovy triangulace, do
které jsou postupné vkladdny jednotlivé body. Po vloZeni bodu je sif upravena tak, aby naddle



Obr.1 Delaunayovska sit

spliovala zakladni vlastnost. Flipping algoritmy jsou zaloZeny na zaméné, tzv. ,flippovani”
stran trojuhelniki, které nejsou Delaunayovské. Obecné jsou tyto metody zaloZeny na dvou
krocich. Nejprve je vygenerovdna obecna trojihelnikovd sif a ta je ndsledné optimalizovana
zdménou stran tak, aby vysledna sif spliiovala Delaunayovskou podminku. Algoritmy ,,rozdél a
panuj” nejprve rekurzivné rozdéli dlohu na elementérni a po jejich triangulaci zase zpét slouci
do celkové triangulace. Projekcni algoritmy prevadi ulohu hledani Delaunayovské triangulace
na ulohu vypoctu konvexni obalky (convex hull). To spociva v zobrazeni bodil na o jednu di-
menzi vyS$i paraboloid umistény v pocatku. Vypoctem konvexni obalky a jeji zpétnou projekci
do ptivodni dimenze ziskame strany triangulace.

4. Bowyer/Watsonuv algoritmus

Mezi jedny z nejpouZzivanéjSich metod patii Bowyer/Watsontv inkrementalni algoritmus za-
loZzeny na postupném pridavani jednotlivych bodi do triangulace. Tento algoritmus odvodili
nezdavisle na sobé Adrian Bowyer (1981) a David F. Watson (1981) a prezentovali jej v jednom
¢isle The Computer Journalu.

Tab.1 Schéma algoritmu
1. vytvot bounding-box, zahrnujici vSechny body p

2. dokud nejsou vloZeny vSechny body p

(a) vloz bod p do triangulace

(b) najdi vSechny opsané kruznice s prisluSnymi trojihelniky obsa-
hujici bod p

(c) smaz tyto trojuhelniky — vkladaci polygon

(d) vytvor triangulaci vkladactho polygonu spojenim jeho vrchold s
bodem p

3. odstran bounding-box




Na pocatku byva zpravidla vytvoren tzv. bounding-box, ktery zahrnuje vSechny body. Do této
uvodni triangulace jsou pak body jeden po druhém postupné vkladany a je vzdy vyzZadovano
splnéni Delaunayovské vlastnosti. To spociva v hleddni trojihelnikd, do jejichZ opsané kruznice
vloZeny bod spadd. Tyto jsou pak smazany a strany jim sousednich trojuihelnikl vytvofi tzv.
vkladaci polygon. Spojenim vrcholt polygonu a nové vlozeného bodu vznikne nova triangulace
splilujici Delaunayovskou vlastnost. Po pfidani v§ech bodt do triangulace jsou pak bounding-
box a vSechny strany sméfujici od jeho vrcholu do triangulace vymazany.

Obr.2 Vkladani bodi

Vyhodou tohoto algoritmu je snadnd rozsifitelnost z roviny do prostoru. Na misto troj-
thelnikiim opsanych kruznic jsou hledany dotéené koule opsané Ctyfsténtim. Nedelaunayovské
Ctyfstény jsou pak smazéany, ¢imZ vznikne ,,duty” vklddaci mnohostén obsahujici pouze vklada-
ny bod. Vysledkem jeho spojeni s vrcholy vklddaciho mnohosténu je opét triangulace spliujici
predpoklady.

Nevyhoda tohoto algoritmu spociva v moznosti vzniku defektni sité vlivem zaokrouhlovaci
chyby. Pii hledani trojihelniki, které maji byt mazany, mlize touto cestou dojit k opomenuti
nékterého z dotCenych a tim padem neni vkladaci polygon prazdny. Aby bylo moZzno dosdhnout
robustni implementace, je potieba pouZzit zvlastni algoritmus k presnému uréeni vkladaciho
polygonu jako je naptiklad depth-first hledani.

Dalsi z nevyhod, kterou je nutno zminit, souvisi s ,.kvalitou” vzniklych trojihelnikt jakozto
prvki pro vypocet metodou koneénych prvki. Obecné lze Fict, Ze Delaunayovska sit je kvalitni,
ale existenci nekvalitnich prvki nelze vyloucit. Jedna se pfedevsim o trojihelniky na hranici ob-
lasti, pfipadné trojuhelniky, jejichz stfedy opsanych kruZnic se nachdzeji v nepatrné vzdédlenosti
a jejichz poloméry se sobé také blizi. Ve vétsiné generatoru siti se takovéto prvky ,,napravuji”
vloZenim dalSich bodu do t€Zisté nebo jejich vymazanim a vloZenim bodu do t&€Zisté jejich
opsané kruZznice. Eventualné je mozné pouzit kombinaci s metodou postupné fronty. Alterna-
tivou, pro kterou se rozhodli autofi metody PFEM je pouZiti rozSifeného Delaunayovského

mozaikovéni, které zavadi nesimplexové prvky.

5. Octree

Z hlediska rychlosti triangulace velkého poctu bodi se ukazuje jako zasadni prohledavani celé
databdze trojihelnikl, coz vede ke znacnému nartistu ¢asu potfebného k vytvoreni sité. Aby



bylo moZné algoritmus urychlit, bylo pfistoupeno k roztfidéni dat na zdkladé tzv. oktidlového
stromu (octree).

Octree (v rovin€ quadtree) ptredstavuje stromovou strukturu pouZzivanou k tfidéni dat na
zékladé jejich umisténi v prostoru. Nejprve jsou data (napft. Castice) zahrnuta do kofenové buiiky
(root cell). Je-li prekroCen limit pro pocet dat v bunce, rozdé€li se tato na osm potomki (child)
- v kazdém rozméru na polovinu - a data jsou do nich pfevedena. Prerozdélovani se déje re-
kurzivné, dokud neni dosazeno maximalniho poctu dat pro jednotlivou buiiku. Strukturovéani
umoziuje rychly piistup k datim zvolené lokace bez nutnosti prochdzet kompletni databazi.

V této konkrétni aplikaci se pouziva octree k roztfidéni jednotlivych docasnych trojihelniki
béhem faze tvorby triangulace. Na pocatku je vytvorena z Castic kofenova burika, kterd svym
zptisobem odpovida bounding-boxu. Prvky jsou pak do datové struktury zafazovany na zakladé
pfislusnosti svych opsanych kruznic do jednotlivych bunék. Béhem sekvenéniho vkladani bodu
do triangulace 1ze snadno a rychle z jejich pozice urcit pfislusnou buiiku octree a dot¢ené opsané
kruZnice hledat pouze v ni.

6. Implementace

Lagrangeovska formulace proudéni a naslednd implementace interakce fazi vychdazejici z par-
ticle finite element method pfedstavuji budouci rozsifeni programu pro vypocet metodou ko-
ne¢nych prvki OOFEM (2010) vyvijeného na Katedfe mechaniky Fakulty stavebni CVUT
v Praze. OOFEM je volné Sifitelny program pro fesSeni multifyzikdlnich problémi metodou
kone¢nych prvki s objektové orientovanou architekturou pro feseni tiloh mechaniky pevné faze,
transportnich jevi a mechaniky tekutin.

Prvnim a zdrovenl nutnym krokem pro zahrnuti metody PFEM je implementace interniho
generatoru sité. Pro ucely jeho testovani byl vytvofen prototypovy program v jazyce C++
vyuzivajici knihovny oofemlib a Elixir (Krysl, 1997). Kéd v sobé zahrnuje nové implemen-
tované tfidy Céstice a prvku. Prvni z nich obsahuje polohu a identifikator Castice, druhd pak
jiz informace o Eésticich tvoricich prvek a o opsanou kruznici. Algoritmus byl aplikovan na
jednoduché ulohy, jak 1ze vidét na obrazku 3, a prokézal svoji funkEnost a spolehlivost.

Na druhou stranu byla pozorovana vysoka ¢asova narocnost pro rozsahlé tlohy, kterd byla
zpusobena prohledavanim celé databaze bodu. Za ucelem zefektivnéni celého algoritmu bylo
pristoupeno k jeho kompletni integraci do prostfedi OOFEM, aby mohly byt vyuZzity vSechny
existujici néstroje. Zaroven bylo do kédu zahrnuto tfidéni dat vychdzejici z octree, popsaného
v predchdzejici kapitole. Momentélné je algoritmus jiZ plné implementovéan, probihd jeho tes-
tovani a porovnavani rychlosti s ptivodni verzi prohledavajici celou databazi.

7. Zavér

V ¢lanku byl predstaven algoritmus pro tvorbu sité kone¢nych prvka. Ten se jevi jako zasadni v
kontextu feSeni uloh proudéni tekutin zaloZenych na Lagrangeovské formulaci fidicich rovnic.
Jako vhodna metoda byla zvolena Delaunayova triangulace pouZivajici inkrementalni Bowyer/
Watsondv algoritmus. Pro tcely testovani byl vytvoren prototypovy kéd a nasledné byla ovéfena
jeho funk¢nost. Jeho aplikace na vybrané tlohy vSak ukdzala nedostateCnou rychlost. Vlastni
optimalizaci kédu byla upfednostnéna plna integrace algoritmu do prostfedi OOFEM a zahrnuti
lokalniho strukturovani dat vyuZivajici octree.
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Obr.3 Triangulace ndhodnych bodii v doméné tvaru L

8. Podékovani

Tato prace vznikla za podpory grantu Grantové agentury Ceské republiky &. 103/09/H078 a
interniho grantu studentské grantové soutéze Ceského vysokého uceni technického v Praze.

9. Reference

Bowyer, A. 1981: Computing Dirichlet tessellations. The Computer Journal Vol. 24, 162-166

Edelsbrunner, H., Miicke E.P. 1994: Three-dimensional alpha shapes. ACM Transaction on Gra-
phics 13, 43-72

Idelsohn, S.R., Calvo, N., Onate, E. 2003: Polyhedrization of an arbitrary 3D point set. Compu-
ter methods in applied mechanics and engineering Vol. 192, 2649-2667

Krysl, P. 1997: Petr Krysl’s Page http://hogwarts.ucsd.edu/ pkrysl/software.html

Onate, E., Idelsohn, S.R., Del Pin, F., Aubry, R. 2004: The particle finite element method. An
overview. International Journal of Computational Method Vol. 1, 267-307

Patzdk, B. & Bittnar, Z. 2001: Design of object oriented finite element code. Advances in Engi-
neering Software 32(10-11), 759-767.

Patzak, B. 2010: OOFEM project homepage http://www.oofem.org
Shewchuck, J.R. 1999: Lecture notes on Delaunay mesh generation

Watson, D.F. 1981: Computing the n-dimensional Delaunay tessellation with application to
Voronoi polytopes. The Computer Journal Vol. 24, 167-172



