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STATE SPACE FORMULATIONS OF DYNAMICAL PROBLEMS

J. Kozanek*

Summary: The 3n and 4n state space formulations of system of n linear second-
order ordinary differential equations with special right side are proposed. The
paper is concerned to an other than common understanding of resonant
phenomena of dynamical systems.

1. Uvod

Linearni matematicky model dynamického systému s vektorem vychylek v(t)eC",t>0
zapisujeme nejcasteji jako soustavu N obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu podle
Casu t s nenulovou pravou stranou — vn&j$im buzenim f(t)=f,e*', seC,0=f, e C":

Kv(t) + Bv(t) + My(t) = f(t) =f, e, (1)
2
kde \'f(t):%, '\'f(t):dd‘tlz(t), ctvercové matice K,B,M tadu n odpovidaji tuhosti,

viskoznimu tlumeni a hmotnosti dynamického systému, matici hmotnosti M piedpoklddame
regularni. ReSeni rovnice (1) miizeme rozdélit do dvou krokil. Reseni v, (t) odpovidajici
homogenni rovnice (s nulovou pravou stranou f(t) =0 a danymi pocate¢nimi podminkami
v (0) =v,, v (0) = VB) a tzv. partikuldrni feseni rovnice (1) s nenulovou pravou stranou, pfi
némz, za piedpokladu vyse uvedeného tvaru f(t) =f,e*" hraje vyznamnou roli rezolventni
feeni v (t)=v e, v, =(K+sB+s’M)"'f, pochopitelné za predpokladu, Ze obecn&
komplexni parametr S neni roven Zadnému z vlastnich ¢isel odpovidajicich matematickému
modelu dynamické soustavy (1), tzn. jen v ptipad€, Ze nejde o rezonanci, viz napf. —
Lancaster (1966), Newland (1989), Kozanek (2002). V rezonanci je matice (K +sB + s> M)

singularni a partikularni feSeni hledame jinym zplsobem, napiiklad integraci pomoci
Duhamelova integralu. V piispévku - Kozanek (2009) tak bylo napt. hleddno partikularni a
uplné tfeseni jednoduchych dynamickych systémi se singuldarni matici tuhosti i pro ptipad
konstantniho buzeni (s =0).

Nabizi se pfitom otazka, jestli neni mozné oba typy, tzn. homogenni i partikularni feSeni for-

mulovat pro specialni pravé strany spole¢né a odvodit tak feSeni stejnym zpisobem jako v
homogennim piipadé, pomoci maticové exponenciely, navic i pro pfipady rezonancni. Po-
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kusme se nejprve o takové feSeni v pripadé harmonického buzeni f(t)=f;e'*" s thlovou
frekvenci @ >0 . Jinymi slovy, budeme hovofit o formulaci Newtonova zdkona ve stavovém

prostoru pro piipad harmonického buzeni. Z matematického hlediska jde také o jiny pohled na
jev rezonance, chapané jako ztotoznéni vnéjSiho frekvencéniho parametru s nékterym z vlast-
nich ¢isel matematického modelu dynamické soustavy s dusledky pro rezolventni feSeni a
jeho singularitu. V nasem piipad¢ je rezonance charakterizovana ndsobnosti vlastniho ¢isla
matematického modelu v rozsifeném stavovém prostoru a zahrnujiciho jak dynamickou sou-
stavu tak jeji buzeni. Vychozi soustava obycejnych diferencialnich rovnic s pravou stranou je
pritom ve stavovém prostoru zapsana jako soustava homogenni a jeji feSeni formulovano po-
moci maticové exponenciely. Na druhé strané je velmi pravdépodobné, ze (s ohledem na jeho
jednoduchost) takovy pfistup neni novy, v oblasti dynamickych systémi ale neni bézny.

Poznamka k pouzitému oznaceni: V tomto pfispévku jsou skalarni veli¢iny a parametry
oznacovany latinskymi a feckymi pismeny, tuéné¢ oznacujeme vektory (mald pismena v
latince) a matice (velkd pismena v latince). X' je inverzni matice k matici X, V, je

komplexné sdruzend matice k matici V,. Matice W, je matice transponovana k matici W,
matice I,0 oznacuje jednotkovou, nulovou matici ptisluSného fadu, o je nulovy vektor.

2. 3n-stavovy prostor, formulace a FeSeni

Piedpokladejme v obecném piipadé K,B,M € C™" s regularni matici M a harmonické
buzeni rovnice (1) ve tvaru

f(t)=f,e'“", o= f,eC", i*=-1, (2)

kde uhlova frekvence @ >0 . Zvolené buzeni f(t) vyhovuje soustavé obycejnych
diferencialnich rovnic prvého fadu

f(t)=iwf(t) (3)

s pocatecni podminkou f(0)=f,. Doplnime-li, podobné& jako pfi formulaci feSeni v tzv. 2n-
stavovém prostoru, rovnici (1) a rovnici (3) o rovnost

V(1) = V(D). (4)
v(t)

miizeme rovnice (1), (3) a (4) zapsat v 3n-stavovém prostoru u(t)=| v(t) | € C’"jako
f(t)

homogenni soustavu 3n obycejnych diferencialnich rovnic prvého fadu

Pu(t)=Nu(t), PNeC"™", 5)



-B -K 1 M 0 0
P=| 1 0 0 || N=|0 I 0]|amatice L,0eR"™". Vektor pocateénich podminek
0 0 iwl 0 0 I
v(0)] | v
véase t=0: u(0)=|v(0)|=| v, |=uy, u,eC”, vy, vy eC" .
£0)| |f,

Z rovnice (5) ziskdme homogenni rovnici s jedinou koeficientovou matici A :

-M'B -M'K M
ut)=Aut), AeC™ A=N'P=| 1 0 0 (6)
0 0 ol

Poznamka. Uloha, jak soustavu oby&ejnych diferencialnich rovnic vys§iho fadu zapsat ve sta-
vovém prostoru soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho tadu (tzn. jak linearizo-
vat polynomidlni problém vlastni hodnoty), neni jednoznacna, dal$i moZné tvary matic A a
stavovych vektorti u(t) v rovnici (6) dostaneme napt. zménou potadi subvektori stavového

vektoru:

-M'B -M'K M’ v(t) 0 I 0 v(t)
A= 1 0 0 |, u=|v)|, A=|-M'K -M'B M| u=|v1)],

0 0 ol f(t) 0 0 il f(t)

w1 0 | O] . [iel 0 0 [t
A={M" -M'B —-M'K|, u=|v(t)|, A=| 0 0 I |, u=|v®)],

|0 0 | v(t) | M' -M'K -M'B v(t)

~ [-M'B M -M'K| _ [v)] = 0 0 I ~ [vv)
A=l 0 i1 I | a=|f@t)|, A= 0 i1 0 |, u=|f)|.

I 0 0 v(t) -M'K M' -M'B v(t)

ResSeni rovnice (6), tzn. 1 uplné feseni rovnice (1) pak miZeme zapsat pomoci maticové expo-
nenciely ve tvaru

u(t) =e*u, = Xe"X 'y, ,

(7

kde Jordanova modélni a spektralni faktorizace A =XJ X', Zfejmé plati u(0) =u,. Matice

XeC™" JeC™", X je regularni matice vlastnich, pfipadné hlavnich vektora a J je



odpovidajici Jordanova kanonicka matice. Z blokové struktury matice A vyplyva, ze i@ je
vlastnim ¢islem matice A s nasobnosti minimaln€ n. Submaticova struktura modalni matice
X je
\2)
X= \Y , veC™" . (8)
KV +BVJ+MVJ*®
-1 -1

V nejjednodussim piipade, kdyz i@ neni vlastnim Cislem matice {_M B _MO K} , pfi-

padné je vlastnim ¢islem, ale pfislusi mu jediny vlastni vektor této matice, je prva hlavni
submatice fadu n Jordanovy kanonické matice J diagonalni a je rovna matici iwl, I je jed-

notkova matice fadu n a prvych n sloupcii matice X - odpovidajicich témto vlastnim ¢islim
je:
ol
I -C, 9)
K+ioB-o’M

kde CeC"™" je vhodna regularni matice, kterou miZzeme v nerezonanénim piipadé zvolit
jednotkovou C =1.

2.1 Rezonanéni pripad

V rezonan¢nim piipadé, kdy i@ jako vlastni ¢islo matice A ma vétsi nasobnost nez n, je
matice (K+iwB—®°M) singuldrni. V nejjednodussim piipadé je prvek n,n+1 (v n-tém
=1.

=iw. To znamena, ze pak bude vychylka dynamického systému

fadku a (n+1) -prvém sloupci) Jordanovy kanonické matice J=[J;,] nenulovy: J

n,n+1
Diagonalni prvek J ., ..,

v(t) podle rovnice (7) obsahovat funkci t'e'", £ >1.
-M'B -M'K
"
jako r,1<r<2n a odpovidajici pocet vlastnich vektori (geometrickou nésobnost) jako
p, 1< p<r ,jepocet hlavnich vektora r—p,0<r - p<r—1.V rezonancnim piipad¢ bude
nasobnost vlastniho ¢isla i@ matice A rovna r +n a pocet odpovidajicich vlastnich vektort

KdyZz oznaéime (algebraickou) nasobnost vlastniho ¢isla i@ matice {

(geometrickd nasobnost) rovna n+ p—q, kde q=nulita(K +i@B — o’ M). Pocet hlavnich
vektort je pak r+q— p. Z piiklada, ziskanych numerickou simulaci vyplyva, Ze rezonan¢ni
stav je charakterizovan tim, Ze pocet (véetn¢ nulového poctu) hlavnich vektorti kazdé Jorda-

) . |-M'B -M" e S <
novy buiky matice 0 a odpovidajici vlastnimu Cislu i@ se v rezonan¢nim
I

ptipadé zvéEtsi o jednicku.



2.2 Nerezonancni pripad

V nerezonan¢nim piipade, kdy i@ jako vlastni ¢islo matice A ma nasobnost pravé n (to
znamena, ze v tomto piipadé je matice (K +i@B —»° M) regularni), mizeme psat (protoze

J = 0) blokovou strukturu Jordanovské kanonické matice jako blokové diagonalni

iwl
J:[

n,n+l

} J, e C*™*", jednotkové matice I je fadu n.
2

Moznost, Ze matice J, bude nediagonélni se projevi pfitomnosti funkci typu t'e™', ¢/ >1,
(s, je diagonalni prvek matice J,) ve vychylce v(t) jako vlastnost uvazovaného dynamic-
kého systému nezavisla na vn&jSim buzeni.

Matice X ma blokovou strukturu

(10)
ol V., J iwl
o “ U V2J2 2n,2n n,2n
X= I vV, |= 1 , U= eC™v,eC",
K+ioB-o'M 0 K+ioB-o'M 0 2

nulovad matice 0 je zde typu (n,2n) a submaticova struktura matice X zdlraziiuje vztah me-

zi 3n a 2n-stavovym prostorem feSeni. Pro 2n-stavovy prostor zapisujeme koeficientovou
matici matematického modelu napft. jako

-M'B -M'K
A, =
| 0

}ecz”’z”, (11)

kde matice 0 matad n, A,U=UJ, aplati KV,+BV,J,+MV,J; =0
Pro rezolventni matici pak v pivodnim stavovém prostoru dimenze n plati — Kozéanek (2002):

[K+ioB-o'M]" =V,(iol-J,)"'W,,

: . _ (12)
io[K+ioB-o’M]"' =V,J,(iol-J,)"W,,
a inverze modalni matice X 3n-stavového prostoru je
x| 9 [K+ioB-o’M]"| | 0 V,(iol-J,)"W, (13)
U —(iel-J,)"'W) U —(iol-J,)"'W, |

Pro realné koeficientové matice K,B,M € R"™" muzeme feSeni piislusného problému vlastni
hodnoty v 2n-stavovém prostoru rozd¢lit na redlnou, komplexni a komplexné sdruZenou ¢ést:



J, = Jsc ,V2=[V2R,V2C,V2C], sz[szawzmwzc]e

Jac
JpeR™"™ J, . eC®™, V,.,W,, eR"™ V., W,.eC"™  2n=n,+2n,.

2.2.1 Porovnani feSeni 3n a 2n-stavového prostoru pro reilné koeficientové matice

V ptipad€é dynamického modelu kmitavych systémli mizeme ptedpokladat, ze koeficientové
matice tuhosti, viskozniho tlumeni a hmotnosti jsou realné (K,B,M € R™"), buzeni uvazuje-
me harmonické s budici tthlovou frekvenci®, tj. S=iw, @ >0 a za predpokladu, ze nasob-
nost vlastniho ¢isla i@ matice A

-M"'B -M'K M
A=| 1 0 0
0 0 ol

je pravé n (tj. matice (K +i@wB—®’M) je regularni) a pokud viechna vlastni &isla vyse uve-
dené matice maji nenulové imaginarni ¢asti, blokova struktura Jordanovské kanonické matice
J se v 3n-stavovém prostoru zjednodusi na

ol .
ol n,n J1 2n,2n
J= J, = , J,eC™ D= e, (14)
D J,

kde jednotkova matice I je fddu n a modalni matici X muizeme psat ( protoze matice X je
regularni, jsou regularni i matice V,,U):

(15)

ol Vi, VJ, {ia)l} U

X: I Vl Vl = I
K+ioB-o'M 0 0 Vit -3)" W +V,o1-T)"W ' [0 0]

U: VlJl Vljl eCZn,Zn
Vl Vl

3

[K+ioB-o’M] "' =V,(iol-J,)"'W +V,(iol-J,)"'W/,

_ R (16)
io[K+ioB-o’M] "' =VJ,(iol-3)"'W +VJ (iol-J,)"'W/,

pro V,, W, e C"" plati



KV, +BV,J, +MV,J] =0=KV, + BV,J, + MV,J;,

e e (17)
W K+J W B+ ) WM=0=WK+J W B+ ) WM

V tomto piipad¢ mizeme inverzni matici k matici X psat jako

[0 o] (K+ioB+aw*M)™!
X = U —(0l-3)'V (VI V! -VIVH M
(iol-3)'V' (VI V' -V I V) 'Mm™

[0 0]  V(i0l-3)"'W +V,(iol-3)"'W/
=| g |~el=3) VIV VT -V V) TM
(iwl-J, )™ Vl_l (VIJIVI_I _Vljlvl_l )M

[0 0] [Vi(ioI-J)"'V/'-Vi(al —J)"'V]'I(V,J, V' -V, I, V) 'M™

=y ~(i01-J)" VI (Vi V' -V V) M . (13)
(iowl-J, )™ Vfl (V1J1Vl_1 _Vljlvl_l )'m™
U :{ VIV VIV T v v v _Vljlvl_l)_lvljlvl_l:| (19)
SV VI VT =V VYT VvV VT =i v v v
protoze W =V, ' (VJ, V' =V,J,V;)'M™" arealna ¢ast matice
[V, Vl][wl W1 I' = 2Re(V, WlT) = 2Re[(V1J1V1_1 - Vljlvl_l)_lM_l] =0.
Uplné feseni v 3n -stavovém prostoru je

ft)=(K+ioB-o’M)K+ioB+o’M) 'f,e'" =f e'", (20)

v =[K+ioB+a*M) e =V, e (0l -J,)"' W =V, e (il-T,)" "W/ If,
-V, et Vi ViV =V VYTV VT -V, ejltvfl (VI Vi =Vid Vi vid vty
+[V; eJltVfl (VJ 1Vf1 - Vljlvfl ) - Vl ejltvlil (VJ 1Vf1 _Vljlvfl ) V%)

=[Vi(i0l=3)" V' =V (il -J)" V' [(VJ, V] =V I, V)M, e'”!
[V e (oI -3) 7V = Ve (I -3) VIV VT -V V) TV,
—[Vi eV (VL VT VI VD) VIV -V eV VIV VIV TV VT
+(V, eJltVfl _Vl ejltvfl)(vrl 1V1_1 _V131V1_1)_1 V})
1)



a odpovida feSeni v 2n-stavovém prostoru:

M vEt) |-B -K|[v(®) foeia)t ' ' ) .
[ I}[V(t)}{l O}L(t)}{ 0 } . Ny (1) = Puy () +pee’”’,  (22)

N,,P, e R*™", p,eR*", u,(t)eC*" nebo
m:ﬂ _ {— MI‘1 B —MO‘1 K}m:ﬂ N [M‘l f}oe‘“’t} . i, (1) = Aju, (D) + Ny 'p, e’
Uvazujeme-li i feSeni pfislusné homogenni rovnice
u, (1) = Ajuy (1), (23)
V(O)}

v(0)

vlastni hodnoty koeficientové matice A, v 2n-stavovém prostoru a modalni U a Jordanova

_ {Vo} =u,,, u,, € C*", je odpovidajici problém

pro pocatecni podminky wu,(0) :{
Vo

kanonickd matice D
A,U=UD. (24)
V 2n-stavovém prostoru je uplnym (homogennim a partikuldrnim) feSenim

u(t)=Ue”b, + U(iwI-D) ' U 'N'p,e'" (25)

kde b,=U"u, —(iwl -D)"' U'N"'p,, piseme v takovém tvaru, aby u(0)=u,,.V 2n-

stavovém prostoru pak mame:

=S e[ S VI e V|
_ Vl_l (V1J1V1_1 + V1J1V1‘1 )—1 (V%) _ V1J1V1_1V0)

_ I (Ia)l - Jl)_lvl_l (\]l'Jl\]l_1 _Vljlvl_l)_lM_] f() (26)
|~ (il - IV VI VT =V VYT M_lfo

L[ Gel=3)"' VI VI v -V v M et
(@l =3V (VI VT = VI V) TM T e

coz da po upravé vztah (21).

3. 4n-stavovy prostor, formulace a FeSeni

Obecnéjsim tvarem rovnice (1) je



Kv(t) + Bv(t) + Mv(t) = Kf (t) + Bf (t) + Mf(t) (27)

zpusoby aplikace budicich G¢inki na dynamicky systém a homogenni rovnice
Kf(t)+Bf(t)+ Mf(t) =0, K,B,M e C"" (28)

s regularni matici M zobectiuje typ (polyharmonického) buzeni. Rovnici (3), tj.
(mono)harmonickému buzeni s budici thlovou frekvenci @ >0 pak v tomto piipadé

odpovida (bi)harmonické buzeni suhlovymi frekvencemi + @, —@ a specidlni matice
K=w’l, B=0, M =1. Protoze je operativngjsi zadavat vektory polyharmonickych budicich
sil s odpovidajicimi frekvencemi a danym ¢asovym pribéhem buzeni nez implicitné matice
K,B,M do rovnice (28), musime nejprve zvolit feSeni homogenni rovnice (28) a
odpovidajici koeficientové matice k nim pomoci konstrukénich vzorct dopocitat. Vyjimku
tvoif matice M , kterou miizeme zvolit libovolng, ale tak aby byla regularni, nejjednoduseji

jako matici jednotkovou M =I. Potom zvolime vektory dimenze n v po&tu 2n jako sloupce
matice F, e C™™" o hodnosti n a odpovidajici, obecné komplexni vlastni &isla
Se, €C,v=12,...,2n problému (28) a zejména také strukturu Jordanovy kanonické matice

J., eC*™", které bude odpovidat pozadovany &asovy pribéh jednotlivych komponent

polyharmonického buzeni typu f, e’ resp. t'f, e ¢>0. Musime pochopitelné

respektovat zvolené fetézce vlastnich a hlavnich vektorii odpovidajicich nasobnym vlastnim
¢islim a zajistit regularitu matice

U|:2 :|:F2JF2:| c (CZn,Zn’

2

abychom mohli, feSenim rovnice
ro_| M
Upg, Wiy = 0 |

0 je nulova matice fadu n, ziskat matici W,, € C™*". Hledané koeficientové matice K,B

pak ziskame — viz napi. Kozéanek (2002), podle vzorcu
B=-MF,J;,W,,M, K=-MF,J;,W.,M-MF,Jz,W.,B.

Ve 4n-stavovém prostoru u(t) =[v(t)", v(t)", f(t)",f(t)" ] € C*", s potatetni podminkou

u(0) = u, =[¥(0)", v(0)", £(O)T,£(0) T =[v\", v,", £,",£," I’ mizeme rovnice (27) a (28)
zapsat po doplnéni rovnostmi



v(t) = v(t), f(t) =f(t) (29)

jako homogenni

Pu(t)=Nut), P,NeC*"*", (30)
kde
B -K K B M 0 0 -M
I 0 0 0 0 1 0 0
P= , N= (31)
0 0 o0 I 0 01 0
0 0 -K -B 0 00 M

amatice L0 e R™", N je regularni. Vyndsobime-li rovnici (30) zleva matici N~'a ozna¢ime-
li matici A=N"PeC*"™*", mizeme rovnici (30) zapsat ve tvaru s jedinou koeficientovou
matici fadu 4n

u(t)=Au(), (32)

MB -M'K M'K-M'MM'K M'B-M'MM'B

ao| 1 0 0 0 g

0 0 0 I
0 0 -M'K ~-M'B
Jordanova modalni a spektralni faktorizace matice A je
A=XJIX", (33)
regularni modalni matice, Jordanova matice jsou fadu 4n : X e C*™*", J e C*™*".
Reseni rovnice (32), tzn. i Giplné fedeni rovnic (27) a (28) zapisujeme jako v kapitole 2 ve tva-

ru maticové exponenciely (7). Z blokové struktury matice A vyplyva, Ze jeji vlastni Cisla
(prvky na diagonale matice J ) jsou dana sjednocenim vlastnich ¢isel hlavnich submatic

-M'B -M'K 0 I
A, = a A.= .
’ { | 0 } i {—M“K —M“B}

Submaticova struktura modalni matice X je
vJ
V n,4n

X= , V,FeC" (34)

F
FJ

a matice V,F,J vyhovuji rovnicim



KF + BFJ + MFJ?> =KV + BVJ + MVJ?, KF +BFJ + MFJ*> =0.

3.1 Rezonanéni pripad

V rezonan¢nim ptipadé, kdy je alespon jedno z vlastnich Cisel, oznacené s, spoleénym vlast-
nim ¢islem matic A, a A., je matice (K+SB+s’M) singuldrni a Jordanova kanonick4
matice nediagonalni 1 v ptipadech, kdy jak matice A, tak i matice A jsou diagonalizovatel-

né. V tomto piipadé bude vychylka dynamického systému v(t) obsahovat funkci t'e*', />1.
3.2 Nerezonan¢éni pripad

Pokud matice A, a A nemaji Zadné vlastni ¢islo spole¢né, jde o nerezonanc¢ni ptipad, mati-
ce (K+s; B+s:M) je pro viechna vlastni &isla s (obecn& komplexni parametry buzeni)
matice A; regularni. V tomto pfipadé mizeme blokovou strukturu Jordanovské kanonické

matice J € C*™*" zapsat jako blokové diagonalni
J
J:|: F :|’ JZ’JF E(CZH,ZH
J2

a pomoci modalnich a spektralnich rozkladi matic A, a A v 2n-stavovém prostoru
A,=UJ,U) tj. A,U,=U,J, resp. A, =U_J. U tj. A,U.=U_J,

zapsat i blokovou strukturu matice X e C*"*"

U, U
X=|: 02 UZF}’ (35)
F

kde submatici U, € C*™*" je mozné urcit z rovnice
Ay Upe —Upede =—A, U (36)

ProtoZe matice A, a J. nemaji Zddné spole¢né vlastni ¢islo, linedrni rovnice (36) s nezna-
mou matici U, nema netrividlni homogenni feSeni, ale ma pouze feSeni partikularni. MiZe-

me potom explicitné zapsat i matici inverzni, ktera vystupuje v rovnici (7)

X! = U; _U;UZFUI_ZI
-1 :
0 U



Podobné jako v kapitole 2, 1 zde nediagonalni matice J, zpisobi pfitomnost funkci typu

t', />1 v homogennim fedeni 2n-stavového prostoru koeficientové matice A, coz je vlast-
nost uvazovaného dynamického systému nezavisla na vnéjsim buzeni.

4. Zavér

Byla ukdzana moznost sjednoceni homogenniho a partikularniho feseni soustav n obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic druhého fadu (zobecnéni na piipady soustav rovnic vyssiho tadu je
zfejmé) se specidlnimi pravymi stranami. K tomu byly formulovany 3n a 4n-stavové prosto-
ry a feSeni zapsdno pomoci maticové exponenciely. V téchto stavovych prostorech je pak jev
rezonance charakterizovan nasobnosti vlastniho ¢isla koeficientové matice. V numerické pra-
xi bychom nem¢li ov§em zapominat na to, Ze pro vétsi N je obtizné ziskat ptislusny maticovy
vlastni rozklad, tj. modalni matici X a Jordaniv kanonicky tvar J. V nerezonan¢nim piipadé
je feSeni v 3n a 4n-stavovych prostorech dané fesenim v 2n-stavovych prostorech.

5. Podékovani

Tato prace byla podporovana v ramci projektu GA CR ¢&. 101/09/1522.
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