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ON THE SOLUTION OF LAMINAR FLOW INSTABILITY
USING ORR-SOMMERFELD EQUATION

S. Knotek, M. Jicha !

Summary: The paper gives an introduction in the theory of laminar flow instabili-
ty solution using the Orr-Sommerfeld equation. There are summarized assumptions
for derivation of the equation and clarified the meaning of the solution for the insta-
bility growth. There is given solution method with results for the Poisseuille flow and
for the Blasius and Pohlhausen solutions of the boundary layer velocity profiles.

1. Uvod

Problém nestability lamindrnich smykovych vrstev byl feSen od konce devatendctého stoleti
v souvislosti s problematikou pfechodu laminarniho proudéni do turbulentniho rezimu. Po
pocateCnich neuspéSnych snahich o odvozeni kriterii nestability z energetickych uvah nasel
uspésny priistup lord Rayleigh (1842-1919). Vyuzil predpokladu, Ze v pfipadé malych ampli-
tud vychylek se systém chova linedrné a lze tedy dle Fourierova principu superpozice nahradit
obecnou poruchu superpozici sinusoidalnich oscilaci (poruchovych vln) zakladniho proudéni.
Princip feseni pak spociva ve sledovani tendence riistu amplitud poruchovych vin Sificich se ve
sméru zakladniho proudéni.

Slozitost tlohy vedla k zavedeni zjednoduSujicich pfedpokladd. Pfedevsim je smykova vrstva
zakladniho poudéni aproximovana dvourozmérnym paralelnim proudénim

(u,v) = (U +u',0"), (1)

kde U(y) je znamy profil a v'(x,y,t), v'(x,y,t) jsou rychlostni fluktuace ve sméru osy x a y.
Mezi zjednodusujicimi predpoklady bylo ddle zahrnuto i zanedbéani neviskéznich ¢lent, coz se
vSak ukézalo jako pfili§ velké zjednodusSeni [Tesar (1996)]. Kone¢nou rovnici odvodili nezavisle
Orr (1907) a Sommerfeld (1908) linearizaci pohybovych rovnic pro nestlacitelné proudéni.
Opravnénost dvourozmérného pristupu podal Squire praci z roku 1933, ve které ukazal, ze

Y, vzs

trojrozmérné proudéni vykazuje vétsi stabilitu nezZ proudéni dvourozmérné.

Experimentalni ovéfeni teorie rozvoje infinitezimalnich poruch laminarniho smykového prou-
déni provedli aZ roku 1943 Schubauer a Skramstad. VIny reprezentujici tyto poruchy dnes
nazyvame Tollmienovy-Schlichtingovy.

Pivodni vyznam Orrovy-Sommerfeldovy rovnice (dale OS) pro feSeni piechodu do turbu-

lence ustoupil dnes jiz do pozadi v disledku rozvoje neparalelnich a nelinearnich pfistupt.
Presto si rovnice stdle ponechava sviij vyznam v feSeni klasickych problému hydrodynamické
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nestability, jako je naptiklad nestabilita kapalinovych vrstev. Rovnice umoZziiuje predikovat am-
plitudy oscilaci a jejich rust, dale frekvence rozruch, které jsou nejvice zesilovany, a také posu-
zovat vliv rychlostnich profili na oblast stability. Zde je vSak pii feSeni tfeba jistd obezfetnost,
nebof nékteré profily vykazuji v protikladu s realitou stabilitu v celém rozsahu frekvenci i
Reynoldsovych ¢isel zakladniho proudu. Vysledky feSeni rovnice je tedy tfeba posuzovat s ohle-
dem na splnéni vychozich pifedpokladl a brat v tvahu, Ze proces destabilizace je podminén i
dal$imi mechanismy, neZ jaké postihuje vychozi teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice.

2. Teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice

Ve shodé€ s vySe uvedenym predpokladem superpozice rychlostnich vin popisujicich rozvoj
oscilaci definujeme fluktuacni viny pomoci proudové funkce poruch

W = ¢(y) explilaz — )], @)

kde ¢(y) je komplexni amplitudova funkce, « redlné vinové Cislo a 3 komplexni &islo speci-
fikujici rist poruch v Case. Rychlostni fluktuace pak ziskdme z definice proudové funkce jejimi
derivacemi

o OV _ doly)
dy dy

expli(ax — Bt)], o = —gi = —iagp(y)expli(ax — Ft)]. (3)

Dosazenim rychlosti (1) a tlaku p = P + p’ do Navierovych-Stokesovych rovnic pro nesta-
cionarni dvoudimenzionalni nestlacitelné proudéni a naslednou linearizaci a eliminaci tlakového
Clenu Ize obdrZet Orrovu-Sommerfeldovu rovnici

(U—c)(gb”—Oqub) o U”gb: (¢””—2a2¢”—|—a4¢), (4)

iaRe
kde Re = UyL /v definuje Reynoldsovo ¢islo hlavniho proudu s charakteristickym rozmérem L
a charakteristickou rychlosti Uj. Rovnice z matematického hlediska predstavuje problém vlast-
nich hodnot diferencidlni rovnice pro amplitudovou funkci ¢ a komplexni rychlost

c=— =cr+1cy,
Q

kde s ohledem na vztahy (3) cgr predstavuje fazovou rychlost vin a rychlost ¢; determinuje
hydrodynamickou stabilitu podminkami

cr <0  proudéni je stabilni,
cy >0 poudéni je nestabilni, (5)
c; =0 proudéni je neutrdlné stabilni,

v zavislosti na Reynoldsové Cisle, rychlostnim profilu zakladniho proudu U(y) a vinovém
Cisle a.

Poznamenejme, Ze analyza stability uvazujici komplexni rychlost ¢ a redlna vlnova ¢isla o
a 3 se nazyva analyza casové stability. Zvolime-li redlnou rychlost ¢ a komplexni vlnové ¢&islo
«, pak se jednd o problematiku prostorové stability. Tesat (1996) ovSem s odkazem na préci
Gastera (1962) uvadi, Ze oba pfistupy jsou ekvivalentni v matematickém smyslu.

Vénujme se v dalSim textu analyze Casové stability pro vybrané rychlostni profily.



3. Stabilita Poiseuilleova proudéni

Rychlostni profil Poisseuilleova proudéni ve védlcové trubici je v bezrozmérnych soufadnicich
ddn ve tvaru U(y) = 1 — y%. ReSeni problému stability OS rovnici vyzaduje doplnéni rovnice
okrajovymi podminkami. V tomto piipadé€ volime

p=¢ =0 vy==%l (6)

Rozfeseni rovnice podava informaci o fazové rychlosti cg a tendenci ristu nestabilit pomoci
rychlosti ¢; v zavislosti na vlnovém cisle poruchovych vin « (obrazek 1 a 2) a déle infor-
maci o velikosti amplitud rychlostnich fluktuaci pomoci amplitudové funkce ¢ v zdvislosti
na vzdalenosti od stén potrubi y (obrazek 3). Vzhledem k tomu, Ze amplitudy fluktuaci jsou
infinitezimalné malé, spoCivd vyznam feSeni rovnice ponejvice ve znaménku parametru c;
v zavislosti na Reynoldsové Cisle zakladniho proudéni a vinové délce poruch. Krivka neutrdlni
stability, na niZ rychlost ¢; nabyva nulové hodnoty, rozdé€luje prostor charakteristik (Re,)
na oblast stability a nestability (obrazek 4) a hovofime tedy také o mezi stability. Minimalni
Reynoldsovo ¢islo, pro néz existuje nestabilni frekvence, oznacujeme jako kritické a v pfipadé
Poiseuilleova proudéni nabyva hodnoty Re, = 5772 pro oy, = 1.02. Uvedené obrazky byly
ziskany pomoci Cebysevovy koloka¢ni metody uvedené v Motsa & Sibanda (2001) a imple-
mentované v jazyce Matlab.
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Obrazek 3: Amplitudova funkce. Re=1000. Obrazek 4: Oblast nestability.



4, Stabilita meznich vrstev

Problematika feSeni hydrodynamické nestability meznich vrstev pomoci OS rovnice se v porov-
nani s Poisseuilleovym proudénim vyznacuje okrajovymi podminkami

p=¢=0 vy=0, (7)
¢p=¢ =0 proy— o0, 8)
které vyzaduji specifické matematické pristupy. Vzhledem k fundamentalnimu feSeni OS rovni-

ce § = e* pro y — oo viz Schlichting (2000) nabizi se oSetfeni okrajové podminky (8)
predpisem

(") = —ad(n®), )
" (") = —ad'(n"), (10)

kde n* je vhodné Cislo. V naSem numerickém feSeni za n* dosazujeme krajni bod vypocetni
oblasti odpovidajici hodnoté bezrozmérné veliCiny y = 1.

Literatura uvadi, Ze stabilita meznich vrstev je zasadné ovliviiovana prib&hem druhé derivace
rychlostniho profilu resp. pfitomnosti inflexniho bodu. S ohledem na vztah mezi tlakovym gra-

dientem a kfivosti profilu U
0*U > op
p ( == (1
o),y Ox
je zfejma piiméa souvislost mezi existenci inflexniho bodu v rychlostnim profilu v z4vislosti na
tlakovém gradientu. Vliv infexniho bodu na oblast stability reprezentuje obrazek 5. Z obrazku je
ziejmé, Ze inflexni bod jednak sniZuje kritické Reynoldsovo ¢islo a jednak pro velka Reynolds-

ova Cisla roSifuje oblast nestability, kterd naopak pro proudéni s pfiznivym tlakovym gradientem
(bez inflexniho bodu) mizi.
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Obrazek 5: Kfivky neutrdlni stability meznich vrstev. Pfevzato z Schlichting (2000)

S ohledem na uvedené skute¢nosti uved me v dal$im vysledky feseni OS rovnice pro Blasitv
a Pohlhauseniv rychlostni profil s uvazenim tlakovych gradienti.



4.1. Blasiav profil

Zopakujme, Ze Blasiovym rychlostnim profilem rozumime feSeni Prandtlovy rovnice mezni
vrstvy bez tlakového gradientu. Pro naSe ucely bylo pouzito kddu numerického feSeni blasius.m
viz Hoepftner (b). Rychlostni profil v€etné priibéhu jeho normalizované druhé derivace je uve-
den na obrazku 6. Z obrazku lze nahlédnout, Ze inflexni bod se nachézi na sténé, coZ korespon-
duje s rovnici (11) a deklaruje, Ze Blasitiv rychlostni profil pfedstavuje hrani¢ni profil z hlediska
existence inflexniho bodu.

Aplikaci Cebysevovy kolokaéni metody s osetfenim okrajovych podminek dle Hoepffner (a)
obdrzime pro a = 1.5 a Re = 200 amplitudovou funkci, jejiZ redlnd a imaginarni slozka je
zachycena na obrazku 7.
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Obrazek 6: Blasituv rychlostni profil. Obrazek 7: Amplitudova funkce.

4.2. Pohlhausenuv profil

Pohlhausenovymi rychlostnimi profily chapeme rodinu profila definovanou polynomem ¢tvrtého
stupné

U A
W) _ 9y — 92 4yt + 2yt - g, (12)
U 6
kde U, je rychlost vnéjsiho proudu a
62 dU,
A=— (13)
v dx

je tvarovy parametr nabyvajici hodnot A € [—12;12], pfi¢emz pro A < 0 ma rychlostni profil
inflexni bod (Schlichting, 2000).

Rychlostn{ profily véetné jejich druhych derivaci pro A = {3; —3} uvadi obrazek 8. Vliv
inflexniho bodu profilu na oblast nestability je zachycen na obrazku 9.

Pohlhausentiv profil pro A = 0 odpovida profilu bez tlakového gradientu a tudiz kvalitativné
koresponduje s profilem Blasiovym. Porovnani obou rychlostnich profili a oblasti nestabilit
v logaritmickych soufadnicich reprezentuji obrazky 10 a 11.
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Obrézek 10: Rychlostni profily. Obrazek 11: Oblasti stability.

5. Zhodnoceni vysledku

Vypocetni postup pouzity k feSeni nestability meznich vrstev 1ze v prvé fadé validovat feSenim
nestability Poisseuilleova proudéni a porovnanim vyslednych hodnot naptiklad s feSenim dle
¢lanku Motsa & Sibanda (2001). Referen¢nimi hodnotami v tomto pripadé mohou byt jednak
vlastni hodnoty OS rovnice, tj. rychlosti cy a c;, a jednak kritické Reynoldsovo &islo. V prvém
piipadé obdrzime posloupnost hodnot v zavislosti na poétu Cebysevovych polynomi pouZitych
v feSeni viz tabulka 1. Kritické parametry nestabilniho fezimu jsou dle literatury (napf. Orszag

(1971)) dany hodnotami Rej = 5772.2 a o, = 1.021. Téchto hodnot dosahuje zvoleny pfistup
pro N = 50.

Vypocet oblasti nestabilit meznich vrstev je v porovnani s problémem nestability Poisseui-
lleova proudéni narocnéjsi na osetieni okrajovych podminek v nevlastnim bod¢. Vysledné grafy
na obrazcich 9 a 11 deklaruji kvalitativni shodu s teorii vlivu inflexniho bodu rychlostniho pro-
filu na oblast nestability. PouZijeme-li jako kvantitativni charakteristiku validace feSeni hodnotu
Rey, pak obdrzime hodnoty, které jsou v porovnani s vysledky uvadénymi v literatufe v rizné
mife nadhodnoceny. V piipadé Blasiova resp. Pohlhausenova profilu pro A = 0 se jedna o hod-
noty Rej, = 520 resp. Re, = 645 (Schlichting, 2000)) vs. Re, = 610 resp. Rep = 1027.



N cgr + tc; (Motsa) cr +icy

30 0.23739952 + 0.00375098 i 0.23739952 + 0.00375098 1
40 0.23751460 + 0.00374111 1 0.23751460 + 0.00374111 1
20 0.23752612 + 0.00373920 i 0.23752612 + 0.00373920 i
60 0.23752650 + 0.00373967 1 0.23752650 + 0.00373966 1
64 0.23752649 + 0.00373967 1 0.23752649 + 0.00373967 1

Tabulka 1: Vlastni hodnoty OS rovnice pro Poisseuilleovo proudéni. o = 1, Re = 10000.

6. Zavér

Clének predstavuje tvodni piispévek k problematice nestability lamindrniho proudéni feSené
pomoci teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Na zakladé éebyéevovy kolokaéni metody pro
reSeni diferencidlnich rovnic byla sestavena programova procedura v jazyce Matlab a jeji po-
moci byl feSen okrajovy problém Orrovy-Sommerfeldovy rovnice pro rtizné typy rychlostnich
profili. Vysledna feseni kvalitativné odpovidaji vysledkim uvadénym v literatufe. V piipadé
Poisseuilleova proudéni procedura dosahuje obdobné piesnosti jako v pripadé referencniho
postupu z ¢lanku Motsa & Sibanda (2001). Hodnoty kritickych Reynoldsovych Cisel pro pro-
fily meznich vrstev jsou v porovndni s hodnotami uvddénymi v literatufe nadhodnoceny. Tato
diference je zfejmé zpisobena aplikaci univerzalniho osetfeni okrajovych podminek viz Hoep-
ffner (a). Pfesto 1ze dosahnuté vysledky zejména z kvalitativniho hlediska povazovat za dosta-
tecné reprezentativni dokumentaci vlivu rychlostnich profilG na oblast nestability laminarniho
proudéni. Zvoleny postup navic deklaruje pomérné jednoduchou metodu feseni problému vlast-
nich hodnot diferencialni rovnice s nehomogennimi okrajovymi podminkami, jehoZ exaktni
rozieSeni je v pripadé Orrovy-Sommerfeldovy rovnice tématem védeckych publikaci mezi-
narodni drovné.
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