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Summary: The paper gives an introduction in the theory of laminar flow instabili-
ty solution using the Orr-Sommerfeld equation. There are summarized assumptions
for derivation of the equation and clarified the meaning of the solution for the insta-
bility growth. There is given solution method with results for the Poisseuille flow and
for the Blasius and Pohlhausen solutions of the boundary layer velocity profiles.

1. Úvod

Problém nestability laminárnı́ch smykových vrstev byl řešen od konce devatenáctého stoletı́
v souvislosti s problematikou přechodu laminárnı́ho prouděnı́ do turbulentnı́ho režimu. Po
počátečnı́ch neúspěšných snahách o odvozenı́ kriteriı́ nestability z energetických úvah našel
úspěšný přı́stup lord Rayleigh (1842-1919). Využil předpokladu, že v přı́padě malých ampli-
tud výchylek se systém chová lineárně a lze tedy dle Fourierova principu superpozice nahradit
obecnou poruchu superpozicı́ sinusoidálnı́ch oscilacı́ (poruchových vln) základnı́ho prouděnı́.
Princip řešenı́ pak spočı́vá ve sledovánı́ tendence růstu amplitud poruchových vln šı́řı́cı́ch se ve
směru základnı́ho prouděnı́.

Složitost úlohy vedla k zavedenı́ zjednodušujı́cı́ch předpokladů. Předevšı́m je smyková vrstva
základnı́ho pouděnı́ aproximována dvourozměrným paralelnı́m prouděnı́m

(u, v) = (U + u′, v′), (1)

kde U(y) je známý profil a u′(x, y, t), v′(x, y, t) jsou rychlostnı́ fluktuace ve směru osy x a y.
Mezi zjednodušujı́cı́mi předpoklady bylo dále zahrnuto i zanedbánı́ neviskóznı́ch členů, což se
však ukázalo jako přiliš velké zjednodušenı́ [Tesař (1996)]. Konečnou rovnici odvodili nezávisle
Orr (1907) a Sommerfeld (1908) linearizacı́ pohybových rovnic pro nestlačitelné prouděnı́.
Oprávněnost dvourozměrného přı́stupu podal Squire pracı́ z roku 1933, ve které ukázal, že
trojrozměrné prouděnı́ vykazuje většı́ stabilitu než prouděnı́ dvourozměrné.

Experimentálnı́ ověřenı́ teorie rozvoje infinitezimálnı́ch poruch laminárnı́ho smykového prou-
děnı́ provedli až roku 1943 Schubauer a Skramstad. Vlny reprezentujı́cı́ tyto poruchy dnes
nazýváme Tollmienovy-Schlichtingovy.

Původnı́ význam Orrovy-Sommerfeldovy rovnice (dále OS) pro řešenı́ přechodu do turbu-
lence ustoupil dnes již do pozadı́ v důsledku rozvoje neparalelnı́ch a nelineárnı́ch přı́stupů.
Přesto si rovnice stále ponechává svůj význam v řešenı́ klasických problémů hydrodynamické
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nestability, jako je napřı́klad nestabilita kapalinových vrstev. Rovnice umožňuje predikovat am-
plitudy oscilacı́ a jejich růst, dále frekvence rozruchů, které jsou nejvı́ce zesilovány, a také posu-
zovat vliv rychlostnı́ch profilů na oblast stability. Zde je však při řešenı́ třeba jistá obezřetnost,
nebot’ některé profily vykazujı́ v protikladu s realitou stabilitu v celém rozsahu frekvencı́ i
Reynoldsových čı́sel základnı́ho proudu. Výsledky řešenı́ rovnice je tedy třeba posuzovat s ohle-
dem na splněnı́ výchozı́ch předpokladů a brát v úvahu, že proces destabilizace je podmı́něn i
dalšı́mi mechanismy, než jaké postihuje výchozı́ teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice.

2. Teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice

Ve shodě s výše uvedeným předpokladem superpozice rychlostnı́ch vln popisujı́cı́ch rozvoj
oscilacı́ definujeme fluktuačnı́ vlny pomocı́ proudové funkce poruch

Ψ = φ(y) exp[i(αx− βt)] , (2)

kde φ(y) je komplexnı́ amplitudová funkce, α reálné vlnové čı́slo a β komplexnı́ čı́slo speci-
fikujı́cı́ růst poruch v čase. Rychlostnı́ fluktuace pak zı́skáme z definice proudové funkce jejı́mi
derivacemi

u′ =
∂Ψ

∂y
=

dφ(y)

dy
exp[i(αx− βt)], v′ = −∂Ψ

∂x
= −iαφ(y)exp[i(αx− βt)]. (3)

Dosazenı́m rychlostı́ (1) a tlaku p = P + p′ do Navierových-Stokesových rovnic pro nesta-
cionárnı́ dvoudimenzionálnı́ nestlačitelné prouděnı́ a následnou linearizacı́ a eliminacı́ tlakového
členu lze obdržet Orrovu-Sommerfeldovu rovnici

(U − c)(φ′′ − α2φ)− U ′′φ =
1

iαRe
(φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ), (4)

kde Re = U0L/ν definuje Reynoldsovo čı́slo hlavnı́ho proudu s charakteristickým rozměrem L
a charakteristickou rychlostı́ U0. Rovnice z matematického hlediska představuje problém vlast-
nı́ch hodnot diferenciálnı́ rovnice pro amplitudovou funkci φ a komplexnı́ rychlost

c =
β

α
= cR + icI ,

kde s ohledem na vztahy (3) cR představuje fázovou rychlost vln a rychlost cI determinuje
hydrodynamickou stabilitu podmı́nkami

cI < 0 prouděnı́ je stabilnı́,
cI > 0 pouděnı́ je nestabilnı́,
cI = 0 prouděnı́ je neutrálně stabilnı́,

(5)

v závislosti na Reynoldsově čı́sle, rychlostnı́m profilu základnı́ho proudu U(y) a vlnovém
čı́sle α.

Poznamenejme, že analýza stability uvažujı́cı́ komplexnı́ rychlost c a reálná vlnová čı́sla α
a β se nazývá analýza časové stability. Zvolı́me-li reálnou rychlost c a komplexnı́ vlnové čı́slo
α, pak se jedná o problematiku prostorové stability. Tesař (1996) ovšem s odkazem na práci
Gastera (1962) uvádı́, že oba přı́stupy jsou ekvivalentnı́ v matematickém smyslu.

Věnujme se v dalšı́m textu analýze časové stability pro vybrané rychlostnı́ profily.



3. Stabilita Poiseuilleova prouděnı́

Rychlostnı́ profil Poisseuilleova prouděnı́ ve válcové trubici je v bezrozměrných souřadnicı́ch
dán ve tvaru U(y) = 1 − y2. Řešenı́ problému stability OS rovnicı́ vyžaduje doplněnı́ rovnice
okrajovými podmı́nkami. V tomto přı́padě volı́me

φ = φ′ = 0 v y = ±1. (6)

Rozřešenı́ rovnice podává informaci o fázové rychlosti cR a tendenci růstu nestabilit pomocı́
rychlosti cI v závislosti na vlnovém čı́sle poruchových vln α (obrázek 1 a 2) a dále infor-
maci o velikosti amplitud rychlostnı́ch fluktuacı́ pomocı́ amplitudové funkce φ v závislosti
na vzdálenosti od stěn potrubı́ y (obrázek 3). Vzhledem k tomu, že amplitudy fluktuacı́ jsou
infinitezimálně malé, spočı́vá význam řešenı́ rovnice ponejvı́ce ve znaménku parametru cI
v závislosti na Reynoldsově čı́sle základnı́ho prouděnı́ a vlnové délce poruch. Křivka neutrálnı́
stability, na nı́ž rychlost cI nabývá nulové hodnoty, rozděluje prostor charakteristik (Re,α)
na oblast stability a nestability (obrázek 4) a hovořı́me tedy také o mezi stability. Minimálnı́
Reynoldsovo čı́slo, pro něž existuje nestabilnı́ frekvence, označujeme jako kritické a v přı́padě
Poiseuilleova prouděnı́ nabývá hodnoty Rek = 5772 pro αk = 1.02. Uvedené obrázky byly
zı́skány pomocı́ Čebyševovy kolokačnı́ metody uvedené v Motsa & Sibanda (2001) a imple-
mentované v jazyce Matlab.

Obrázek 1: Rychlost cI . Re=8000. Obrázek 2: Rychlost cR. Re=2000.

Obrázek 3: Amplitudová funkce. Re=1000. Obrázek 4: Oblast nestability.



4. Stabilita meznı́ch vrstev

Problematika řešenı́ hydrodynamické nestability meznı́ch vrstev pomocı́ OS rovnice se v porov-
nánı́ s Poisseuilleovým prouděnı́m vyznačuje okrajovými podmı́nkami

φ = φ′ = 0 v y = 0, (7)
φ = φ′ = 0 pro y →∞ , (8)

které vyžadujı́ specifické matematické přı́stupy. Vzhledem k fundamentálnı́mu řešenı́ OS rovni-
ce φ = e±αy pro y → ∞ viz Schlichting (2000) nabı́zı́ se ošetřenı́ okrajové podmı́nky (8)
předpisem

φ′(η∗) = −αφ(η∗), (9)
φ′′(η∗) = −αφ′(η∗), (10)

kde η∗ je vhodné čı́slo. V našem numerickém řešenı́ za η∗ dosazujeme krajnı́ bod výpočetnı́
oblasti odpovı́dajı́cı́ hodnotě bezrozměrné veličiny y = 1.

Literatura uvádı́, že stabilita meznı́ch vrstev je zásadně ovlivňována průběhem druhé derivace
rychlostnı́ho profilu resp. přı́tomnostı́ inflexnı́ho bodu. S ohledem na vztah mezi tlakovým gra-
dientem a křivostı́ profilu U

µ

(
∂2U

∂y2

)
y=0

=
∂p

∂x
(11)

je zřejmá přı́má souvislost mezi existencı́ inflexnı́ho bodu v rychlostnı́m profilu v závislosti na
tlakovém gradientu. Vliv infexnı́ho bodu na oblast stability reprezentuje obrázek 5. Z obrázku je
zřejmé, že inflexnı́ bod jednak snižuje kritické Reynoldsovo čı́slo a jednak pro velká Reynolds-
ova čı́sla rošiřuje oblast nestability, která naopak pro prouděnı́ s přı́znivým tlakovým gradientem
(bez inflexnı́ho bodu) mizı́.

Obrázek 5: Křivky neutrálnı́ stability meznı́ch vrstev. Převzato z Schlichting (2000)

S ohledem na uvedené skutečnosti uved’me v dalšı́m výsledky řešenı́ OS rovnice pro Blasiův
a Pohlhausenův rychlostnı́ profil s uváženı́m tlakových gradientů.



4.1. Blasiův profil

Zopakujme, že Blasiovým rychlostnı́m profilem rozumı́me řešenı́ Prandtlovy rovnice meznı́
vrstvy bez tlakového gradientu. Pro naše účely bylo použito kódu numerického řešenı́ blasius.m
viz Hoepffner (b). Rychlostnı́ profil včetně průběhu jeho normalizované druhé derivace je uve-
den na obrázku 6. Z obrázku lze nahlédnout, že inflexnı́ bod se nacházı́ na stěně, což korespon-
duje s rovnicı́ (11) a deklaruje, že Blasiův rychlostnı́ profil představuje hraničnı́ profil z hlediska
existence inflexnı́ho bodu.

Aplikacı́ Čebyševovy kolokačnı́ metody s ošetřenı́m okrajových podmı́nek dle Hoepffner (a)
obdržı́me pro α = 1.5 a Re = 200 amplitudovou funkci, jejı́ž reálná a imaginárnı́ složka je
zachycena na obrázku 7.

Obrázek 6: Blasiův rychlostnı́ profil. Obrázek 7: Amplitudová funkce.

4.2. Pohlhausenův profil

Pohlhausenovými rychlostnı́mi profily chápeme rodinu profilů definovanou polynomem čtvrtého
stupně

U(y)

Ue
= 2y − 2y2 + y4 +

Λ

6
y(1− y)3, (12)

kde Ue je rychlost vnějšı́ho proudu a

Λ =
δ2

ν

dUe
dx

(13)

je tvarový parametr nabývajı́cı́ hodnot Λ ∈ [−12; 12], přičemž pro Λ < 0 má rychlostnı́ profil
inflexnı́ bod (Schlichting, 2000).

Rychlostnı́ profily včetně jejich druhých derivacı́ pro Λ = {3;−3} uvádı́ obrázek 8. Vliv
inflexnı́ho bodu profilu na oblast nestability je zachycen na obrázku 9.

Pohlhausenův profil pro Λ = 0 odpovı́dá profilu bez tlakového gradientu a tudı́ž kvalitativně
koresponduje s profilem Blasiovým. Porovnánı́ obou rychlostnı́ch profilů a oblastı́ nestabilit
v logaritmických souřadnicı́ch reprezentujı́ obrázky 10 a 11.



Obrázek 8: Rychlostnı́ profily. Obrázek 9: Oblasti stability.

Obrázek 10: Rychlostnı́ profily. Obrázek 11: Oblasti stability.

5. Zhodnocenı́ výsledků

Výpočetnı́ postup použitý k řešenı́ nestability meznı́ch vrstev lze v prvé řadě validovat řešenı́m
nestability Poisseuilleova prouděnı́ a porovnánı́m výsledných hodnot napřı́klad s řešenı́m dle
článku Motsa & Sibanda (2001). Referenčnı́mi hodnotami v tomto přı́padě mohou být jednak
vlastnı́ hodnoty OS rovnice, tj. rychlosti cR a cI , a jednak kritické Reynoldsovo čı́slo. V prvém
přı́padě obdržı́me posloupnost hodnot v závislosti na počtu Čebyševových polynomů použitých
v řešenı́ viz tabulka 1. Kritické parametry nestabilnı́ho řežimu jsou dle literatury (např. Orszag
(1971)) dány hodnotami Rek = 5772.2 a αk = 1.021. Těchto hodnot dosahuje zvolený přı́stup
pro N = 50.

Výpočet oblastı́ nestabilit meznı́ch vrstev je v porovnánı́ s problémem nestability Poisseui-
lleova prouděnı́ náročnějšı́ na ošetřenı́ okrajových podmı́nek v nevlastnı́m bodě. Výsledné grafy
na obrázcı́ch 9 a 11 deklarujı́ kvalitativnı́ shodu s teoriı́ vlivu inflexnı́ho bodu rychlostnı́ho pro-
filu na oblast nestability. Použijeme-li jako kvantitativnı́ charakteristiku validace řešenı́ hodnotu
Rek pak obdržı́me hodnoty, které jsou v porovnánı́ s výsledky uváděnými v literatuře v různé
mı́ře nadhodnoceny. V přı́padě Blasiova resp. Pohlhausenova profilu pro Λ = 0 se jedná o hod-
noty Rek = 520 resp. Rek = 645 (Schlichting, 2000)) vs. Rek = 610 resp. Rek = 1027.



N cR + icI (Motsa) cR + icI
30 0.23739952 + 0.00375098 i 0.23739952 + 0.00375098 i
40 0.23751460 + 0.00374111 i 0.23751460 + 0.00374111 i
50 0.23752612 + 0.00373920 i 0.23752612 + 0.00373920 i
60 0.23752650 + 0.00373967 i 0.23752650 + 0.00373966 i
64 0.23752649 + 0.00373967 i 0.23752649 + 0.00373967 i

Tabulka 1: Vlastnı́ hodnoty OS rovnice pro Poisseuilleovo prouděnı́. α = 1, Re = 10000.

6. Závěr

Článek představuje úvodnı́ přı́spěvek k problematice nestability laminárnı́ho prouděnı́ řešené
pomocı́ teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Na základě Čebyševovy kolokačnı́ metody pro
řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic byla sestavena programová procedura v jazyce Matlab a jejı́ po-
mocı́ byl řešen okrajový problém Orrovy-Sommerfeldovy rovnice pro různé typy rychlostnı́ch
profilů. Výsledná řešenı́ kvalitativně odpovı́dajı́ výsledkům uváděným v literatuře. V přı́padě
Poisseuilleova prouděnı́ procedura dosahuje obdobné přesnosti jako v přı́padě referenčnı́ho
postupu z článku Motsa & Sibanda (2001). Hodnoty kritických Reynoldsových čı́sel pro pro-
fily meznı́ch vrstev jsou v porovnánı́ s hodnotami uváděnými v literatuře nadhodnoceny. Tato
diference je zřejmě způsobena aplikacı́ univerzálnı́ho ošetřenı́ okrajových podmı́nek viz Hoep-
ffner (a). Přesto lze dosáhnuté výsledky zejména z kvalitativnı́ho hlediska považovat za dosta-
tečně reprezentativnı́ dokumentaci vlivu rychlostnı́ch profilů na oblast nestability laminárnı́ho
prouděnı́. Zvolený postup navı́c deklaruje poměrně jednoduchou metodu řešenı́ problému vlast-
nı́ch hodnot diferenciálnı́ rovnice s nehomogennı́mi okrajovými podmı́nkami, jehož exaktnı́
rozřešenı́ je v přı́padě Orrovy-Sommerfeldovy rovnice tématem vědeckých publikacı́ mezi-
národnı́ úrovně.
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