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Approximation of the compliance function based on continuous
retardation spectrum

P. Havlasek, M. Jirdsek !

Summary: When describing rheologic processes in concrete, such as creep or rela-
xation, efficient numerical methods based on the exponential algorithm for a Kelvin
or Maxwell chain are often used. Efficient identification of parameters of such a
rheologic chain is a difficult problem. This paper is focused on one specific me-
thod using the concept of continuous retardation spectrum, which provides explicit
formulae for determination of parameters.

1. Uvod

Funkci poddajnosti pro popis dotvarovani betonu je pro ucely numerické implementace vhodné
aproximovat Dirichletovou fadou. Tato fada odpovidd Kelvinovu reologickému fetézci, jehoz
chovani je popsano diferencidlnimi rovnicemi a je pro néj vyvinut efektivni exponencidlni al-
goritmus.

Prispévek se tykd metody zaloZené na pojmu retardacniho spektra, kterou Ize jednoduse
urcit parametry Dirichletovy fady aproximujici danou funkci poddajnosti. Tato metoda bude
predstavena v aplikaci na funkci poddajnosti modelu B3 profesora BaZanta a na funkce pod-
dajnosti modelti z norem ACI a CEB. Oproti klasické metodé nejmensich ¢tvercd, vedouci
na feSeni soustavy linedrnich rovnic, poskytuje metoda vychézejici z retardacniho spektra ex-
plicitni vzorce pro urceni tuhosti jednotlivych ¢lankii Kelvinova fetézce. Presnost a zarovei i
slozitost vzorci zavisi na zvoleném fadu aproximace. V prispévku bude provedena podrobna
analyza téchto aspektii a navrZen postup piedstavujici z praktického hlediska optimalni kom-
promis.

2. Vztah mezi retarda¢nim spektrem a funkci poddajnosti

Kelvindv reologicky fetézec (viz obrazek 1) vznikne sériovym spojenim jednotlivych Kelvi-
novych ¢lanki, ve kterych jsou paralelné zapojeny pruZiny o tuhosti £, s viskéznimi tlumici o
viskozité 7, 4 = 1,2,... M. VEtSina deformace se pii zatiZeni Kelvinova Clanku s parametry
1, a E,, odehraje v Case blizkém jejich poméru. Proto se zavadi pomocna veli¢ina

Ty = M/ By (1)
zvand retardacni Cas. Pfi sestavovini Kelvinova fetézce je proto dobré volit retardacni Casy
jednotlivych ¢lanku tak, aby byly rovnomérné rozdéleny (v logaritmické stupnici) a pokryly
zkoumany Casovy interval.
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Obrazek 1: Schéma Kelvinova retézce.

Dirichletova fada popisujici funkci poddajnosti Kelvinova fetézce ma tvar

1 X1
Jo(t) = 5t > 7 (1- e_t/T“)] H(t) )
pn=1

a predstavuje soucet prispévkd vsech ¢lankd Kelvinova fetézce. Prvni Clen této fady, 1/FEj,
popisuje poddajnost elastické pruZiny, kterd umoziuje simulovat okamzité deformace, a H (t)
je Heavisideova funkce.

Graf zavislosti poddajnosti 1/F, na In7, se nazyva retardacni spektrum materidlu. Pro
fetézec popsany Dirichletovou fadou (2) je toto spektrum diskrétni. Spojité retardacni spek-
trum popisuje Kelvindv fetézec, ktery ma nekone¢né¢ mnoho Kelvinovych ¢lanka s nekonecné
malymi poddajnostmi a spojité se ménicimi retardacnimi Casy. Funkce poddajnosti je pak po-
psana vztahem .

B(t) = / L) (1—e ) d(lnr),  t>0 3)

7=0

kde L(7) predstavuje spojité retardacni spektrum. Piiklad spojitého retardacniho spektra je
znazornén na obrazku 2. V inZenyrskych udlohich, kde se pfi popisu funkce poddajnosti 1ze
spokojit s presnosti v fadu procent, Ize takové spojité spektrum nahradit spektrem diskrétnim,
jehoz retardacni Casy budou v logaritmickém méfitku rovnomérné vzdalené. Tuhosti vstupujici
do prislusné Dirichletovy fady lze pak pro pevné zvolené retardacni Casy urcit integraci. Na
obrazku 2 jsou Srafou vyznaceny plochy, které odpovidaji poddajnostem 1/E,,. Pokud se sou-
sedn{ retardacni ¢asy zvoli v poméru 1:10, 1ze tuhost £, vypocitat jako 1/ (L (7,) In 10). Pod-
dajnost nultého ¢lenu (pruziny) lze bud’ urdit integraci,

1 71/v/10
— = / L(r)d(InT) 4)
N =0

nebo lze do Dirichletovy fady zaradit ¢leny, jejichz retarda¢ni ¢asy budou velmi malé (napf.
10715 dne).

Funkce popisujici retardaéni spektrum L (7) miZe byt ziskdna vyuzitim Postova-Widderova
vzorce pro inverzni Laplaceovu transformaci. Podle néj je k—t4 aproximace retarda¢niho spek-

tra ddna vzorcem k
—kt
Lu(r) = — (), k=12, ®



kde ®*) oznatuje k—tou derivaci analyticky predepsané (a dostate¢n& hladké) funkce poddaj-
nosti. Pro £ — oo aproximace konverguji k presnému retardacnimu spektru:

L(1) = lim Lg(7) (0)

k—o00

L, )1+

k+1

L(T) ~

L(t, )~
L(t,) 1

In(T)

Obrazek 2: Spojité retardacni spektrum. UrCeni tuhosti jednotlivych ¢lentd Kelvinova fetézce.

3. Urceni ¢lenua Dirichletovy Fady vybranych modeli pro popis dotvarovani

V této kapitole budou pro vybrané modely (model B3, model ACI a CEB) uvedeny postupy
a vzorce, kterymi lze urcit parametry Kelvinova reologického fetézce tak, aby odpovidajici
Dirichletova fada aproximovala pivodni funkci poddajnosti s minimalni chybou.

3.1. Model B3 - zakladni dotvarovani

Funkce poddajnosti modelu B3 je definovdna souctem funkce poddajnosti popisujici zakladni
dotvarovani J, (¢,t’) a funkce vyjadfujici dotvarovani spojené s vysychanim J (¢,t’). Zékladn{
dotvarovani pak lze déle rozdélit na Cast elastickou J., viskoelastickou J, (¢,t') a viskozni
J¢ (t,t"). Nejprve bude rozebrana funkce poddajnosti nestarnouciho materidlu, ktera je pouzita
pfi popisu viskoelastické Casti dotvarovani starnouciho materidlu podle teorie solidifikace. Tato
funkce je v modelu B3 ddna predpisem

@(t—t’):qgln[1+<t;t)], (7)
0

kde ¢ [MPa~1] je empiricky soucinitel zdvisejici na obsahu cementu v betonové smési a tlakové
pevnosti a \g a n jsou konstanty s typickymi hodnotami \y = 1 den a n = 0,1. JelikoZ ¢, je
multiplikativni konstanta, sta¢i pozornost soustfedit na funkci odpovidajici hodnoté ¢, = 1,
kterou oznacime

Oy(t) =In(L+") =In[f (t)], kde f(t) =1+ (8)



Dosazenim vztahu (8) do (5) lze ur¢it libovolny fad aproximace funkce L (7). Nasledujici dva
radky uvadéji aproximace prvnich dvou rada:

n

nr
Li(r) =r(r) = 15— ©
27)" [1 — 27)"
Lo(r) = —ar2a)(2r) = ME) L =nt Q7)) (10)
14 (27)"]
Pro n = 1 Ize navic urcit presné feSent:
ko \" 1
— 1 — - /T
v =i (%) = an

Na obrazku 3 jsou uvedena retardacni spektra pro rizné hodnoty parametru n a pro rizné fady
aproximace. Pro n = 1 je navic zobrazeno i presné (limitni) feSeni. Jak je vidét, retardacni
spektra pro mensi hodnotu parametru n konverguji rychleji k pfesnému feSeni; pro n = 0,1 (do-
porucend hodnota parametru modelu B3) je rozdil mezi jednotlivymi aproximovanymi feSenimi
minimalni. Plati, Ze L (7) — n pro 7 — oc.
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Obrazek 3: Retardacni spektrum funkce (8) pro hodnoty (a) n = 1, (b) n = 0,5, (c¢) n = 0,1.



Pokud byly zvoleny retardacni ¢asy ¢lankid Kelvinova fetézce v nasobcich deseti a pokud je
prvni retardacni ¢as oznacen 7y, pak lze vztah (3) aproximovat takto:

Ou(t) = /OO L(r) (1 —e ) d(In7) ~

=0

Q

T1/v/10 M
/ Li(7)d(In7) + (In 10) Z Li(7,) (1 —e7/™) (12)
T ,u=1

=0

V ném lze identifikovat jednotlivé poddajnosti ¢lankd Kelvinova fetézce,

1 Tl/\/ﬁ 1
EOZ/T:O Lr)dnr), = (n10) Li(z) (13)

Pro druhy fad aproximace (tedy pro £ = 2) a se zahrnutim multiplikativni konstanty ¢ dostdvame

1 - G270 . 2 \ !

— =¢h(l+7) - ———m—, To= | —7= 14

B, & ( 0) 10 (1 + 7o) 0 (\/_10) (14)
1 7,(09+ 7)) _ 01
— = q(n10) I— 7, = (27,)" 15
E, o )10(1+%ﬂ)2 n = (27) (13)

Na obrazku 4(a) je zobrazen Casovy pribéh presné bezrozmérné funkce poddajnosti @, a
jeji prvni, druhé a tfeti aproximace (kK = 1,2, 3). Shoda pochopitelné neni dobrd pro doby
zatizeni mnohem krats$i neZ nejmensi retardacni ¢as 7, nebo mnohem delSi nez nejvétsi re-
tardacni Cas 7. Proto je pocet retardacnich Casi a jejich hodnoty vzdy tfeba volit s ohledem na
konkrétni aplikaci. V rozmezi pokrytém retarda¢nimi Casy je shoda pomérné dobrd, ale jak uka-
zuje obrazek 4(b), relativni chyba se pro k = 21 k = 3 pohybuje kolem 2% a vyrazné se nesnizi
ani pro vysoky fad aproximace k = 6. Podstatného zlepSeni lze dosdhnout Gpravou, pfi které
jsou po urCeni tuhosti £, vSechny retardaCni Casy 7, vynasobeny empirickou konstantou 1,35 (v
grafu oznacena jako “upravené 1) a tuhost ¢ldnku spojeného s nejdelSim retardacim Casem 7,
je vydélena hodnotou 1,2 (“upravené 2”). Po této Upravé se i pro nizky fad aproximace k = 2
relativni chyba pohybuje do 0,3%.

3.2. Model B3 - dotvarovani spojené s vysychanim

V této casti budou formulovéany vztahy, kterymi lze urcit parametry Kelvinova fetézce v pripadé
popisu dotvarovani spojeného s vysychanim modelu B3. Funkce poddajnosti je uena vzorcem

Jy(t,t') = g5V e—9t—t) — e—9(t'—t0) ¢ > >t (16)

kde g5 [MPa~'] je parametr z4visly na primérné tlakové pevnosti betonu f, a kone¢né hodnoté
smrSténi €7;. Pomocna funkce g (t) je definovana vztahem

g(t)=8[1-(1-n)S({H)], (17)
kde h znadi relativni vlhkost a
t

Tsh

S (t) = tanh (18)
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Obréazek 4: (a) Grafy funkce poddajnosti v zavislosti na fadu aproximace, (b) relativni chyba
vztazend k analytickému vzorci.

V poslednim vzorci oznacuje 7, veli¢inu zndmou jako polocas vysychani.

Oproti funkci popisujici zakladni dotvarovani je tato funkce stirnouci, tzn. jeji funkéni hod-
nota nezavisi jen na délce trvani zatizeni ¢t — t/, ale i na stafi betonu ¢, ve kterém zacalo vy-
sychani, a na staif ¢/, ve kterém za¢alo ptsobit zatiZeni. Casy t, a t’ miizeme chapat jako para-
metry, které maji vliv na poddajnosti jednotlivych ¢lankt Kelvinova fetézce. Pro zjednoduseni
zapisu oznacime t, = t’ — t,. Pro pevné zvolenou hodnotu ¢, mtiiZeme stanovit retardacni spek-

trum funkce poddajnosti

B4 (1) =\ e #(6) — o), 4>, (19)

kde proménnd t ma nyni vyznam délky trvani zatiZeni, tj. stejny vyznam jako rozdil ¢ — ¢/
v ptivodnim vzorci (16). Navic byl koeficient g5 poloZen roven jedné. Prvni a druhd derivace
funkce (19) podle ¢ je ddna vztahy

efg(tth())g/ (t+ 1))
20, (t)

&', (1) = — (20)

vy D[P t) — g ) g2 (44 1)
Py (1) = 20, (1) B 493 (1) D

kde ¢' a g” zna&i prvni a druhou ¢asovou derivaci funkce g. Vyssi fady derivaci funkce ®/; zde
pro svou sloZitost nejsou uvedeny; k jejich ziskani bylo pouZito symbolické prostfedi programu
Matlab. Prvni a druhd aproximace retardacniho spektra je urCena stejnym postupem jako v

predchozim piipadé:

ey (71 1)
2(I)d (7')

Li(1) =1, (1) = —7 (22)

Ly(1) = —47%®(27) = 23)
_ 92 (e_g@%) (97 2 +15) —g" (27 +1)] e 2CH) g2 (o 4 ta>>

4 (27) 293 (271)



Na obrazku 5 jsou uvedeny aproximace Ly, (7) retardaéniho spektra funkce @, pro konkrétn{
hodnoty ¢, = 7 dni, h = 0,5 a 7, = 1000 dni. Jak je z grafu vidét, retardacni spektra se pro jed-
notlivé fady aproximace liSi vice nez v pripadé funkce @, z rovnice (8). Lze tedy predpokladat,
Ze pro nizsi fady aproximace bude znacny rozdil mezi Dirichletovou fadou a presnou funkci
poddajnosti. S rostoucim fadem aproximace se spektrum zuZuje a jeho funk¢ni hodnoty ros-
tou. Jeho vrchol je pfiblizné v Case 7,,. Tuhosti £, ¢lankl Kelvinova fetézce 1ze urcit nume-
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Obrazek 5: Retardacni spektrum pro dotvarovani spojené s vysychanim modelu B3.

rickou integraci uZitim obdélnikového pravidla, tj. dle vzorce (13). Urcit vzorec pro vypocet
tuhosti nultého Kelvinova ¢lanku by znamenalo vyhodnotit prvni z vyrazi (13). Tuto kompli-
kaci lze obejit posunutim c¢asu t,,,;,, tedy nahrazenim pruziny Kelvinovymi Clanky s kratkymi
retardadnimi Casy. Nejkratsf retardacni Cas Ize zvolit napf. jako 1072 dne, pro ktery je funk&ni
hodnota vétSiny retardacnich spekter velmi mala.

Na obrazku 6 je zachycen prubéh piesné funkce poddajnosti a jeji aproximace. Tento graf
byl vytvoren s identickou kombinaci parametrti jako retardacni spektrum na obrazku 5. Chyba
vznikla pfi aproximaci fadu k£ = 1 je zpisobena Spatnym prubéhem retardacniho spektra, které
se znaéné lisi od spekter ziskanych pro vyssi fady aproximace. Pro vyssi fady aproximace je re-
tarda¢ni spektrum velmi tzké a chyba vznika nepfesnou numerickou integraci vztahd pro urceni
tuhosti jednotlivych ¢lankt. Chybu se povedlo vyrazné snizit azZ sou¢asnym zpfesnénim nume-
rické integrace (Simpsonovo pravidlo, Booleovo pravidlo) a zmensenim nasobki retardacnich
Cast z desetinasobku na dvojndsobek. Slozitost vzorci spolecné s vysokym poctem Kelvi-
novych ¢lanku klade zvysené naroky na vypocet. Proto byl u¢inén pokus upravit tuhosti jednot-
livych ¢lanka Kelvinova feté€zce pii zachovani ndsobku retardacnich ¢ast a zplisobu integrace
(obdélnikové pravidlo) tak, aby pro nizky (druhy) fdd aproximace byla chyba co nejmensi.
Druhy fad aproximace byl zvolen jako jakysi kompromis mezi slozitosti vyslednych vzorct a
presnosti feSeni.

Na obrazku 7 je uveden priibéh funkce poddajnosti a relativni chyby pro fad aproximace k =
2 a pro presné feSeni v Case. Prvniho zlepSeni bylo dosazeno vyndsobenim vSech retardacnich
¢asti (aZ po urceni tuhosti ) konstantou 1,6. Pfislusny graf je v legend€ oznacen “k = 2, po-
sun 7. Touto tpravou doslo ke sniZeni chyby z pivodnich 30% na 10%. Nejvétsi chyba vznika
v Case 7 blizkém polocasu vysychani 7, a je zplisobena nepfesnou numerickou integraci. Aby
nebylo nutné zpfestiovat numerickou integraci nebo zahustovat retardaéni ¢asy jen na vybraném
uzkém useku, ktery je navic zavisly na dalSich parametrech, byl u€inén pokus vybrané tuhosti



0.2 ‘ : : : 100 : : ‘ :
pfesné +o k=1
k=1 JR— k=2
——k=3
+++++++++++++++++++ k=4
= B k=5
- s 50¢ ", ——k=6]
3 2
£ s
3 c
3 s
o ®
[
-50 : :
10” 10° 10 10 10°
t - t [den]
(a) (b)

Obrazek 6: Pribéh bezrozmérné funkce poddajnosti (a) a relativni chyby (b) pro dotvarovani
spojené s vysychanim modelu B3 v Case a v zdvislosti na fadu aproximace k.

E,, vynasobit konstantou a tim chybu mezi aproximovanym a piesnym feSenim sniZit. Proto byl
zvolen zdkladni retardacni €as Ty, = 75, Od tohoto retardacniho €asu jsou v ndsobcich deseti
odvozeny retardacni Casy zbylych jednotek. Pevné zvolend poloha retarda¢nich ¢asi umozni
modifikovat konkrétni tuhosti. Nejlepsi shody bylo dosaZeno pii vyndsobeni tuhosti Ej, ;. ko-
eficientem 1,1, tuhosti Fy,;..1 hodnotou 0,8 a Ej, ;.12 souCinitelem 1,2. Vysledny pribéh je na

obrazku 7 oznalen “k = 2, posun 7, mod. E”. Relativni chyba se ve vétsiné piipadii pohybuje
do 5%.
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Obrazek 7: Pribéh bezrozmérné funkce poddajnosti (a) a relativni chyby (b) pro dotvarovani
spojené s vysychanim modelu B3 v Case. Rad aproximace k = 2, ty = 7 dni, ¢ = 14 dni,
h = 0,5, 755, = 1000 dni.



3.3. Model ACI
Norma ACI 318-02 uvadi pro vypocet dotvarovani vztah

t0'6
C@:Cﬁﬂm)@ &4

kde C(t) je hodnota soulinitele dotvarovani zdvisla na délce trvani zatizeni t a C, je jeho
kone¢na hodnota, zavisld na Case t/, ktery mizeme povazovat za parametr. Z hlediska popisu
dotvarovani reologickym fetézcem staci soustredit pozornost jen na funkci

D aci(t) = %% kde f (t) = ¢*° (25)

Nasledujici vztahy uvadéji prvni tfi Casové derivace této funkce:

) o 1ofm(@)
her(t) = —[10+f(t)}2 (26)

R R L
el = T er T 0+ f 7 7
07" (1) 6O () (1) |60 (o)
10+ f () [0+ f@)F [0+ f()]

hor(t) = (28)

Vys§i derivace bezrozmérné funkce ® 405 (t) zde pro svou slozitost nejsou uvedeny. Funkce
aproximujici retardacni spektrum se ziskaji podle stejného postupu jako ve dvou predeslych
kapitolach. Na obrazku 8 je zobrazeno retardacni spektrum v zdvislosti na ¢ase a v zavislosti
na uvazovaném fadu aproximace. Podobné jako v pfipadé funkce ®; modelu B3 je hodnota
funkce poddajnosti shora omezena (oproti funkci @, modelu B3, kterd je shora neomezena), a
proto je spektrum pro vysoké hodnoty Casu 7 blizké nule. Oproti retardacnimu spektru funkce
®, modelu B3 konverguji funkce Ly (7) rychleji k pfesnému feseni.
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Obrazek 8: Retardacni spektrum podle normy ACI.

Parametry Kelvinova fetézce uréime stejnym postupem jako v pfedchazejici kapitole. Re-
tardaCni Casy jsou voleny opét v ndsobcich deseti a pro vypocet tuhosti £, je pouZita jednobo-
dovd integrace - obdélnikové pravidlo. Pro fad aproximace k = 1 plati pro poddajnost elastické



pruziny zatazené pied Kelvintv fetézec a pro poddajnost p-tého Kelvinova ¢lanku vztahy

1

B - 1+ 7, %6108 (29)
1 6706

— = (In10) ———— 30
E, ( )(TO~6+10)2 50

zatimco pro fad aproximace k£ = 2 plati vztahy

1 167, + 100 ) <2T1 )”'6

S T e S 31)
Eo (7 + 10)° * T \V10

1 0.47 +1

T e Y PRLE (32)
E, (7, + 10)

Pro urceni tuhosti pfi vyssim fadu aproximace bylo pouZito symbolické prostiedi programu
Matlab. Na obrdzku 9(a) je uveden Casovy prib&h funkce ® ¢ (¢) a jeho aproximaci a na
obrazku 9(b) relativni chyby vztazené k presnému feSeni. V porovnani s aproximacemi funkce
®, modelu B3 se v tomto ptipadé viechny funkce bez ohledu na fad aproximace bliZi pro dlouhé
casy trvani zatiZzeni (7 > 10.000 dni) ke stejné (spravné) hodnoté. Nejlepsi shody s analyticky
predepsanou funkci bylo dosazeno pro nejvyssi fad aproximace k£ = 6, kdy se relativni chyba
témér na celém intervalu pohybovala do 10%.
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Obrazek 9: Pribéh bezrozmérné funkce poddajnosti (a) a relativni chyby (b) podle normy ACI
v Case a v zavislosti na fadu aproximace k.

Vrchol retardaniho spektra funkce ®4¢; (t) je blizko ¢asu 7 = 100 dni. Proto bude apli-
kovan podobny postup jako v pfedchozi kapitole: nejprve se pro vybrany fad aproximace urci
konstanta, kterou se po urceni tuhosti £, vynasobi vSechny retardacni ¢asy a tim dojde k vodo-
rovnému posunu funkce poddajnosti bliZze k analytickému feseni. Ve druhé fazi se pevné zvoli
retardaCni Casy a provede se optimalizace tuhosti F,,. Jako zdkladni retardacni Cas byl zvolen
vrchol retardacniho spektra, tj. Tp.5c = 100 dni. Vysledek optimalizace pfi fadu aproximace

= 2 je zndzornén na obrdzku 10. Pro stejny fad aproximace a pro nejkratsi retardacni Cas
71 = 1 den jsou vysledky uvedeny na obrazku 11. Parametry Kelvinova fetézce byly upraveny;
vSechny retardacni Casy byly vyndsobeny konstantou 1,64 (graf & = 2, posun 7), tuhost Fp,gic—1
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Obrizek 10: Prabéh bezrozmérné funkce poddajnosti (a) a relativni chyby (b) v &ase. Rad apro-
ximace k£ = 2.
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Obrézek 11: Priibéh bezrozmérné funkce poddajnosti (a) a relativni chyby (b) v Ease. Rad apro-
ximace k = 2. Nejkratsi retardacni ¢as 7, = 1 den.

byla vyndsobena soucinitelem 0,86, Ej, ;. koeficientem 1,1 a tuhosti Ep,gicr1 @ Fpasicio hodno-
tou 1,05 (graf & = 2, posun 7, mod. E).

Stejny postup byl pouzit i pro vyssi fad aproximace, k = 3. Vysledné pribéhy a relativni
chyby bezrozmérné funkce poddajnosti jsou zndzornény na obrazku 12. Pro optimalizaci jejiho
pribéhu byla pouzita nasledujici sada parametrii: konstanta nasobici retardacni Casy 1,35 (graf
k = 3, posun 7) a soucinitele nasobici tuhosti Eyqsic—1, Fpasics Frasicr1 po fadé 0,95, 0,97, 1,15
(graf k = 3, posun 7, mod. E).

Jak je z grafti vidét, vynasobenim retardacnich Casii doslo k vyznamnému zmenseni relativni
chyby. V piipadé fadu aproximace £ = 2 doslo na intervalu (0; 0o) ke sniZeni relativni chyby
z puvodnich 35% na 4+0,8%. Na stejném intervalu byla v pfipadé aproximace k = 3 ptavodni
relativni chyba 20%, ktera byla posunem sniZzena na srovnatelnou hodnotu jako v ptipadé o
fad nizsi aproximace. Upravou tuhosti E,, bylo dosazeno dalSiho zlepSeni. Zména se tykala

tuhosti, které ovliviiuji priibéh bezrozmérné funkce poddajnosti v blizkosti vrcholu retardaéniho
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Obrizek 12: Prabéh bezrozmérné funkce poddajnosti (a) a relativni chyby (b) v &ase. Rad apro-
ximace k£ = 3.

spektra. Pro k£ = 2 se relativni chyba sniZila z 8% na +3% a pro vyssi aproximaci k = 3 ze 6%
na +£2,5%.

Zavérem této kapitoly 1ze tedy konstatovat, Ze v pfipad¢ tpravy parametrti Dirichletovy fady
popisujici reologické chovani Kelvinova fetézce se hodi uvedené vzorce (32). Pii vyS$Sim fadu
aproximace k = 3 je zvySend presnost vykoupena mnohem vyssi slozitosti vzorca.

3.4. Model CEB
Doporuceni CEB-FIP uvadi pro funkci poddajnosti vztah
1 ¢ (tv tO)

Jops (t,ty) = E. (o) + £, (33)

kde E. (tp) je modul pruznosti zavisejici na stai{ betonu v okamziku zatiZeni ¢, ¢ (,%¢) je

soulinitel dotvarovani a F; je modul pruznosti betonu ve starfi 28 dni. Pozornost bude soustfedéna
pouze na vztah popisujici soucinitel dotvarovani,

¢ (t,to) = wofe (t, o), (34)

kde ¢, je parametr urcujici predpokladanou (konecnou) hodnotu dotvarovéni. Jeho hodnota
zéavisi na relativni vlhkosti okolniho prostfedi, efektivni tloustce prifezu, tlakové pevnosti a
staff betonu v okamziku zatiZeni. Druhy ¢len S, (¢, to) urCuje Casovy prubéh dotvarovani a je
dén vztahem

Be (t,t0) = [ ; (35)

10 = | By = t0) /

s konstantou ¢; = 1 den a parametrem [y, ktery zavisi na efektivni tloustce priiezu, relativni

vlhkosti a tlakové pevnosti, a jehoZ hodnota se pohybuje nejéastéji v intervalu (500, 1500).
Postup vypoctu tuhosti Kelvinova fetézce je stejny jako v minulé kapitole; nyni se bude

pracovat s funkci (35). Grafy retardacnich spekter v zdvislosti na fddu aproximace a na cCase

7 jsou uvedeny na obrazku 13(a). Tvarem jsou podobné grafim spekter podle normy ACI.
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Obrazek 13: Retardac¢ni spektrum modelu CEB v zdvislosti na fddu aproximace (a),
Br = 1000 dni. Retarda¢ni spektrum pro fad aproximace £ = 6 a rtizné hodnoty parametru

Bu (b).

Nepiijemnou vlastnosti retardacniho spektra funkce (. (7) je jeho zavislost na parametru 5y,
kterym lze ovlivnit jeho horizontédlni posun (viz obrazek 13(b)).

Priibéh a piesnost bezrozmérné funkce urcujici prubéh dotvarovani jsou znazornény na obraz-
ku 14. Bez ptidanych korekci je pfesnost mnohem lepsi neZ u normy ACI. Pro fad aproximace
k = 2 je nyni nejvyssi relativni chyba okolo 12% (ACI 35%) a pro k = 3 okolo 8% (ACI 20%).
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Obrazek 14: Priubéh funkce poddajnosti modelu CEB v Case a v zavislosti na fadu aproximace
(a), prubéh relativni chyby (b). Parametr S5 = 1000 dni.

Dalsiho zlepSeni pfesnosti je mozné dosdhnout, pokud vSechny ¢asy vyndsobime konstantou
1,47 pro k = 2 a 1,28 pro £k = 3. Tim se v obou pfipadech sniZi maximalni chyba na cca
5%. Dale, pokud ztotoznime retardacni ¢as Ty,s;. S hodnotou 5z, miZeme upravit tuhosti jed-
notlivych ¢lankt a tim dosdhnout jesté mensi chyby; pro & = 2 se ukézaly jako nejlepsi tyto
parametry: pro tuhost Ejp,s;.—1 soucinitel 0,95, Ep,sic 0,94 a pro Ejpysic+1 2,3. Pro fad aproxi-
mace k = 3: Epusic—1 0,96, Fpasic 0,95, Fpasicr1 1,8. Graf zobrazujici pribéh a relativni chybu
bezrozmérné funkce poddajnosti pro fad aproximace k£ = 2 je uveden na obrdzku 15, pro k = 3



na obrazku 16. V obou piipadech je relativni chyba srovnatelnd, proto je rozumné volit nizsi fad
(k = 2), pro ktery maji vzorce pro vypocet tuhosti ¢lankd jednodussi tvar.
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Obrazek 15: Pribéh funkce poddajnosti modelu CEB v Case (a), prubéh relativni chyby (b).
Parametr Sy = 1000 dni, fad aproximace £ = 2. Grafy jsou vyneseny pro zakladni tlohu,

zékladni dlohu s upravenymi retardacnimi Casy a zdkladni tlohu s upravenymi retarda¢nimi
Casy i tuhostmi jednotlivych Kelvinovych jednotek.
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Obrazek 16: Pribéh funkce poddajnosti modelu CEB v Case (a), pribéh relativni chyby (b).
Parametr Sz = 1000 dni, fdd aproximace k£ = 3. Grafy jsou vyneseny pro zdkladni dlohu,
zékladni dlohu s upravenymi retardacnimi Casy a zdkladni dlohu s upravenymi retarda¢nimi
¢asy i tuhostmi jednotlivych Kelvinovych jednotek.

3.5. Volba retardaénich ¢asu

Tento oddil se tyka optimdlniho zplsobu volby retardacnich Casii 7, Kelvinova fetézce s ohle-
dem na pribéh retardacniho spektra a slozitost vyjadieni funkce poddajnosti. Dale budou uve-
dena doporuceni pro jednotlivé vySe zminéné modely dotvarovani. Ve vSech piipadech jsou
retardacni Casy voleny v nasobcich deseti.



Retardac¢ni spektrum pro popis zdkladniho dotvarovani modelu B3 je rostouci funkce, soucas-
né jeho predpis neni komplikovany a pro fad aproximace k£ = 2 lze analyticky vyjadfit integral
pii vypoctu tuhosti pruziny E, podle vztahu (4). Diky tomu staci zafadit do Kelvinova fetézce
jen minimalni poCet ¢lankd, které popisi reologické chovani na kyZeném ¢asovém intervalu. Po-
kud jsou Casy t,,in a t,4, Spodni a horni hranici tohoto intervalu, pak postacuje vytvofit fetézec,

jehoz nejkratsi retardacni Cas bude 7, < 0.3%,,,;,, a nejdelsi retardacni Cas 7y > 0.5%,,45-

Retardacni spektrum ziskané z funkce poddajnosti pro dotvarovini spojené s vysychanim
modelu B3 je na intervalu cca (0, 75,) rostouci a ve zbylé Casti klesajici funkce. Proto neni
nutné do fetézce zarazovat Cleny, které maji vysoké retardacni Casy a pro které jsou hodnoty
funkce L (7) malé. Pro celkovy popis funkce poddajnosti je dobré zatadit ¢lanky s retarda¢nimi
Casy pokryvajici interval od 1072 dne do 1007,y,. ProtoZe pro tuhost elastické pruziny Ej nebyl
urCen explicitni vzorec, musi byt do fetézce zafazeny ¢lanky s malymi retardacnimi Casy.

Spektra ziskand z funkci pro modely ACI a CEB maji podobny pribéh jako spektrum pro
dotvarovani spojené s vysychanim modelu B3. Soucasné pro né existuje vzorec pro vypocet
tuhosti Ey. Proto pro popis dotvarovéni je potfeba vytvofit fetézec s extrémnimi retardaCnimi
casy 71 < tonin @ Tar 2 tiae, @ soucasné 7y nemusi byt vétsi nez cca 10.000 dni.

4, Zavér

V prispévku bylo ukazano, Ze pro stanoveni parametri Kelvinova fetézce mtize byt kromé stan-
dardni metody nejmensich ¢tverci pouZita metoda vyuZzivajici retardacni spektrum. Vyhoda
této metody spociva v tom, Ze pro urCeni tuhosti £, poskytuje explicitni vzorce. Ve vSech zkou-
manych piipadech (model B3 pro popis zdkladniho dotvarovéani a dotvarovani spojeného s vy-
sychanim, model ACI a model CEB) byly uvedeny postupy, kterymi lze dosdhnout z inZenyrské-
ho pohledu velmi dobré shody mezi aproximovanym feSenim funkce poddajnosti a feSenim ana-
lytickym. Nejlepsi shody bylo dosaZeno pro nestarnouci funkci poddajnosti pro popis zakladniho
dotvarovani modelu B3, kdy relativni chyba oscilovala kolem nuly s amplitudou 0,3%. Pro mo-
del z normy ACI a pro model CEB je relativni chyba v oblasti pfed a za maximem retarda¢niho
spektra do 1% a v oblasti maxima retardacniho spektra do 2,5%. Nejvétsi chyby je dosahovano
pii aproximaci funkce poddajnosti popisujici dotvarovéani spojené s vysychanim. Tato funkce
ma velmi komplikovany tvar a navic je zdvisla na mnoha parametrech. Proto bylo obtiZné sta-
novit univerzalni postup pro minimalizaci relativni chyby, kterd se v nejhorSich ptipadech po-
hybuje do 5%. VEtsi chyba vznika jen tehdy, pokud dojde k zatiZzeni jiz vyzrdlého betonu; cel-
kové dotvarovani je pak ale témér zanedbatelné. Ve vSech pripadech byl z hlediska inZenyrské
presnosti jako postacujici shleddan druhy fad aproximace funkce retardacniho spektra.
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