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SUBSTRUCTURE AND MACROELEMENTS IN THE DESIGN OF THE
COMPOSITE LAYERED ELEMENTS

l. Eisner’, |. Lizoit, M. Zmindak =

Summary: At the present time mainly FEM is used for numerical modelling
of composite layered solids and structures. Using FEM, a significant amount of
research has been devoted to the analysis of vibration and dynamics, buckling an
postbuckling, failure and damage analysis and etc. The aim of the paper is
derivation of macro-element and sub-structuring technique for analysis of layered
solids with linear material behaviour. The elimination is performed by static
condensation algorithm. Created program modules are implemented into
Interactive Computing System FEM (ICS FEM).

1. Uvod

V poslednych rokoch vzrastaju poziadavky na ploSné a priestorové sustavgmCje
minimalizova® hmotnos tychto konsStrukcii a zvy8i ich pevnog a dnosnas Jednou

z moznosti je poutivrstvené konstrukcie zloZzené z kompozitnych matariaKompozitné
materialy predstavuju najithejSie vyuzitie potenciadlnych moznosti hmoty argagckych
aspor nielen z tddiska materidlu ale aj z ddliska vyuzivania konStrukcie. Vlastnosti
kompozitov su dané vlastnizmi svojich materialovych zloziek, ich objemovym pddm a
geometriou vystuZenia vzatlom na k systému. V praxi sa najviac pouZivajuwgtgove
kompozity, ktoré sa skladaju z niekgth tenkych rézne orientovanych jednosmernych
lamin. Vyznamnou vlastntsu vlaknovych kompozitov je pomer ich vysokej peunds
hmotnosti.DalSou predna®u tychto materialov je moZndsyrobit material poZadovanych
mechanickych vlastnosti v danom smere.

VSeobecne znama numerickA metéda na rieSenie kompozitnych konStrukcii je Metéda
konenych prvkov (MKP). Sugsny vyskum v oblasti MKP sa orientuje hlavne nalyamna
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poskodzovanie a Unavu kompozitnych konstrukcii fBes, 2008). Ako alternativha metdda
na rieSenie doskovych a Skrupinovych konStrukciinjetoda hragnych prvkov (MHP)

(Sladek 2002). Napriek Vkému uspechu metddy kafmgch prvkov (MKP) a MHP ako
presnych a vykonnych numerickych néstrojov preenés okrajovych alebo p@mtocnych
okrajovych problémov v oblastiach so zlozitymi tvar stale vzrasta zaujem o rozvijanie

novych pokrailych numerickych metédDaleko v&Siu pozornog za posledné degacie
ziskali bezsigové metdédy ato hlavne kvoli ich vysokej adaptith@snizkych narokoch
na pripravu vstupnych tdajov pre numerické anal¥nyindak, 2006).

Ciel'om tohtoclanku je odvodi vrstveny makroprvok a postup subkonstrukcii pralyzu
vrstvenych telies s linearnym spravanim sa madterMytvorené programové moduly su
potom implementované do interaktivneho Wtoeého systému IVS MKP.

2. Vrstvené materialy

Typickymi predstavitmi vrstvenych materialov, ktoré naméagna technoldgia umidje
vytvara’ su:

» drevené vrstvené konStrukcie, ako su preglejky, . béo

e gumené pasy vytvorené kombinaciou gumy a tkanipgch obr. 1b
» kombinécia hliniku a polyméru (v strednej vrstva)r.1c

e laminaty a pod.

(a) dreveny vrstveny material, preglejka

Hlinikova doska

Nehlinikové
jadro

Hlinikova doska

(c) Kombinécia hliniku a iného materiélu

Obr.1. Priklady vrstvenych materialov



Poznamenajme, Ze vrstvené dosky na obr. 1c st ayéaba baze technoldgie celoploSného
lepenia vo vakuovom lise.

Jednotlivé jeho vrstvy su vytvarané z réznych typmaterialov za €elom

» zvySenia ich pevnosti
» splnenia funknych a Gzitkovych parametrov
* zniZenia hmotnosti konStrukcie ktord je z vrstvenétateridlu vytvorena.

Jednotlivé vrstvy su navzajom spajané roznymi tyfepidiel ktoré po vytvrdnuti ziskaju
plnohodnotné materialové vlastnosti latiska pruznosti a pevnosti tak ikaliska
odolnosti v@i dynamickému namahaniu.

V dalSom odvodime postup rieSenia MKP pouzitim vrsfghnprvkov. Ich udlohou je
zoladnt v jednom prvku materidlové vlastnosti jednotlivyahistiev a vazbu medzi
jednotlivymi vrstvami.

Na obr.2a je jednoducha subkonsStrukcia jednej yrswrstveny prvok reprezentujici
makroprvok 1. rovne je na obr. 2b a je vytvorenyozh subkonStrukcii, m& osem uzlov
s parametrami deformaaii v aw, tak ako zakladny 8 uzlovy telesovy prvok. Vrstvemyok

QP je stuboromn makroprvkov (vrstiev)Q: m=12,...,n. Preto moZe kyjeho matica
tuhostiK Ptypu (N, N) stanovena znamym a&diym algoritmom (Kol# 1979)

Ke=Z:l Ke 1)

K Mje lokalna matica tuhosti subkontrukcie. Z jedngth makroprvkov sa potom zostavi

matica tuhosti celej konstrukcie s uvazovanim psisych okrajovych podmienok. Na obr. 2c
je priklad vé@ne podopretej dosky a vysledky jej rieSenia budgdewnée velanku 6.

Obr. 2a. Subkonstrukcia jednej vrstvy



Obr.2bVrstveny prvok reprezentujuci Obr.2c Cela konstrukcia zloZzena z
makroprvok 1. Urovne makroprvkov 1. irovne

Obr. 2. Subkonstrukcia a makroprvok
3. Tvorba makroprvkov a eliminacia va’nych uzlov.

Ciel'om tejto ¢asti je ukazé postup statickej kondenzacie (Bathe, 1996) akmné&ho
algoritmu pre tvorbu makroprvkov. Vychadzame z edsi/nych rovnic rovnovahy

Ku=F (2)

Ako vorné budeme oziava’ uzly, v ktorych nie je predpisany ani posuv, astiaZzenie.
Spravidla nas posuvy tychto uzlov v prvej faze eie& nezaujimaju, takze ich z rieSenia
eliminujeme. Tym dosiahneme zmenSenie radu matib@sti, pre ktorU musime néjs
inverzni maticu. To je pre Vieé sustavy viami vyhodné. Ak véiné uzly oznaime indexom

a, ostatnéb a vo vektore posuvov ich zoradime za sebou, pnigagreskupime poradie
prvkov vo vektoroch i v matici, potom rovnice rawahy vyjadrime pomocou submatic

Fa _ Kaa Kab ua 3
Fy B Kpa Koo (Up )

kde u,ozn&uje stupne vinosti, ktoré budu eliminované ai, stupne vénosti ktoré su
spojené s redukovanou maticou tuhosti. RieSenimj gnbmaticovej rovnice dostaneme

U, =K oF KK 4)
respektive v skratenom tvare
u,=C-Tu, (5)
kde
C=K,F, (6)
T=K.Ka (7)

Dosadenim (4) do druhej submaticovej rovnice v (R)staneme suUstavu rovnic rovnovahy
pre stupne vinostib



F=K*u, (8)

kde
K* =K KKK g 9)
F*=F, -K,.K.F, (20)
respektive
F=F -K,C (11)

Fyzikalneglen K, K . F, oznauje modifikaciu tuhosti nasledkom uirenia stupov
volnostia .

Nakoniec eliminovanim stupv va’nosti matice tuhosti subkonsStrukcie radhi £nb) x (ni
+nb) aZ po Urové ni ziskame maticu tuhosti makroprviarozmerenb x nb (obr.3).

Cely postup rieSenia sa zdtiavztahuje iba na statické ulohy. Neskor sa predpoklada
rozSirenie tohto postupu aj pre rieSenie Uloh flined dynamiky pomocou Guyanovej
redukcie (Guyan, 1965).

Poznamenajme, Ze uvedeny postup rieSenia pouzitbkosStrukcii a makroprvkov sa da
vyuzit' i pri prepojeni MKP a bezprvkovych formulacii, dgestupne vbnosti v uzloch na
hranici oblasti vytvorenej z koteych prvkov a bezprvkovych formulécie vytvaraja rica
medzi dvomiag’ami konstrukcie (obr.4).
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Obr. 3 Rozmiestnenie nenulovy&lenov v matici tuhosti subkonstrukcie
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Obr.4. Priklad prepojenia makroprvku vytvorenédi&P a oblasti vytvorenej metédou
hraninych prvkov

4. Implementacia postupu do programoveho systémys MKP

Implementaciu novych programovych modulov do IVS RIKn6Zzeme rozdelido troch
skupin

1. Zadavanie informécii o novej konsStrukcii a ickzentécia v grafickej forme.

2. Vlastny postup tvorby subkonsStrukcii a makrojnmk

3. Prezentacia vysledkov na urovni subkonStrukcimakroprvkov v numerickej a
grafickej forme

Vrstvené prvky moézeme vytvarao vSetkych prvkov, ktoré v &asnosti kniznica IVS MKP
obsahuje. Su to:

= 3D prut, 3D nosnik, rovinné prvky, prvky priestoepwmapatosti, Skrupinové prvky
= kontaktné prvky

Pouzt’ m6zZeme nasledovné materialové modely vrstvenykopr

= Linearne elasticky izotropny,

= linearne elasticky ortotropny,

» termoelasticky,

= Drucker Pragerov model,

= elastoplasticky s izotropnym sp@wanim,

» elastoplasticky s kinematickym sg@wanim,
» nestl&itel'ny Mooney Rivlinov model.

Vyznamnu¢ag systému IVS, ktory nam umiidje riest” Ulohy pomocou subkonsStrukcii je

Struktara datovych suborov. Datové subory majuSeobecnosti nasledovnu Struktaru:
A00000.dat. Prvy znak je pismeno abecedy za ktogsteduje 5 znakov reprezentujucich

¢islo ulohy (obr.5).
¢isLo ULoHY 00000 =App|y Exit \

Obr.5. Nastaveniéisla subkonsStrukcie
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Prvy ¢iselny znak oznauje ¢islo konStruknej skupiny Za nim nasledujdce d&isjo ozn&uje
¢islo urovne v konStrulnej skupine. Posledné dvdéiselne znaky ozraju poiet
subkonstrukcii v prislusnej konsStitrlej skupine. Jednotlivé typy datovych suborov su
strine popisané vasti, kde sa vytvaraju
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Boundarny Elements Loads
Exit || o
Azzembly Global Matrix Stiffness

M acroelements

Azzembly M acroelements

Salving Equations

Back Substitution

Streszes in Elements

E st I

Obr.6. Menu pre Mbu metddy rieSenia  Obr.7. Menu pre vytvaranie makroprvkov
tlohy ( krok po kroku )

Menu pre v@bu metddy rieSenia tlohy (obr.6) a menu pre vytviéranakroprvkov (obr.7).
V d’alSom podrobnejSie opiSemeltag z obr. 7:

Boundary Condition

a) okrajové podmienky

Program néitava pole X00000.DAT a z neho vytvara subor I@DAT . V ktorom su
zapisané pre kazdy uzol kédodsla gisla stupiov volnosti), so zohadnenimcisel uzlov
makroprvku.



b) Prvky Elements

Prvky implementované v IVS MKP sa m6zu v subkon&ltiuobjavit’ aj viackrat. V tomto
pripade hovorime o skupine prvkov. Skupinu prvkadZeme vytvoti z akéhoktvek hore
uvedeného prvku. Poznamenajme, Ze v priklade ueedertl. 6 sa pouzila jedna skupina
prvkov, ktora obsahuje prvok priestorovej napitos

Programové moduly prislusnych prvkov vytvaraju lokamaticu tuhosti a lokalnu maticu
hmotnosti konsStrukcie — subkonstrukcie. Okrem tshovyp@itaju lokalne vektory zazeni
pdsobiacich na prvok. Tieto aZenia su vypitané v smere globalnych osi subkonstrukcie.
Su to napriklad z@Zenia od teploty, od vlastnej hmotnosti prvku, Spkho, resp.
objemového z&aZenia.

Loads

C) zaazenie

Programovy modul, ktory g&ava osamelé ZaZenia, ktoré pdsobia v jednotlivych uzloch
konStrukcie.

Azzembly Macroelements

d) nafitavanie subkonstrukci

Tento modul n&tava na zaklade kédovydatisel celkovd maticu tuhosti, hmotnosti a vektor
pravej strany konStrukcie ( subkonstrukcie ), kioodpoveda zazeniu konstrukcie.

t acroelements

e) elimin4cia vnutornych stujpv vanosti

Programovy modul eliminuje vnutorné stupnd’namsti konstrukcie. Tento proces popisany
v bodoch 1 - 5 sa cyklicky opakuje pre vSetky sulstukcie daného makroprvku.

Azzembly Macroelements

f) Nacitavanie makroelementou

Z jednotlivych makroelemetov tiava celkovd maticu tuhosti subkonstrukcie vy$geyne,
alebo celej konstrukcie.

Salving Equations

g) rieSenie sustavy rovnic vytvorenej z makroel¢ove

Po n&itani celkovej matice tuhosti konStrukcie, a jegvej strany rieSime sustavu rovnic.
Vysledkom su deformécie konstrukcie na hranici medslusnymi makroprvkami.

Back Substitution

h) spéatna substituci

Z vypceitanych deformécii na hraniciach medzi makroprvkatipre kazdu subkonStrukciu
vybrané na zéaklade koédovyctisel deformacie a z predeliminovanyh matic tuhosti



subkonstrukcii  vytvorené v bode e) su ddpané spatnou substiticiou deformacie vo
vnutornych uzloch kazdej subkonstrukcie

i) vyparet napati v zakladnych prvkoch kazdej subkongteukci | e in Elements

Z vypcxitanych deforméacii su pg@tané napatia v kazdej skupine prvkov kazdej
subkonstrukcie.

5. Praktické aplikacie

Pri praktickej aplikacii horeuvedenej tedrie je mépostupovadvomi sposobmi:

a) horeuvedené vahy spracova do programovej formy s vyuzivanim algoritmov pre
maticovu inverziu, nasobenie matic. Teda s vymitiaticovych formulacii, alebo

b)  vyuZi’ vhodny algoritmus na rieSenielkgch sustav linearnych algebraickych rovnic.

So zameranim sa na vlastnosti matice sustavy, Kwrpozitivne definitna, symetricka
a pasova, ptbm zoladiuje riedkog matice sustavy.

Z popisaného postupu rieSenia vyplyva, Ze vyt@rarakroprvky sd s inymi spajané
prostrednictvom stujov va’nosti na jeho hranici. Takto vytvorena oblage mozné na tejto
hranici spoji’ s inou oblatou vytvorenou prostrednictvom aj inej numerickejtddy, ako je
MKP napr. bezprvkovymi formulaciami, ako je MHP, tdda MLPG a pod. (Sladek, 2007).
Priklad modelu takto rieSenej oblasti je na obr(L84, 2005). Na obr. 9 je ukazka modelu
matrice vytvoreného pomocou MHP.{SMHP vytvorend na kratkom viakne obsahuje 456
hraninych prvkov. Stupne \mosti, kde je vytvorené prepojenie medzi oboma deetd, je

na hranici medzi kratkymi vidknami a modelom. Swwd’nosti oblasti vytvorenej MKP a
leZzia v priestore medzi vonkajSimi plochami kvadigovrchmi jednotlivych kratkych
vlakien, su (obr.8) eliminované horeuvedenym pastup

Matica -
Vlakno \ =1 ﬂ
> o P

|
1 P
Hranica makroprvlcu
Obr. 8. Kratke vlakna a matrica Obr.9. (SMHP

Praktick& aplikacia reprezentuje uchytenie gkglina obr. 10 o jednoduchu vrstvenu dosku o
rozmeroch 1000 x 1000 x 24 mm. Material dosky jegfgjka vytvorena z troch vrstiev.



Numericky model konStrukcie bol vytvoreny z makndqv 1.0drovne a makroprvok ma
rozmer 20 x 20 x 24 mm. Kazda vrstva pozostavanzelsoveho dreva, ktorého vliakna maja
v kazdej vrstve svoj smer natmy o 45. Na povrchu a spodnejasti dosky je uloZzeny
kovovy Stvorec, ktory je priskrutkovany o dosku. Kviaprvok bol vytvoreny zo
subkonstrukcie na obr.2a. Uloha bola rieSena sdymi prvkami priestorovej napétosti s
linearnym anizotropnym  materidlovym modelom. Ko&owoska bola vytvorend zo
zakladnych prvkov priestorovej napatostic&sne bola tato tloha rieSena ako 1 konstrukcia
vytvorené zo zakladnych prvkov ako celok. Vysledédgoch rieSeni sa zhoduju a su uvedené
na obr. 11. az obr.14.

Obr. 10. Uchytenie staky o dosku

X4 Model: 00000

Obr.11 Priebeh deformécii vo vrstvenej doske, mefaiie su v [mm]
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Obr.13 Priebeh von Misesovych napéti v stredneyegrs



113 Model: 00000

Obr.14 Priebeh von Misesovych napéti v spodneyers

6. Zaver

V tomto prispevku sa venujeme rieSeniu vrstvenymivkov MKP pouzitim
makroprvkov a subkonStrukcii. Tento postup utupe vytvara prvky kompozitnych
materialov so zdladnenim réznorodosti materialovych vlastnosti, mate/ych modelov a
vmestkov, ktoré moézu Isy do casti konStrukcie umiestnené na zaklade teorie
pravdepodobnosti ich vyskytu v pouzitom materiddtgré sa uvadzané v materialovych
vlastnostiach prislusného kompozitného materialompozitny prvok zlozeny z viacerych
subkonstrukcii méze obsahava spewiovacie vlakna, ktoré mézu mabecne r6znorodé
materialové vlastnosti pri aplikacii vhodnych méikvych modelov. Na zaklade takto
vytvorenej zlozitej Struktlry je mozné vytvori kompozitny prvok , ktory ma vnutorne
nieka’ko 10 000 stufov vanosti, ale vo svojej kokeej podobe vzFadom na okolité prvky
celej konstrukcie vystupuje ako napr. Stvoruhola&osSkrupina s 24 stipmi vd’nosti. 6
stupiov volnosti v kazdom uzle. Takyto pristup k rieSeniu wgtate stiera doterajSiu
najvasiu nevyhodu metody kowtweych prvkov ¢o sa tyka vEkého pd&tu neznamych
parametrov deform@cii, pri rieSeni takto rdgch Gloh ako predstavuju kompozitné
materialy a ich Struktura.

V d'alSom rieSeni sa predpoklada prepojenie kon&tudh oblasti rieSenych MKP
s MHP a vybranymi bezprvkovymi formulaciami. To uind vyuzi' vyhody viacerych
numerickych metdd pri rieSeni tvarovo a materiadloaoanych konstrukcii.
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