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Summary: In this paper the latest advances in fully coupled thermal-structural
analysis of a deformable body is presented using the finite element method. The
analysis is based on an improved variational formulation of conservation of en-
ergy with convective heat transfer. The model employs the updated Lagrange for-
mulation for large deformations/large strains. It also uses the extended NoIHKH
material model for cyclic plasticity of metals and the Jaumann objective rate in
the form of the Green-Naghdi objective rate utilizing the Rodriguez formula in the
Cauchy stress update calculation. Numerical experiment using a notched low
carbon steel bar in cyclic tension will be presented and briefly discussed too.

1. Uvod

Numerické simulécie hraju ¢oraz vac¢siu tlohu pri navrhu konstrukeii roznych zariadeni ako aj
pri zdokonalovani technologickych procesov a postupov. Ich vyznam eSte viacej narasta, ked’
tieto zariadenia su prevadzkované alebo spomenuté technologické procesy a postupy su
realizované pri vysSich teplotadch. V ¢lanku sa prezentujii najnovsie vysledky pri rieSeni plne
viazanych termo-mechanickych tloh vyuzitim novej variacnej formulacie prvého zikona
termodynamiky (Ecsi & Elesztds, 2009) a rozsireného NoITHKH materialového modelu (Ecsi
& Elesztés, 2008) s vnitornym tlmenim (Ecsi & Elesztds, 2008) pre cyklicka plasticitu
kovov.

2. Teoretické pozadie ulohy

V predkladanej praci sme predpokladali ze deformacie poddajného telesa, idealizovaného ako
nepolarneho kontinua, st kone¢né. Pri odvodeni variacnej formulacie zdkona zachovania
energie (Ecsi & Elesztds, 2009) striktne sme sa drzali zakladnych principov termodynamiky
a pracovali sme iba s osvedCenymi a experimentalne overenymi fyzikdlnymi veli¢inami. Pri
zohl'adneni rdznych disipanych procesov sme sa nesnazili o tplnost” opisu, t.j. nebrali sme
do tvahy tie procesy, ktoré doteraz nemaji jasni formulaciu, hoci sa mézu odohravat
v materidli pri deformécii. Vyuzitim upravenej Lagrangeovej formuldcie pre velké
pretvorenia/vel’ké posunutia zakladné rovnice opisujiice spravanie sa telesa, t.j. zakon
zachovania hybnosti a zdkon zachovania energie mozeme opisat’ s nasledovnymi variacnymi
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rovnicami (Ecsi & Eleszt6s, 2009).
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kde q=-K+(VT) a K je tenzor tepelnej vodivosti. V rovniciach (1),(2) v,T su vektor
rychlosti a teplota o,d znaia Cauchyho tenzor napitia a tenzor rychlosti pretvorenia a
symboly b,t,q,q,,r,C, p reprezentujii vektor objemovych sil, vektor povrchovych sil, vektor

tepelného toku, normélovy tepelny tok, zdroj tepla na jednotku objemu, Specificka tepelnti
kapacitu a hustotu materiadlu. Ked’ si berieme do uvahy podobnost’ medzi paralelne zapojenou
pruzinou a viskdznym tlmicom a kontinuom, kde sila v pruzine/v tlmi¢i je Umerna
relativnemu osovému posunutiu/osovej rychlosti koncov pruziny, ko-rotovany Cauchyho
tenzor napitia s vnitornym tlmenim moéZeme opisat’ nasledovnymi rovnicami (Ecsi &
Eleszt6s,2009; Ecsi & Elesztos, 2008):
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Analogicky ako v elasto-plasticite s malymi pretvoreniami (Ecsi & Eleszt6s,2008; Ecsi &
Elesztds, 2008), v materidlovom modeli s vnitornym tlmenim pre velké pretvorenia/velké

posunutia ko-rotovany Cauchyho tenzor napitia 6 = R"«6<R, (3) rozkladdme na elasticku ast’

~el ~ damp

6°, (4) ana viskoznu Cast 6", (7). Prirastok elastickej Casti ko-rotovaného Cauchyho



tenzora napitia A6 definujeme rovnicou (5) pri elastickom zatazeni/odlah&eni alebo
rovnicou (6) pri plastickom zatazeni. Pri vypocte napétia (3)-(7), sme pouzili Jaumannovu
objektivnu rychlost’ v tvare Green-Naghdi-ovej objektivnej rychlosti vyuzitim nasledovnych
tenzorov rotacie,

1 B 1
2R =exp % ZW}”R, (12)
[l
"R =exp| At- 2W}-”R, (13)

ktoré pri numerickej implementécii boli vyjadrené pomocou Rodriguezovho vzorca (Simo &
Hughes, 1998), kde W symbolizuje virovy tenzor. V rovniciach (3)-(11) a (17) 'avé horné
indexy n,n+1/2,n+1 znacia hodnoty fyzikdlnych veli¢in v diskrétnych casoch, ktoré
zodpovedaju predchadzajuce;j, strednej a okamzitej konfiguracii telesa v priebehu aktualneho
casového kroku At. Pri rieSeni ulohy sme predpokladali, Ze materidl v pociatocnej
konfiguricii je izotropny auvazovali sme s aditivnym rozkladom d=d"+d”+d" ko-
rotovaného tenzora rychlosti pretvorenia d = R'-d-R na elasticku ¢ast’ d*, na plasticku ast’
d” a na termalnu ¢ast’ d" =aTR"-R=qTI, kde « je koeficient tepelnej rozt'aznosti,T je zmena
teploty za jednotku Casu a R je rotacny tenzor druhého radu (12)-(13). V tejto praci sme
uvazovali Saint Venant-Kirchhoffovy materidlovy model (Bonet & Wood, 1997), ktorého
elasticky materialovy tenzor $tvrtého radu "C" v pociatoénej konfiguracii telesa mdzeme
vyjadrit’ rovnicou (8). V rovnici G a Aoznacuju modul pruznosti v Smyku a Lamého

konStantu , I,I st jednotkové tenzory Stvrt¢ho a druhého radu a v,E su Poissonovo cislo a

modul pruznosti v tahu. Materidlovy tenzor vnitorného tlmenia °C™*™ v pociato¢nej

konfiguracii je formalne rovnako definovany (10), ako elasticky materidlovy tenzor pomocou
dvoch nezavislych premennych v*™ E®™  ¢o zaruCuje izotropiu. Aby sme mohli pouzit’ tieto
tenzory na vypocet ko-rotovaného Cauchyho tenzora napdtia, bolo ich potrebné
pretransformovat’ do strednej a okamzitej konfiguracie telesa v ramci aktualneho casového
kroku a nasledne ich pootocit’ pomocou rovnic (9) a (11). V tychto vzorcoch F znaci gradient

deformécie a J = det(F) je jeho determinant. Rovnice (3)-(13) boli doplnené nasledovnymi

konstitutivnymi a evolu¢nymi rovnicami:
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Matematické formulacie (14)-(18) definuju plochu plasticity, evoluénii rovnicu rozsirené¢ho
NoIHKH materialového modelu pre cyklicku plasticitu kovov (Ecsi, 2006). Pri odvodeni
elasto-plastického materidlového tenzora sme vyuzili tedriu asociativnej plasticity, kde NolH
pravidlo pre izotropné spevnenie a NoKH pravidlo pre kinematické spevnenie boli definované
rovnicami (16) a (17). Symboly X, X, &, ¢ zna¢ia deviatorickii &ast ko-rotovaného
Cauchyho tenzora napétia, ko-rotovany backstress tenzor, akumulované plastické pretvorenie
a rychlost’ akumulovaného plastického pretvorenia. Zvys$né symboly reprezentujii konstantné
materialové parametre. Materialovy tenzor $tvrtého radu pre cyklicka plasticitu "CY¥ v
pociatocnej konfiguracii telesa je formalne rovnako definovany ako elasticky materidlovy
tenzor pomocou dvoch nezavislych veli¢in ¢o zaru€uje izotropiu. Aby sme mohli pouzit’ tento
tenzor na vypocet ko-rotovaného Cauchyho tenzora napdtia, bolo ho potrebné
pretransformovat’ do strednej konfiguracie telesa v rdmci aktudlneho casového kroku a
nasledne ho pootocit’ pomocou rovnice (20).

Pri deformécii urcité mnozstvo dodanej mechanickej energie sa premeni na teplo. UrCenie
Casti rozptylenej energie, ktora sa nevratne premeni na teplo, predstavuje zlozity
experimentalny problém. V tejto praci sme predpokladali, Ze tento podiel sa pohybuje okolo
80%, potom sme definovali zdroj tepla na jednotku objemu nasledovne

r=0.86%:d" +0.86%™ :d. (21)

V rovnici (21) prvy Clen na pravej strane definuje plasticky ohrev a druhy ¢len je ohrev
spésobeny vnutornym tlmenim.

3. Numericky priklad

Matematicky model sme testovali na ty¢i s vrubom, ktora bola zatazena cyklickym tahom.
Obidva konce tyCe boli votknuté, priCom jedno votknutie bolo pevné, a druhé vykonalo
predpisany posuv v smere pozdiznej osi ty&e, definovany pomocou funkcie sinus a linearne sa
meniacou amplitddou v $tadiu rozbehu v trvani prvych pét’ cyklov, ktora sa nakoniec ustalila
na konStantnych predvolenych hodnotdch 1.1/0.5/0.2 mm v §tadiu ustalenej prevadzky.
V numerickom experimente sme realizovali 10cyklov s konStantnou uhlovou rychlostou
188.5rad-s™', ktorej prislichala 30.0 Hzkruhova frekvencia. Rychlost a zrychlenie
pohybujuceho sa konca vzorky sme definovali ako prvi a druhu casova derivaciu
predpisané¢ho osového posuvu. Vzorka na zaciatku simulacie bola v pokoji a mala pociatocnii
teplotou 0.0 "C. Pri rieSeni tlohy sa uvazovalo s prestupom tepla cez vietky vonkajsie

povrchy telesa s koeficientom prestupu h=50.0 W-m™>-K'a nulovou teplotou okolia.
Vypocet bol realizovany ako nestacionarno-dynamicky s casovym krokom 0.000347 s,

ktorému zodpoveda 3.75° uhlovy prirastok. Ako material vzorky sme uvazovali ocel
s nizkym obsahom uhlika, avSak vzhl'adom na to, Ze nie vSetky materidlové parametre
pouzittho modelu boli identifikované meranim, niektoré znich musime povaZovat za
informativne. Tabulka 1 obsahuje pouzité materidlové vlastnosti, ktoré ako zjednodusenie



sme predpokladali za konStantné. Pri priprave modelu sme vyuzili dve roviny symetrie

amodelovali sme iba Stvrtinu telesa. Na obrazku 1 je znazorneny model vzorky
s vyznacenim predpisanych posuvov.

= N20

Obr.1 Priestorovo diskretizovand geometria vzorky

Tab. 1: Materialové vlastnosti

E [Pa] 2.1-10'
Ee [Pa] 2.1-10°
E“™ [Pa-s] 2.1-107
y=yod =phm [-] 0.3
oy [Pa] 350.0-10°
Q [Pa] 150.0-10¢
b [-] 3.0
Yoo [-] 0.001
7o [] 0.002
o [-] 10.0
p [kg/m’] 7800.0
c [J/kg-K] 500.0
K=Ky, =k, [Wm-K] 45.0
a=a,=a,=a [K'] 0.0000126
h [W/m*-K] 50.0

4. Numerické vysledky

Na obrazkoch 2-6 su znazornené vybrané vysledky, a to priebeh posunuti v osovom smere,
priebeh teploty, priebeh Von Misesovho napitia a priebeh akumulovaného plastického
pretvorenia v poslednom c¢asovom kroku na konci, t.j. v desiatom zatazovacom cykle
numerického experimentu koreSpondujicemu vypoctu s 1.1 mm maximalnou predpisanou
amlitidou pohyblivého konca vzorky. Z obrazkov je dobre vidiet’, Ze v priebehu experimentu
vzorka sa vyrazne plasticky deformovala, priCom hodnota akumulovanej plastickej



deformdcie dosiahla hodnotu az 70%, nasledkom ¢oho velké mnoZstvo mechanickej energie
sa nevratne premenilo na teplo. Tento plasticky ohrev vyvolal lokédlny narast teploty vzorky,

ktorej maximalna hodnota dosiahla az 80.0 °C.
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Obr.2 Priebeh posunuti v osovom smere [m]
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Obr.3 Priebeh teploty [C]
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Obr.4 Priebeh Von Misesovho napitia [Pa]
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Obr.5 Priebeh akumulovaného plastického pretvorenia [—|



S ciel'om hlbSie skimat’ spravanie sa modelovanej ty¢e na obrazkoch 6 az 10 boli vykreslené
niektoré charakteristické¢ krivky materidlu vo vybranom mieste v okoli uzla N20 v strede
vonkajSiecho povrchu zizeného prierezu (kréka) vzorky. Tieto krivky odpovedaji trom
roznym vypoctom, ato 1.1/0.5/0.2 mm-ou predpisanou amplitidou (v Stadiu ustalenej
prevadzky) pohybujiceho sa konca telesa. Pozri obr. 1 pre urenie polohy uzla N20. Tieto
charakteristiky znazornuju Casovy priebeh teploty, ¢asovy priebeh teploty v prvom cykle,
priebeh osového napétia na osovom posunuti, priebeh teploty na osovom posunuti a priebeh
akumulovaného plastického pretvorenia na Case.

Zmena teploty na case
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Obr.6 Casovy priebeh teploty
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Obr.7 Casovy priebeh teploty v prvom zataZovacom cykle



Osové napitie na osovom posunuti

sové napitie[MPa]

——1.1mm

0
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Osové posunutie[m]

Obr.8 Priebeh osového napitia na osovom posunuti

Zmena teploty na osovom posunuti v prvom
cykle

Teplota[ °C]
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Obr.9 Priebeh teploty na osovom posunuti v prvom zataZzovacom cykle

Zmena akumulovaného pl. pretvorenia na case
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Obr.10 Priebeh akumulovaného plastického pretvorenia na Case



Z vyssie uvedenych obrazkov opdt’ mdéZeme konStatovat, Ze narastajucou amplitidou
narasté tiez mnozstvo rozptylenej energie ako i vnlitorné timenie materidlu. Priebeh teploty na
osovom posunuti, (obr. 9), naznacuje, ze teplota telesa narastd pri zat'aZzeni v oboch smeroch,
a to v tlaku 1 v tahu, pricom klesa pri odl'ahceni, avSak uvrat’ na tejto krivke, t.j. narast teploty
po predoslom poklese nastava skor, ako vzorka nadobuida svoj pociatoény dizkovy rozmer pri
odl'ah¢eni, Co je zrejme zapric¢inené vnutornym timenim materialu.

5. Zaver

V predkladanej praci na numerickom priklade sme prezentovali naSe najnovsie vysledky
ziskané pri rieSeni plne viazanych termo-mechanickych tloh metdédou konecnych prvkov
vyuzitim novej variaénej formulacie prvého zédkona termodynamiky (Ecsi & Elesztds, 2009)
a roz8ireného NoIHKH materidlového modelu (Ecsi & Elesztés, 2008) s vniitornym tlmenim
(Ecsi & Elesztés, 2008) pre cyklicki plasticitu kovov. Ulohu sme formulovali pomocou
upraveného Lagrangeovho opisu pre velké deformacie a velké pretvorenia. Pri vypocte
Cauchyho napitia sme vyuzili Jaumannovu objektivnu rychlost. Plasticky a vnutornym
tlmenim zapri¢ineny ohrev sme modelovali cez zdroj tepla, kde sme predpokladali, ze 80.0%
rozptylenej mechanickej energie sa premeni na teplo. Dosiahnuté vysledky su vel'mi podobné
dostupnym, v odbornej literature publikovanym vysledkom, ¢o autori povazuju za vel'mi
pozitivne, avSak ani jedna publikéicia doteraz neobsahovala okrajové a pociatocné podmienky
vhodné na detailnt verifikaciu navrhnutého modelu. Hlbsie stidium je mozné uskutocnit’ len
realizaciou naro¢nych experimentov.
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