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ANALYTICAL SOLUTION OF INVERZE TASK FOR ROBOT WITH
SIXTH ROTATIONAL JOINTS AND ITS CONCRETE UTILIZATION

V. Z4ada, A. Chatraie, D. Lindr"

Summary: This paper presents an analytical solution inverse problem of indus-
trial robot manipulator with sixth degree of freedom. Analytical solution is much
better then numerical one, because it enables to compute internal coordinates in a
short time. This fact is used for more precise computation of the trajectory, firstly
the motion on abscissas, circles or general curves. Then it is presented a control
algorithm, which uses kinematical equation.

1. Uvod

V ptipad€ potieby vytvofit vlastni fidici systém robota je bezpodminecné nutné zvladnou do-
statecné piesné kinematiku a dynamiku robota. Do této situace se dostali autoii ptispévku pfi
uloze realizovat fidici systém robotu KUKA, jehoZ plivodni systém se nenavratné poskodil
(shotel). Jako jeden z prvnich krokt je nutno realizovat tzv. pfimou a z ni inverzni ulohu pro
dany robot. U robotl se Ctyfmi, resp. peti stupni volnosti jde o ilohy pomérné snadno fesitel-
né. U robota se Sesti stupni volnosti je vSak inverzni uloha obtizné¢ feSitelna a vyzaduje znac-
nou matematickou erudici. Podafi-li se inverzni ulohu zvladnut, 1ze pokracovat v feSeni celé
fady navazujicich uloh, které souvisi s planovanim a programovanim robota po pfedem sta-
novenych trajektoriich a dale s moZnosti regulace pfesnosti pohybu po téchto trajektoriich.
Regulaci presnosti pohybu robotl nelze obejit. Roboty projevuji vyraznou tendenci k odchyl-
kam od ptedepsanych drah dil¢ich ¢lent, naopak aplikace vyzaduji vysokou ptesnost poloho-
vani ramen robotl.

2. Prima aloha kinematiky

Existuje fada metod popisu kinematiky slozitych mechanickych systému. Pfipomenme napf.
metody vyuzivajici tenzorového poctu, kvaternionti, spinorii ¢i exponencidlnich matic. Kazdy
pristup méa své vyhody i1 nedostatky. V tomto ptispévku pouzijeme klasickych maticovych
metod, nebot’ jsou dostate¢né U¢inné a prehledné. Nejznaméj$i maticovd metoda vychazi z
definice pravotoc¢ivych soufadnych soustav kazdého kinematického ¢lenu robota dle Denavit-
Hartenberg, kterd pochazi jiz z padesatych let minulého stoleti a nasla velmi dobré uplatnéni
pravé v robotice. Jiné pfistupy jsou této metod¢ ekvivalentni a neptedstavuji zadny zéasadni
ptinos, nebot’ co umi jedna, umi i druhd, ale jinymi prostedky.
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Prestoze je uvedend metoda velmi dobie zndma, provedeme velmi strué¢ny uvod do té-
to metody. Po zavedeni pfisluSnych soufadnych soustav se ziska transformacni matice typu
4x4, kde posledni fadek je tvofen tfemi nulami a jednou jednickou — tzv. homogenni matice.
Vynasobenim vSech matic obdrzime matici transformace ze souradného systému chapadla
robota do soutadného systému pracovisté. V piipad¢ robota se Sesti stupni volnosti tedy zis-
kame zobrazeni F: Q—X, pro Q « R®, X = R®. Zde mnozina Q predstavuje prostor viech
moznych uspofddanych Sestic vnitinich (zobecnénych, kloubovych) soufadnic, X zna¢i mno-
zinu vSech dosazitelnych poloh a orientaci chapadla, resp. koncového nastroje robota. Ozna-
¢ime-li elementy mnoziny X znakem x a elementy mnoziny Q znakem ¢, lze pfimou tlohu
popsat kinematickou rovnici F(q) =x. Tedy ke kazdému geQ nalezneme jedinou moznou
polohu a orientaci xe X.

Nyni ukdzeme konkrétni feSeni robotu KUKA. Pfislu§nou transformacni matici ze
souradného systému chapadla do souradného systému pracovisté ozna¢ime standardné

A=A U =AY(g)ALG)A 2g6) (1)

kde q =(qy,..--q¢) je vektor vnitfnich (strojovych) soufadnic. Matici A 2 budeme v dalSim
znacit pro jednoduchost pismenem A bez indext. Uvedend matice ma tvar

Ay Ay Az Ay
a2t An Ay Ay )
A3 Az Az Az
0 0 0 1
Pro jednotlivé prvky matice 4 bylo nalezeno

A 1= 193 (4506 —S486) +51(54C5C6 +C486) —€152355C6
A 1= —c1€93(C4C586 +54C6) +51(=54C556 +C4C6) +€15235556
A3 =C1C3€485 + 515455 + 1535
A1y =cCp304S5d g +515455d g +C15x3(csdg +dg) +cp(azcys +aye +ap)
A 517 81¢3(C4C5¢6 = 5456) = €1 (S4C5C6 +C456) = 5152355C6
A 5p==51023(€4C556 +54C6) = €1 (=54C586 +€4C6) + 515235556 3)

Ay = 51C23C485 —C154S5 +51523C5

Ay = 51003¢455d6 —C15455d6 +5153(Csdg +dy) +51(azc3 +azey +ay)
A 31=53(c4¢506 —5456) + C355C6

A 3p=—523(c4C556 +54C6) — 35556

A3z = 523455 = C3C5

A3q = 5930455d6 —Cp3(csde +dy) +azsy; +ays; +d,

1496



Zada V., Chatraie A., Lindr D. #184

kde bylo pouzito oznaceni

s; =sing;, ¢; =cosq;, proi=1,2,...,6

Sp3 =sin(gy +¢q3), cp3 =c0s(q; +¢3),

a; a d; jsou nenulové konstrukéni parametry robota (konstanty).

3. Inverzni Gloha kinematiky

Zabyvejme se inverzni ulohou. Ta spociva v hledani vektoru ¢ ze znamé polohy a orientace
chapadla, coz dale znacime x. V souvislosti s pfedeslym textem jde o feSeni rovnice F(q) =x
pro zadané x. Je-li uloha dobfe postavena, je zobrazeni F surjektivni, tj F(Q)=X, kde
F(Q)={xeX; 3qeQ: F(q) = x}, takze pro kazdé¢ xeX lze nalézt alespon jedno gQ spliujici
rovnici F(q) = x. Problém pak spoc¢iva v nalezeni mnozin, kde:

1. fteSeni existuje pravé jedno (Jacobian zobrazeni je nenulovy),
2. existuje vice nez jedno feSeni (Jacobidn je roven nule).

Formalné Ize v 1. piipadé psat ¢ = F'(x), aviak skuteény vypocet je znaéné komplikovany,
nebot’ jde o feSeni Sesti vyrazn¢é nelinearnich transcedentnich rovnic o Sesti nezndmych
q = (q1,--.,96)- Rovnice obsahuji soucty mnoha soucinii goniometrickych funkei a jejich ana-
lytické, ¢i numerické, feSeni je znacné problematické. Protinaji-li se alespon dvé posledni osy
robota v jednom bodg, 1ze ukazat, Ze analytické feSeni vzdy existuje. Analytické feSeni velmi
vyrazné urychluje veskeré vypocty, nebot’ vlastni numerické hodnoty se ziskaji feSenim po-
mérné trividlnich rovnic, jak brzy uvidime. Naproti tomu Cisté numerické feSeni vede k
zdlouhavym postuptim, které casto znemoziiuji dostatecné piesné fizeni robota v realném ca-
se. Pro numerické feSeni 1ze vyuZit jednak metody feSeni soustav nelinedrnich rovnic, jako
lepsi se obvykle ukazuje, transformovat rovnice do jediného nezaporného funkcionalu a dale
aplikovat vhodné metody matematického programovani (nejjednoduseji gradientni metody).
V nami feSeném ptipad¢ se posledni tii osy protinaji v jednom bodé&, proto analytické feseni
lze urcit.

Ptistupme k analytickému feSeni inverzni ulohy robotiky. Prvni tii slozky A;j, Aa,
Az prvého sloupce matice A predstavuji slozky jednotkového vektoru e;=(1,0,0) ve sméru
osy xs soufadné¢ho systému chapadla, pfepocCitané do systému pracovisté. Podobné prvé tii
slozky A1z, A2z, A3, druhého sloupce téZe matice jsou slozky jednotkového vektoru e,=(0,1,0)
osy ys soufadného systému chapadla a analogicky prvé tii slozky A3, Azs, Asj tietiho sloupce
reprezentuji jednotkovy vektor e;=(0,0,1) osy zs soufadného systému chapadla, pfepocitany
do soufadného systému pracovisté. Prvé tii slozky A4, Azs, Azs posledniho sloupce matice 4
ptedstavuji polohovy vektor P pocatku soutadného systému chapadla z hlediska soufadného
systému pracovisté. Uvedené vektory tedy reprezentuji nejen polohu, ale i orientaci chapadla.
Libovolny vektor v soufadném systému chapadla je linearni kombinaci jednotkovych vektort
e], €, e3 lezicich v osach tohoto systému. Maticové ndsobeni je linearni operace, odtud lze
ukézat, ze 1 linedrni kombinace vektorii chapadla ze touto operaci zachovavaji, takze vysled-
kem je stejna linearni kombinace prvnich tfi sloupcti matice 4 afinn€ posunuté o polohovy
vektor dany poslednim sloupcem (uvazujeme vzdy prvé tii soutfadnice dil¢ich sloupcti matice
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A). Zuvedeného vyplyva, ze pro feSeni inverzni tlohu plné€ postacuje vypocitat soufadnice
q = (q1-..,9s) ze zadanych hodnot A;; matice A. Té€chto prvkli mame celkem 12, je tedy ziej-
mé, ze n€které z nich jsou nadbyte¢né, mélo by stacit Sest z nich, ovS§em vhodné vybranych.
Napt. tfeti sloupec je dan vektorovym soucinem prvych dvou sloupct apod., tedy ze dvou
vektort ur¢ime snadno treti, devét prvkl v prvnich tfech sloupcich pfedstavuje dokonce orto-
normalni submatici. Zadanim numerickych hodnot matice 4 zadavame tedy nejen polohu, ale
1 orientaci chapadla, ¢i jiného koncového nastroje. Diive uvedené vlastnosti musi spliiovat i
predem stanovend matice 4 ve form¢ ¢iselnych hodnot, aby tloha méla smysl. Z divodu
usnadnéni si nasledujicich vypoctl pouzijeme témét vSechny prvky, ¢imZ nedochézi k zadné
ztraté ¢i nedokonalosti. Cely postup spocivéa v hledani vhodnych goniometrickych kombinaci
rovnic (3) tak, abychom se zbavili n€kterych ¢lend s nezndmymi q; a mohli tak urcit jiné ne-
znamé qx. Jednotny navod neexistuje a kazda kinematicka struktura se musi fesit individualné.
V priibéhu feSeni jsou zavadény nové thly, které umozni slouceni n¢kolika goniometrickych
vztahti dohromady. Podrobny popis v ramci tohoto ¢lanku je z diivodu rozséhlosti vyloucen,
proto uvedeme hlavni kroky.

Nejprve provedeme urceni hodnot g1, g2, g3, které reprezentuji natoceni prvnich tii
os. Snadno se ptesvédéime, ze plati rovnice (Ayy — Ap3d36)c) — (414 — A 13dg)s; = 0. Hle-
dejme hodnoty A a y, takové, aby byly splnény vztahy

Aoy—Aozdg = Acosyy, A=A 3dg = Asiny,

Definujme hodnotu

2 2
A=\/(A 14— A 13de)” + (A 24— A 23ds) 4)
a uvazujme nasledujici dva pripady.
Ptipad 1. A=#0:

Z rovnic

cosy) = (A ga— A 23dg) /A, siny| =(A4 14— A 3dg)/ A

ur¢ime jednoznacné thel y/; jako pomocnou proménnou (v tomto kroku konstanta). Kombi-
naci vztaht pro koeficienty ve vyrazu (4) pro A dostaneme rovnici

sin(y; +¢;)=0 (5)

odkud jiz snadno ur¢ime vSechna feSeni ¢, ktera lezi v pracovnim prostoru. Rovnice ma ne-
kone¢né mnoho feSeni, z nichz vyhovuji nejvyse dvé. Obdobn¢ postupujeme v dalSich ptipa-
dech.

Lze uréit rovnice
Asin(q) +y1) —ay =sy3d4 +cp3a3 +cra;
Asy— Aszdg—d) =—cy3dy + 59303 +57a;. (6)

PonévadzZ g, je jiz urené, mame tak dvé rovnice pro dvé nezndmé. Definujme konstantu

B=1+dZ +a3 #0.
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Z rovnic
cosy, =d, /B a siny, =a,/B
ur¢ime opét jednoznacné thel y, . Ozna¢me
By = Asin(q, +y1)—ay, By = A34—A33de —dy,
pak z (6) ziskame rovnice
ay C0sqy + Bsin(qy + g3 +5) = By (7)
aysing, —Bcos(qy +q3 +y3) = B;. (8)
Pracovné zavedme Ghly a =q,, S =q, +q5 +, . Pak Ize odvodit rovnici

B, cos B— B, sin B = (a5 - B} — B3 —B)/(2B).

Definujme novou konstantu G =4/ Blz + B22 a ur¢eme uhel y dany vztahy
siny =B, /G a cosy =B, /G.

Takovy thel existuje jediny. Rozborem lze ukézat, Ze pro dané konstrukéni parametry je
G # 0. Nyni lze z rovnice

sin(y — ) = (a3 - B} - B3 -~ B*)/(2BG)

nalezneme vSechna mozna feSeni rozdilu y-f a ur¢ime uhel B (obecné vice moznosti), nebot’ y
je jiz vypocteny. Dle definice B a vztahi (7) a (8) urime thel g5 :

cosq, = (B, —Bsinf)/a, , sing, =(B, +Bcosf)/a, . )
Nyni lze snadno ur¢it thel g3 , nebot’ musi platit
B=P-vr-4q,. (10)

Tim jsou urceny vSechna nato¢eni polohovaciho systému robota v piipade, ze A =0 .

Piipad 2. A =0:

V tomto ptipad¢ 1ze pomérné snadno urcit hodnotu g;:

cos g, =A14/\/A124+A%4 , sing; =A24/\/A%4+A124 ,

za predpokladu, ze hodnota pod odmocninou je nenulova. Ze vztahu (4), pro A=0a A4, Ajs,
Ay, Arz snadno odvodime

S23d4 +C23a3 +C2a2 +Cl1 :0. (11)
Hledejme konstanty F'a ,3, aby platilo:
dy =Fcosyys, az =Fsinyys. (12)
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Pro F bezprostiedné plyne F = 1/6132 +d f # 0, uhel 3 ur¢ime jednoznaéné z rovnic (12).

Z (11) obdrzime rovnici
Cray +ap =—Fsin(qy +q3 +yp3) (13)
Ze vztaht Az4 a Asz lze obdrzet dalsi rovnici
A3y — A33dg —ay —dy =—Fcos(qy + g3 +yp3). (14)
Umocnénim (13) a (14) a seCtenim dostaneme po upravach vyraz

52 (A 34— Az3dg —dy) — 20y =[(A34 — Ayzdg —dy)* +af +a3 —Fz]/(2az)- (15)

Hledejme konstanty M a y\ takové, aby platilo
A34—A33d6—d1 :MCOSl//M, a :MSinWM. (16)

Snadno uréime M = \/alz +(A 34— Az3dg — d1)2 # 0, thel y v pak jednoznaéné uréime ze
vztahil (16) a nds dlouhy vyraz (15) mizeme upravit do tvaru

: 2 2 2
sin(qy ~yyg) = (M? +a3 —F)/(2a,M). (17)
Posledni vztah umoziiuje urcit thel ¢,- i v, existuje obecné vice feseni, odtud jiz stanovime
hodnotu uhlu ¢».
Nyni nas déli jiz jen krok od urceni ¢s. Z vyrazii (13) a (14) obdrzime rovnice (nebot” ¢, je

jiz uréeno)

cos(qs +q3 +yo3) = (—As4 + Az3dg +a +dy)/F

sin(qy +q3 +Wa3) =—(c2a, +a;)/F .

Odtud snadno ur¢ime hodnotu uhlu ¢ =g, + g3 + 3, ze kterého vypocteme

43 =€—qr —V¥23. (18)

Jak jsme vidéli byly i v tomto pfipadé uréeny hodnoty vnitinich proménnych polohovaciho
systému.

Nyni zbyva urcit zbylé tfi osy g4 (s, gs, tzv. osy orientacniho systému — reprezentuje na-
toCeni chapadla. Lze se presvédcit, Ze plati nasledujici rovnice

(A 13— A pzc1)cq —[A 33553 + (A 130 + 4 p381)cr3]54 =0. (19)

Z této rovnice ur¢ime soufadnici ¢4, nebot’ soufadnice q1, ¢2, ¢3 jsou jiz ureny a miZzeme je
tedy pouzivat jako konstantni hodnoty v daném kroku feSeni. Hledejme konstanty H a yu, aby
platily vztahy

Ayzsy— Aoy =Hsinyy, Azzsy+(A e +A3s)c3 =Hceosyy.  (20)
Odtud snadno uréime
2 2
H = \/(A 13— A 23¢1)" + (A4 33593 + (A 3¢] + 4 2351)¢23) (21)

a z (20) urc¢ime jednoznacné wu. Rovnici (19) upravime na
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Hsin(y4 —q4)=0,

ze které, za predpokladu H # 0 obdrzime feSeni pro ¢4. Je zfejmé, Ze mame obecné vice fese-
ni. Pfipad H = 0 si nechme na pozd¢;jsi dobu.

Snadno se ptesvédcime, ze plati rovnice
(41351 = A p3¢1)54 +[A 33503 + (A 1301 + A 235))]ea3¢4 = 55
(Ai3c1 + Ap381)s23 — A33¢03 = 5.

Z téchto rovnic bezprostfedné ur¢ime hodnotu ¢gs. Urceni posledni soufadnice d4 trochu vice
prace. Pomérné snadno ovéfime spravnost vztahti

(s4¢5)ce +(cq)s6 = A1151 — A 210
(cq4)ce —(s4¢5)56 = A 1281 — A 3¢y

Mohli bychom postupovat analogicky, jako v predeslych ptipadech. Zkusme to ponékud ji-
nak. Na ob¢ rovnice miizeme nahlizet jako na linearni rovnice dvou proménnych S4, Cs. De-
terminant uvedené soustavy je

S4C c
Dzde‘{45 4 }:sfsg—l.

C4 —S4CS

Je-1i tento determinant nenulovy, ihned ur¢ime hodnoty Ss Cs a znich i uhel g¢ . Pokud je
uvedeny determinant nulovy, plati |s4s5| =1.,4. si =la s52 =1. Odtud ¢4 =c5 =0. Dosa-

zenim téchto hodnot do vyrazii pro A;; a A,; a Gipravou snadno ovétime
(c162354)86 +(€152385)c6 =—A 1 (22)
(51€2354)86 +(85152385)c6 = —Ap1 - (23)
Existuje praveé jeden tihel yq , pro ktery plati rovnice cosy =354 a Sinyg = 57355.
Je-1i ¢1#0), 1ze (22) ptepsat na tvar
sin(qe +y¢)=—A411/cy

ze které jiz snadno urime hodnotu g . Naopak, je-li ¢;=0, pouzijeme rovnici (23), ze které
analogicky odvodime ¢4 na zéklad€ vztahu

sin(ge +we) =—A o1 /c; -
Tim méame urceny vSechny hodnoty vnitinich soufadnic ¢q,...,gs , tak jak jsme pozadovali.
Vlastn¢€ nam jeste zbyl singularni ptipad H = 0, viz (21). Obecné plati
A 381 — A 361 =8485, A33503 +(A 3¢ + A 235)Cp3 = 4S5
Ponévadz H=0, z (21) dostavame $4.55=0 a ¢4 55=0 . Odtud Ss=0. Rozsah sklapéni zapésti

robota umoziuje v tomto pfipadé jen jedno feSeni, proto dostavame ¢s=0. Nadale mame tedy
§5=0 a ¢s=1. Kombinaci vztaht pro 4,4, ... A2, dostavame
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A 1981 — A yp¢) = c4cq — 5456 =€08(q4 +q6)
A 181 — A g1¢) =54¢6 + 456 =8in(q4 +q5) -

Existuje tedy pravé jeden thel y = g4+qs splitujici uvedené rovnice. Tento thel reprezentuje

celkové natoCeni zapésti a to jednoznacné. Urceni ¢4 a ¢ za této situace je v principu ne-
mozné, existuje nekone¢n¢ mnoho feseni. V tomto piripadé¢ je nutno pouzit pevné definované
pteklenovaci algoritmy.

4, Zavér

Vyfteseni inverzni tlohy kinematiky ptedstavuje dilezity odrazovy mustek pro piesné polo-
hovani ramene robota a pro realizaci zékladnich algoritmt fizeni robota k pevnému bodu,
fizeni po pfedem zvolené trajektorii a dale vyvoj popisu dynamiky robota, ktery umoznuje
vyrazné zkvalitnéni fizeni robota vCetné realizace adaptivnich ¢i iterativné ucicich se postupti.
Ackoli jsme na pocatku hovofili o Jacobiho matici, zde jsme ji bezprostiedn¢ nevypisovali,
nebot’ nas postup vychazel z Gprav rovnic. Pokud vazeny Ctenaf zjistil néjaké nedostatky to-
hoto textu, necht’ laskavé omluvi autory za nepozornost pii jeho spésném sepisovani.
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