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TRANSIENT VIBRATION OF THIN RECTANGULAR ELASTIC AND
VISCOELASTIC ISOTROPIC AND ORTHOTROPIC PLATE 1

J. Soukup', J. Trnka?, F. Vale¥’, J. Volek'

Summary: The article is a part of the systematic analysis of assumption effects
on the transient vibration of an isotropic or orthotropic elastic and viscoelastic
thin 2D plate. Several deformation models — according to Kirchhoff, Rayleigh,
Fliigge, Mindlin — were applied. The linear models of material rheologic
properties were applied according to Hook, Voigt-Kelvin, Maxwell, Zener models.
The results obtained by FEM methods and experiments are mutually compared.

1. Uvod

V ramci systematického vySetfovdni prechodového kmitani a Sifeni vin vtenké 2D
obdélnikové desce jsou analyzovany vlivy a disledky vychozich ptfedpokladt tykajici se
pfedevsim geometrie desky a charakteru jejiho pietvofeni, tj. model Kirchhoffa, Rayleigho,
Fliiggeho a Mindlina, déale fyzikalnich vlastnosti kontinua definovanych konstitutivnimi
rovnicemi jak pro izotropni tak i ortotropni materidl, tj. model Hooka, Voigt-Kelvina,
Maxwella, Zenera standardniho télesa a model zobecnéného standardniho télesa.

DalSim predmétem analyzy je vliv ¢asového pribehu vstupniho budiciho zatizeni v sou-
vislosti s pfijatymi predpoklady, tj. jednotlivymi modely a jejich vzdjemnymi kombinacemi.
Kritériem posouzeni téchto vlivli je porovnani ¢asového pribéhu slozek napéti a posuvi,
pootoCeni a dalSich mechanickych veli€in z pfiblizného analytického feSeni s vysledky
ziskanymi aplikaci MKP a experimentem. Vzhledem k tomu, Ze experimentalni metody a
metody MKP redlné¢ umoziuji vySetiovani jen nékterych ptipadli, napt. ¢asového pribchu
vybranych veli¢in v kratkém ¢asovém useku od vstupniho pulsu a v mensich vzdalenostech
od mista jeho pusobeni a s pfihlédnutim k obtizim pifi zjiStovani hodnot reologickych
vlastnosti viskoelastickych materialti, je vyhodné provadét analyzu vstupnich predpokladl a
okrajovych podminek pfedev§im numerickym vyhodnocenim analytickych vztaht.

2. Analytické FeSeni

Nejprve je nutné formulovat problémy vySetfovani ¢asoprostorového prubéhu slozek napéti a
posuvll tenké obdélnikové desky, elastické a viskoelastické, izotropni a ortotropni prosté
ulozené. Model fesené desky a geometrie jejiho pretvoreni jsou ziejmé z obr. 1 a 2.
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Obr. 1 Obr. 2
Slozky posuvl ve sméru os (obr. 1)
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Konstitutivni rovnice pro rizné¢ modely reologickych vlastnosti kontinua - materialu desky
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V ptipadé¢ pfijeti modelu charakteru pretvofeni desky podle Fliiggeho nebo Mindlina je
feSeni rozsahlejsi, mimo moznosti tohoto pfispévku. Podstatu metody feseni rovnic pii¢ného
kmitani tenké desky je mozno prezentovat na jednoduS$im piipadé pfijetim modelu
Kirchhoffa nebo Rayleigho.

Pohybové rovnice pro element desky podle obr. 3:

do osy z
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pro Kirchhoffiiv model D=0, D=0 (6)
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Dosazenim vztahi pro momenty m; z rovnic (3) a (4) do (7) dostaneme rovnice pro
jednotlivé modely reologickych vlastnosti kontinua: Kirchhoff J,— 0, Rayleigh J,# 0
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Vsechny uvedené moduly Dj; jsou funkcemi tieti mocniny tlouStky desky a parametrii
materialu (E, G, u, A, 7). ReSeni viech uvedenych rovnic pii¢ného kmitani desky je
provedeno aplikaci Fourierovy metody a Laplaceovy integralni transformace. Reseni je
hledéno ve tvaru dvojné fady

w(x,y,z)=iZW (OX,, ()Y, (») ©)

kde funkce X,,(x) a Yuu(y) vyhovuji okrajovym podminkam ulozeni desky. Jsou-li tyto funkce
prvky Hilbertova prostoru H a tvofi ortonormalni systém, je mozno po dosazeni funkce w(x,
v, t) do rovnic pricného kmitani desky provedenim skalarniho soucinu ziskat pro funkci
W,un(t) obycejnou diferencidlni rovnici (pro Fliiggeho nebo Mindliniiv model ptetvofeni desky
tfi rovnice)

L, ()= AT, (1) (10)
kde TH() je funkce Casového pribéhu budiciho zatizeni, A = konst.

Po Laplaceové transformaci rovnice (10) dostaneme algebraickou rovnici
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Wmn(s)=ATF—(S) (11)

o(s)

Zpétnou transformaci (11) se ziskd vztah pro vypocet W, () ve tvaru konvolutorniho
integralu

W (t)= Aj T.(0)K(t—1)dr (12)

kde jadro konvolutorniho integralu K(#) zavisi na piijatém modelu reologickych vlastnosti
materidlu. Napf. pro Zeneritv model standardniho télesa ma tvar

K(t-1)= e’ﬂ(’_’)(C cosa(t — 1)+ D_—'Bcsin ot — Z')j
o

kde frekvence w a koeficient £ jsou poly polynomu jmenovatele Q(s) v rovnici (11) zavislé na
vlastnostech materidlu desky a konstanty C a D vyplynou ze zpétné transformace vztahu (11).
Dosazenim vztahu (12) do rovnice (9) dostaneme vztah pro vypocet pticného posuvu w a
dosazenim do konstitutivnich rovnic (3) a (4) se ziskaji vztahy pro vypocet hledanych veli¢in,
tj. slozek napéti a posuvii. Timto je prezentovano priblizné analytické feSeni pricného kmitani
obdélnikové elastické nebo viskoelastické, izotropni nebo ortotropni desky buzené zatizenim
obecného prabehu v Case i1 prostoru.

3. Numerické reSeni nestacionarné zatizené tenké ortotropni viskoelastické desky

Deska o rozmérech 250 x 250 a tlouStce 0,89 mm byla buzena dvéma zpusoby. V prvnim
piipadé¢ byla deska zatizena ve svém stfedu pficné plsobicim napétim rovnomérné
rozlozenym na kruhové ploSce o priméru 2 mm, jehoz ¢asové zavislost byla dana skokovou
funkci. ReSena je jeji nestacionarni napjatost. V druhém piipadé byla deska buzena dopadem
ocelového razniku o priméru 5 mm a délce 10 mm ve sméru kolmém na jeji horni rovinu.
Refena byla razova napjatost desky. V obou piipadech byla deska na obvodu prosté
podepiena.

Volime-li buzeni desky v jejim stiedu, potom mizeme pfi numerickém feseni uzitim MKP
(v nasem pfipad¢ systém Marc-Mentat), vyuzit symetrie a fesit pouze Ctvrtinu desky (obr. 4).
Deska byla z jednosmérny kompozitu typu epoxy — uhlik (SE84LV/HSC/450/400/35) firmy
LA composite Letiany, ktery se chova jako ortotropni a viskoelastické kontinuum. Pro feSeni
byly k disposici vSechny materidlové konstanty nutné k vypoctu ortotropni, pii€né izotropni a
viskoelastické desky.

Na obr. 4 je uvedeno schéma razové ulohy. Je zde nakreslen detail sttedu desky, kam
dopada raznik. Z obrazku je vidét zpusob rozdéleni razniku a desky na konecné prvky s
vyuzitim symetrie, tedy je modelovana jenom ctvrtina razniku a desky. Osa razniku je ve
sméru osy z uzitého soutadnicového systému. Osy x a y tohoto systému lezi ve sméru hran
horni roviny desky, prochazi mistem dopadu razniku a tvofi tak pravothly soufadnicovy
systém. Vyztuzna uhlikova vldkna maji smér osy x.

Pro nestacionarni tlohu byl z MKP modelu vypustén raznik a budici zatiZzeni bylo
aplikovano na ¢tvrtin€ kruhové plosky, lezici v rohu desky.
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o Z obrazku je vidét zpisob déleni desky a
razniku. Po tlouStce byla deska rozd€lena na
Ctyfi vrstvy a ve stfedu je vytvorena véalcova
¢ast o priméru 2 mm, na kterou plisobi bud’
budici napéti — nestaciondrni uloha, nebo
dopada raznik — razova uloha. Celkovy pocet
elementi je 4.10° a jejich pramérna velikost
je 0,3 mm. Pro Casovou integraci byla pouzita
metoda centralnich diferenci, jejiz stabilitni
krok byl 1,89¢™ sec.

ek dosk,_ oo, vikoeatcha e ke X

Obr. 4
Vysledky numerického feSeni prvni ulohy, tj. zatizena desky ve stiedu pfi¢né plisobicim
napétim rovnomérné rozloZzenym na kruhové ploSce na obr. 5 a obr. 6. Na obr. 5 jsou
zobrazeny Casové prubéhy piicné rychlosti pro misto ve stfedu zatizeni, na obr. 6 pak pro
misto vzdalené od osy budiciho napéti o 40 mm (obr. 6) ve sméru vyztuznych vlaken, tedy ve
sméru osy x. Velikost budiciho napéti byla volena 1 Pa.
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Obr. 5 Obr. 6

Obrazky jsou ponechany ve tvaru, v jakém je zobrazi postprocesor MKP systému a jsou v
nich zakresleny prabéhy platici pro vSechny uzly existujici v daném misté pies celou tloustku
desky. Cisla uzli jsou oznaéena "Node...". Nerozliitelnost jednotlivych pribéhti znamena, ze
vSechny uzly maji stejnou rychlost ptes pticny rozmér desky, tedy zZe uzity model je skutecné
modelem "tenké" desky. Pribehy byly pocitiny do ¢asu 350 mikrosekund. V obrézcich je
Casova osa oznacena Time(x.0001). Vynasobenim udaje na ose koeficientem uvedenym v
zévorce dostaneme Gas v sec. Na svislé ose je vynesena hodnota piiéné rychlosti v ms’,
kterou dostaneme opét vynasobenim tudaje na ose koeficientem v zavorce. Velmi malé
hodnoty rychlosti odpovidaji zvolenému budicimu napéti 1 Pa. Protoze feSime linearni
systém, bude hodnota rychlosti linearn€¢ zaviset na hodnoté pouzitého budiciho napéti. Z
obrazkili vidime zasadni rozdil mezi témito pribehy. Obr. 5 odpovida mistu ve stiedu zatizeni,
kde rychlost zGstava z ¢asti konstantni (az do ¢asu asi 120 mikrosec.) a potom kolisa kolem
stiedni hodnoty. Cas 120 mikrosec. odpovida ptichodu odrazenych vin napéti od okraji
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desky. Uvazujeme-li misto mimo oblast zatiZzeni - viz obr. 6 - vidime zasadni rozdil v
prubéhu. Zatimco v prvém piikladu ma rychlost stale kladnou hodnotu, odpovidajici sméru
pusobiciho zatizeni, ma ve druhém piikladu na zacatku pro kratké ¢asy hodnotu proménnou,
coz vyjadiuje rozvijejici se vinovy proces. I zde je jasn¢ zietelné ovlivnéni pribcéhu
ptichodem odrazenych vin od okraji desky.

Vysledky numerického feSeni razu razniku na tenkou ortotropni viskoelastickou desku jsou
na obr. 7 a 8. Pro numerické feSeni této llohy bylo opét schématu podle obr. 4.

deskte_raznik_ortovisco_089x125

Reaction Force Z (x1e- Raznik dopadé do stfedu desky rychlosti 2
! e —— e IR ms”. V mist& dopadu je nutno fesSit kontaktni
e problém. Aby toto feSeni bylo korektni, musi

b L byt déleni razniku jemn&jsi nez d&leni desky.
= S Emm Kontaktni poméry miizeme sledovat na
3 pribéhu kontaktni sily v misté razu. Na obr. 7
je zakreslen ¢asovy prubéh razové sily v uzlu
5 na Cele razniku, leziciho na ose razniku. Z
tohoto prabehu Ize urcit predev§im dobu razu,
ktera je v tomto pfipad¢ asi 145 mikrosec. V
. 5 T — tomto Case se raznik odrazi od desky. Tim
‘ : kon¢i jeho vliv na pohyb a od tohoto
o SO =Ess= SESEESS==SSESSES ., okamziku deska voln¢ kmitd. OdraZen
— Time (x.0001), razniku nastane v okamziku, kdy do mista

- 2R 25808 o= NedR 488058 razu piijdou viny odrazené od okraji desky.

Obr. 7

Na vSech ostatnich prubézich ma tento ¢as dominantni vliv na jejich chovani. Do tohoto
¢asu jsou prub&hy hladké, protoze do tohoto Casu je pohyb desky vynucen raznikem, ale po
odlehnuti razniku deska za¢ne voln¢ ohybové€ kmitat.
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Obr. 8 Obr. 9

Na obr. 8 a obr. 9 jsou zakresleny ¢asové prubéhy pii¢né rychlosti jednak pro misto razu
(obr. 8) — a pro misto vzdalené od mista rdzu o 40 mm ve sméru osy x (obr. 9), tj. ve sméru
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vyztuznych vldken. Na pribézich je jasné patrny vliv vzdalenosti od mista razu, projevujici se
snizovanim maximalnich amplitud a vyraznou zménou. Zatimco u priubéhu v misté razu dojde
v okamziku rdzu k téméf skokovému narastu rychlosti, ktera s rostoucim ¢asem rychle klesa,
u prubéhu druhého odpovidaji jeho zmény opét rozvijejicimu se vinovému procesu

Pribéhy jsou kresleny opét pro vSechny uzly, které jsou v daném misté pies tloustku
desky. Stejn¢ jako v predchozim piipadé je zde opét vidét, ze deska, ackoliv v MKP
reprezentaci je brana jako 3D kontinuum, se pro zvolené parametry chova jako "tenka",
protoze jednotlivé kiivky jsou témét nerozlisitelné.

4. Experimentalni FeSeni razu razniku na tenkou ortotropni viskoelastickou desku

Vénujme nyni pozornost experimentalnimu feseni razu razniku na tenkou desku. Cilem tohoto
feSeni bylo porovnat vysledky experimentu s vysledky ziskanymi numericky uzitim metody
MKP a tim urcit presnost a moznosti obou metod. Pfi experimentu byla deska buzena
dopadem stejného razniku a se stejnou rychlosti, jako v ptfedchozi tloze. Rovnéz tak rozméry
desky a jeji vlastnosti byly stejné. Na obr. 10 vidime celou sestavu. Deska je ulozena v
ocelovém ramecku. Nad deskou jsou umistény dva snimace laserového interferometru, které
jsou ocejchovany pro méfeni pii¢né rychlosti. Svislou tyCkou je zndzornén smér dopadu
razniku. Sipkou je oznaden detail, na kterém je vidét umisténi kruhovych teréikii vyrobenych
ze specialni odrazové hmoty. Stredy téchto tercikli odpovidaji méficim mistim. Na n¢ je
zaméfen paprsek interferometrii. Toto uspofdddni umoziuje ziskat pfi kazdém pokusu
prubéhy pro dvé mista soucasné. Tim se uSetii pocet pokust. Zafizeni zaruCovalo dobrou
reprodukovatelnost méteni, kterd byla pro nckolik bodii provéfena provedenim nékolika
opakovanych méfeni.

Obr. 10

Pii experimentalnich pracich byla provedena fada méfeni pro rtizné vzdalenosti od mista
razu, které byly 20, 40, 70 a 90 mm. Pro tyto vzdalenosti byl dale ur¢en vliv sméru méticich
linii vii¢i sméru paprskli. To bylo provedeno pro sméry 0, 30, 60 a 90 stupiiti. Na obr. 10 jsou
vidét fady kruhovych tercikli, vedenych ke smériim vyztuznych vlaken praveé pod témito thly.
Nulovy thel odpovida sméru vladken, 90 stupni a znac¢i smér kolmy na vldkna.
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Na obr. 11 je ukdzan prave tento vliv. Pribehy byly ziskdny vyhodnocenim experimentu a
odpovidaji smériim danym uhly 0°, 30°, 60° a 90°, a vzdalenosti 20 mm od mista razu. Z
obrazku je jasn¢ patrné, ze pro zvétSujici se thly klesa jak maximalni amplituda, tak i strmost
prubéhti na zacatku.

Na obr. 12 jsou nakresleny casové pribéhy piicné rychlosti pro vzdéalenost 20 mm od
stitedu desky pro smér totozny se smérem vlaken, tedy pro uhel 0°.

5. Zavér

Z provedeného srovnani experimentu a vypoctu MKP je provedeno na obr. 12. pro ortotropni
desku (experiment — Cervena ¢ara, vypocet modra ¢ara) a pro ortotropni viskoelastickou desku
— zelena ¢ara. Z tohoto porovnani vyplyva, ze do Casu asi 120 mikrosec. jsou pribéhy témert
shodné, po tomto ¢ase se 1i§i. Dlivodem je skutecnost, Ze v uvedeném case piijdou do mista
vySetfovani odrazené viny od okraji desky. Velmi maly rozdil mezi ortotropni elastickou a
ortotorpni viskoelastickou deskou je zfejmé dan malou zatézovaci rychlosti. Tento vysledek
ukazuje, Ze ob¢ metody, jak experiment, tak 1 feSeni MKP, davaji velmi dobrou shodu a jsou
tedy vzajemné zastupitelné.

Jak je vidét z poslednich dvou obrazk, je na obr. 11 amplituda pritbéhu odpovidajici 0°
ponckud mensi, nez je odpovidajici amplituda ziskana vypoctem. Tento rozdil je zfejmé dan
ponékud mensi skutecnou citlivosti, nez jaka je uvadéna vyrobcem.
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