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ON APPLICATION OF DISTRIBUTIONS TO COMPUTATIONS OF
OPEN CROSS-SECTION THIN-WALLED BEAMS

J. Sobotka*

Summary: The generalized mathematical model of thin-walled beams with
warpable cross-section introduced in (Hyca, 2005) represents a consistent small-
displacement theory for coupled bending and torsion of open cross-section thin-
walled beams, which are subjected to general distributed loading. However, this
model does not cover directly concentrated loading. This paper presents a new
generalization of this model by means of distributions to involve concentrated
loading. The derived system of ordinary differential equations (SODE) of the first
order contains twelve unknown quantities and Dirac distribution at each point
where discontinuity of an unknown quantity occurs. The general solution to the
SODE is computed by means of the symbolic programming approach.

1. Uvod

V ¢lanku (Hyca, 2005) byl publikovan zobecnény matematicky model tenkosténného nosniku
otevieného profilu (TN) s deplanabilnim priifezem. Tento model predstavuje konzistentni
teorii malych deformaci pro vdzany ohyb a krouceni TN s obecnym mérnym zatizenim a
muze byt vyjadifen pomoci soustavy tii linearnich vézanych obycejnych diferencidlnich
rovnic, z nichz kazda je ctvrtého stupné. Tento matematicky model piimo nezahrnuje osaméla
zatizeni.

Clanek je vénovan daldimu zobecnéni tohoto modelu vazaného ohybu a krouceni TN, aby
umozioval pfimo zahrnout osaméla zatizeni. Model obsahuje celkem 12 neznamych veli€in.
Jsou to prihyby ve sméru os y, z, natoceni piicného fezu kolem os y, z, thel krouceni kolem
podélné osy x, deplana¢ni funkce, slozky posouvajici sily ve sméru os y, z, slozky ohybového
momentu kolem os y, z, kroutici moment a bimoment. Nespojita zatizeni jsou vyjadiena
pomoci distribuci. Obecné fteSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnice (SODR)
zobecnéného modelu TN je vypocteno pomoci symbolického programovani.

Abychom vyjadrili osaméla zatizeni a individualni vazbové reakce v podporach mezi konci
nosniku v samotném matematickém modelu, pouzijeme definici distribu¢ni derivace
(Stépanek, 2001), v niz vystupuje také klasicka derivace prvniho fadu neznamé velidiny.
Z tohoto ditvodu nejprve vyjadiime dany matematicky model TN ve tvaru SODR prvniho
fadu. Ptijeho odvozeni vyjdeme z varia¢ni formulace a z klasické definice hlavni sektorialni
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soufadnice (Vlasov, 1962). Vazany ohyb a krouceni TN nejsou v modelu z (Hyca, 2005)
ovlivnény mérnym axialnim zatizenim, a proto takové zatizeni zde nebudeme uvazovat pii
odvozeni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic modelu TN.

2. Kinematické vztahy pro body stifednicové plochy tenkosténného nosniku otevireného
profilu

Model (Hyca, 2005) ma Sest nezndmych geometrickych veli¢in

w (x), w(x), §,(x), ¢.(x), &(x), ¢, (x) , (1)
pomoci nichz se vyjadii slozky posunuti bodi stfednicové plochy TN takto
u(x, 8) =—0,(x) 2(s) = ¢, y(s) = ¢, o(s) , ()
d d
) =m0 [ ¥ |+ G2 [ s rcs) )
kde
X podélné osa TN,
Oyz hlavni centralni soufadny systém v roviné pti¢ného fezu TN,
Oxyz levotocivy soufadny systém,
wy(x) prihyb ve sméru osy y [m],
w(x) prihyb ve sméru osy z [m],
(I)y(x ) natoCeni pticného fezu TN kolem piicné osy y podle pravoto€ivého
Sroubu [rad],
o (x) natoceni pri¢ného fezu TN kolem ptic¢né osy z podle levotocivého Sroubu
[rad],
0(x) uhel krouceni TN kolem podélné osy x podle levotocivého Sroubu [rad],
o, (x) deplanacni funkce [rad m™],
u(x, s) slozka posunuti bodu stfednicové plochy ve sméru osy x [m],
v(x,s) slozka posunuti bodu stfednicové plochy TN ve sméru te¢ny ke sttednici
profilu pticného fezu [m],
o(s) hlavni sektorialni soufadnice (dle levoto&ivého §roubu) [m?] (Vlasov,
1962),
s orientovana kiivocara souradnice podél stfednice profilu pticného fezu

[m],

1(s) = d w(s) | rameno teCny ke stiednici profilu s polem v klasickém stfedu smyku [m]
ds (Vlasov, 1962),

[w(x), w(x)] | vektor posunuti pfi¢ného fezu v roving Oyz,

{ d ¥(s) d 2 S)} smérovy vektor teny ke stiednici profilu pfi¢ného fezu v roving Oyz.
ds > ds
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Uhly natoceni d)y(x) , ¢.(x) pfi¢ného fezu umoziiuji linedrni aproximaci deplanace pii¢ného
fezu vlivem posouvajici sily. Deplanacni funkce ¢ (x) umoziluje vyseCovou aproximaci

deplanace pti¢ného tfezu pii stisnéném krouceni. Prvni dva ¢leny na pravé strané (3)
piedstavuji skalarni soucin vektoru posunuti pti¢ného fezu v roviné Oyz a smérového vektoru
teCny ke stfednici profilu pfi¢ného fezu.

3. Slozky Cauchyho tenzoru pretvoreni pri rovinné napjatosti ve sténé tenkosténného
nosniku

Predpoklada se, ze pticny fez TN je tuhy ve své roving, a proto je

e(x,s)=0. “4)
Pretvoreni stfednicové plochy v podélném sméru TN je
g (x,s) :aaxu(x, s) . ()
Zkos v roving xs je urcen vyrazem
d 0 0
(55,0 =2¢ [ oo |+ Fute ) |+ L) (©)
kde
g soufadnice ve sméru kolmém ke stiednicové ploSe z intervalu < -n/2, n/2 > [m]

n=n(s) | tlouStka stény [m].

Soucet druhého a tretiho ¢lenu na pravé strané (6) vyjadiuje zkos samotné stfednicové plochy,
ktery se vSak v praci (Vlasov, 1962) zanedbava.

4. Celkova potencialni energie tenkosténného nosniku otevieného profilu

/
1 2 1 P
W:HLE%‘ ey G dsdid [powepwom o em o mbom g, de ()
v 0
a po dosazeni z (2), (3), (5) a (6) dostaneme obecné
/

W=JF[x, b e (). ), 0,0 ). 0. 0,0 [ L ®)

0

kde

p,= py(x) slozka mérného pticného zatizeni ve sméru osy y pusobici v klasickém stiedu
-1
smyku [Nm™],

p.=p(x) | slozka mérného pii¢ného zatizeni ve sméru osy z pisobici v klasickém stiedu
it
smyku [Nm™ '],

m, = my(x slozka mérného ohybového zatizeni kolem osy y orientovand proti
natoceni ¢y(x) [N],
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m_=m(x) | slozka mérného ohybového zatiZeni kolem osy z orientovana souhlasné

s ¢(x) [N],

m,=m(x) | mérné kroutici zatizeni kolem osy x orientované podle levoto¢ivého §roubu [N],

m_=m (x)| mérné bimomentové zatizeni orientované souhlasné s w(s) [Nm],

E modul pruznosti v tahu materidlu nosniku [Pa],

G modul pruznosti ve smyku materialu nosniku [Pa],

n Poissonova konstanta materialu TN; predpoklad: 1 >> p?,
[ délka nosniku [m].

5. Podminky minima celkové potencialni energie

Nulova hodnota prvni variace celkové potencidlni energie (8) vede na rovnice tvaru (Rao,
1982)

d( o 0
dx[@\ny](x)za\yF’ ©)

0 0
[awa] ) - [a\uF] 5(v)

X

-0, (10)

x=0

pro Sest zavisle proménnych geometrickych veli¢in y z mnoziny zavisle proménnych

(00, 0. 0 waw ) (1)
piicemz
d
V= v) (12)
Vyrazy tvaru
0
a—\l]x F (13)
jsou tzv. zobecnéné vnitini sily z mnoziny
{Mk(X), —%(X), %(X), —B(X), Ty(X), TZ(X)} s (14)

pricemz y je z mnoziny (11) (ve shodném poradi), kde

M,(x) | kroutici moment orientovany podle levoto¢ivého sroubu vzhledem k podélné
ose [Nm],

My(x ) | slozka ohybového momentu kolem osy y, orientovana podle levotogivého
Sroubu a vyvolavajici zdpornou kiivost v rovin€ Oxz [Nm],

M(x) | slozka ohybového momentu kolem osy z orientovand podle levotogivého §roubu
a vyvolavajici kladnou ktivost v rovin¢ Oxy [Nm],

B(x) | bimoment orientovany souhlasn& s w(s) [Nm?],

T y(x ) | slozka posouvajici sily ve sméru osy y pisobici v klasickém stfedu smyku [N],

T(x) | slozka posouvajici sily ve sméru osy z piisobici v klasickém stiedu smyku [N].
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Poznamka: Zaporné znaménko u M,(x) v (14) je vlivem zvolené orientace opacné vici ¢,(x) -

Zaporné znaménko u B(x) v (14) je vlivem zvolené orientace w(s) podle levotoc¢ivého Sroubu
vzhledem k ose x.

Vypocet derivaci (13) integrandu F z (8) podle derivaci jednotlivych geometrickych veli¢in
z mnoziny (11) dava vysledné vnitini silové u¢inky ve tvaru

10 =46(([ w0 )5 +((Gme ) -em )5, +(( Lo )-e@)5,] . (19

r=46(([ G | -om e+ ([ Guw)-em s _+(( L0 )0 ]a,] . 16

M =46((( gm0 @ o, +((Gme )-am)s,+(( o] -o,m]e, )

d , (17
+GJ, (% (I)(x)]
d
M =-£ o), (18)
Mxy=EJ < b 19
(=E1[3400) (19)
Bx)=—£J (£ 20
(0)=E1, (g0, (20)
kde
.5'2
1 d d _
8, =1 J’ (S p(s)) (ds q(s)) n(s)ds -, q=y2z,0), (21)
Sl
J, | geometricky faktor tuhosti pii ¢istém krouceni TN [m*],
. ’ NI 1 ¥ 4
Jy kvadraticky moment plochy pti¢ného tfezu k ose y [m™],
J_ | kvadraticky moment plochy pii¢ného fezu k ose z [m?],
J, | odpor viigi deplanaci [m®],

TS ¥ 2
A | plocha pti¢ného fezu [m?],
s; | hodnota ktivocaré soutadnice pocatku stfednice profilu pti¢ného fezu [m],

sz | hodnota kiivo€aré soufadnice konce sttednice profilu pti¢ného fezu [m].

6. Model vazaného ohybu a krouceni tenkosténného nosniku otevireného profilu ve tvaru
systému obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho Fadu

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (9) a zobecnéné vnitini sily (15) az (20) vedou na hledany
SODR prvniho tadu
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d
ST =p(x) (22)
d
M) =T (x)=m(x) , (23)
d M(x)
e 8 =- EJ, (24)
d
I w(x)=a, Ty(x) ta, T(x)+a, M(x)+a,d (x)+ d)y(x) , (25)
d
L= (x) (26)
d
M () =T (x) = m(x) , @7)
d. . M) -
% (I)Z(x) - Et]Z s ( )
d
I wy(x) =b, Ty(x) +b, T(x)+b, M(x)+b,¢ (x)+¢(x), (29)
d
9 )= -mx) (30)
d B d
2 B =M(x) = G I | o fx) | —m (x) (31
d B(x
=) (32)
L000) =, T (x)+ ¢, T(x) + ¢, M(x) + ¢, 9, (x) . (33)
Rovnice (25), (29) a (33) vznikly feSenim soustavy (15) az (17), pti¢emz koeficienty jsou
5 ka
=5, , 8, , 40,8, ,+
a=———~+ ; (34)
! A G
8 2 _ _ 6y,ka
¥y, ©® .y o0 A
a,= : (35)
2 A G
82@6}'}’_8}’26)"” (36)
a, = ’ ; ; ’ b
: A G
(8\/28)/0)_820) yy)Jk
a,=—""—= — , 37
4 A] ( )
8 2 _ 8 _ Jk 82 z
Z,0 0,0 zZz A
b, = I , (38)
bg =aj, (39)
_Sy,z 82,03 + 8V, Q) 52,2
p=—tine nwnr (40)
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b:(a 5. -8 8 )J

UL Aly,m 2D @1
c; = bs, (42)
¢ =as, (43)
c :6y,22_62,28y,y , (44)
3 GA,
¢,=1-GJ.c,, (45)

kde

A=(8,,8, -6 8 8 -28 8 8 +6 "8 +08 5 )A4+(5, -5_8 )J . (46)

Matematicky model, tvofeny rovnicemi (22) az (33), obsahuje klasické derivace zobec-
nénych vnitinich sil (22), (23), (26), (27), (30), (31), které jsou zavislé na mérnych zatizenich.
Avsak osaméld zatizeni pfimo v téchto rovnicich zahrnuta nejsou. Pfi pouziti klasickych
derivaci to ani neni mozné. Diivodem toho je to, Ze idealizovana osamé¢la zatizeni vyvolava;ji
nespojitosti v prib&hu zobecnénych vnitinich sil.

Abychom vyrazné¢ zmensSili pracnost analytického vypoctu TN pii plisobeni osamélych
zatizeni mezi jeho konci, zobecnime vySe uvedeny model tak, aby pfimo umozioval
implementovat pusobici osaméla zatizeni. To je mozné tehdy, kdyZz opustime prostor
klasickych funkci a pro neznamé veliiny zvolime prostor zobecnénych funkcei (distribuce).
Klasické derivace zobecnénych vnitinich sil nahradime distribu¢nimi derivacemi (Stépanek,
2001) s Diracovou singularni distribuci, kterd je umisténa vzdy do mista nespojitosti
zobecnéné vnitini sily a ndsobena velikosti jeji nespojitosti. Pokud velikost nespojitosti neni
znama, jako je tomu kupiikladu u soustfedéné vazbové reakce mezi konci nosniku, musime
k jejimu urceni doplnit deformac¢ni podminku.

7. Distribu¢ni derivace zobecnénych vnitinich sil
Distribu¢ni derivace sloZky posouvajici sily s jednim bodem nespojitosti v x=4d_, je

4 T(x)=p(x)+[T) Dirac(xd,) , (47)
dz]
kde
7], =(tm TO)~(fim 7). (48)

Velikost nespojitosti (48) se ur¢i zpodminky silové rovnovahy elementu nosniku,
odfiznutého spolu s osamélym bifemenem. V idealizovaném piipadé je délka takového
elementu nosniku dx = 0 a podminka rovnovahy je

FZ,+( lim Tz(x))—(xgr;q_ Tz(x)ij : (49)

+
xﬁdzl

kde

F, | velikost osamé&lého biemene v mist& x=d_, (0<d.,), pisobici v klasickém stfedu

smyku ve sméru hlavni centrdlni osy z [N].
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Rozdil jednostrannych limit (48) vypoéteme z (49) a dosadime do (47). Tak dostaneme
konecny tvar distribu¢ni derivace pro jednu slozku posouvajici sily s jednim bodem skokové
nespojitosti

d .
aTz(x):—pz(x)—le Dirac(x —d_,) . (50)
Podobné postupujeme u druhé slozky posouvajici sily.

Distribu¢ni derivace slozky ohybového momentu s jednim bodem nespojitosti v x=e , je

d .
%My(x):Tz(x)—my(x)+[My]e Dlrac(x—eyl) , (51)
yl
kde
M =( 1l M —( I M . 52
[ y]%z (an:ﬁ y(x)) (HH;I_ y(X)) (52)

Velikost nespojitosti (52) se urci z podminky momentové rovnovahy elementu nosniku,
odiiznutého spolu s osamélou silovou dvojici. V idealizovaném ptipadé je délka takového
elementu nosniku dx = 0 a podminka momentové rovnovahy je

Cy1+( lim ]My(x))_(rg? ]V[y(x))zO , (53)

Se +
X Ey] y]

kde

C,, | velikost osamélé silové dvojice v misté x = e, (0<e,), orientované podle pravidla

levotocivého Sroubu vzhledem k hlavni centrdlni ose y [Nm].

Rozdil jednostrannych limit (52) vypocteme z (53) a dosadime do (51). Tak dostaneme
kone¢ny tvar distribu¢ni derivace pro jednu slozku ohybového momentu s jednim bod
skokové nespojitosti

;;My(x): Tz(x)—my(x)— Cy] Dirac(x—eyl) ) (54)

Podobné postupujeme u druhé slozky ohybového momentu.

Distribu¢ni derivace krouticiho momentu s jednim bodem nespojitosti v x =g, je

;;Alk(x):—mk(x)+[%]g Dirac(x - g,) , (55)
kde
[M] =( lim M((x))—(xliﬁg_ Mk(X)) : (56)

Velikost nespojitosti (56) se ur¢i z podminky momentové rovnovahy elementu nosniku,
odfiznutého spolu s osamélou kroutici silovou dvojici. V idealizovaném ptipad¢ je délka
takového elementu nosniku dx = 0, pro ktery je podminka momentové rovnovahy

ck1+( lim Mk(x))—( lim Mk(x))zo : (57)

x~>gl+ x%gl-

kde

C. | velikost osamélé kroutici silové dvojice v misté x=g, (0<g, ), kterd je orientovéana dle

pravidla levotocivého Sroubu vzhledem k podélné ose tenkosténného nosniku [Nm].
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Rozdil jednostrannych limit (56) vypoéteme z (57) a dosadime do (55). Tak dostaneme
konecny tvar distribu¢ni derivace pro vnitini kroutici moment s jednim bodem nespojitosti

d .
p M(x)=-m(x)—C,, Dirac(x —g,) . (58)

Distribu¢ni derivace vnitiniho bimomentu s jednim bodem nespojitosti v x = 4, je

d%lc B(x)=M(x)-GJ, (;i (I)(x)j —m (x)+ [B]h1 Dirac(x - h,) , (59)
kde
[B] =( lim B(x)\—( lim B(x)) . (60)
hl (x—>h1+ j (x—)hl- )

Velikost nespojitosti (60) se ur¢i z podminky silové rovnovahy elementu stiednicové plochy
tenkosténného nosniku, odfiznutého spolu se zatiZenim p (s), které plisobi podél strednice

profilu pticného fezu ve sméru osy x

( lim Gx(x,s))dA +pl(s)ds—( lim csx(x,s)j dA=0 . (61)

x—>h1+ x—)hl-

Do rovnice (61) nyni dosadime za normalové napéti

M(x)z(s)  M(x)y(s) , B(x) a(s)
J J. J, ’

y z ®

G (x,5)=

(62)

vyndsobime hlavni sektoridlni soufadnici a integrujeme po celé ploSe pticného fezu.
Dostavame tak rovnici
lim B(x)\+B, —( lim B(x)\=0, (63)
xﬁhfr x%hl—

z niz vypocteme velikost nespojitosti (60) a dosadime do (59). Tak dostaneme konecny tvar
distribu¢ni derivace pro vnitini bimoment s jednim bodem skokové nespojitosti

d d .
o B(x)=M(x)-GJ, (dx d)(x)j —m (x)— B Dirac(x—h ) , (64)

kde velikost osamélého bimoment je

)

Blzj p(s)o(s)ds . (65)

51

8. Zobecnény matematicky model vazaného ohybu a krouceni tenkosténného nosniku
otevireného profilu s distribucemi

Predpokladejme, Ze zobecnéné vnitini sily maji nasledujici nespojitosti vlivem vnéjsiho
osamélého zatizeni nebo ulozeni mezi konci tenkosténného nosniku:

1) Ty(x) ma skokové nespojitosti Fyi v mistech x = dyi ,kde 0< dyi ai=1.n,.
ii) 7(x) ma skokové nespojitosti /v mistech x=d_,kde 0<d_ a i=1.n,.

iii) M (x) ma skokové nespojitosti C . v mistech x=e ., kde O0<e . a i=1.n,.
y yi yi yi 3
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iv) M (x) ma skokové nespojitosti C . v mistech x=e . ,kde O0<e.  a i=1.n,.
z zi zi zi 4

v) M,(x) ma skokové nespojitosti C, . v mistech x=g. ,kde 0<g, a i=1.ng.

vi) B(x) ma skokové nespojitosti B, v mistech x=54_,kde 0<h a i=1.n,.

Distribu¢ni derivace (50), (54), (58), (64) mlizeme zobecnit pro vyse uvedené pocty
nespojitosti, a tak obdrZime hledané zobecnéni SODR véazaného ohybu a krouceni TN pro
kone¢ny pocet skokovych nespojitosti v prubéhu zobecnénych vnitinich sil

;iTz(x)z—pz(x)—(z F, Dirac(x—dz!_)] , (66)
"3
c%cMy(x): Tz(x)—my(x)—{z C, Dirac(x—eyl.)] ) (67)
d M(x)
000 =- EJ (68)
()= a, T(x) +a, T(x) + a, M) + 4, 8, () + 0, (x) | (69)
% T(x)=-p(x)- [Z F,, Dirac(x - dyl.)] , (70)
d (u
%Mz(x):—Ty(x)—mz(x)— z C_Dirac(x—e_) | » (71)
Jo M@
b= (72)
4 ()= b, T(x) 4 a, T(x) + b, M(x) + by 6,() + () | (73)
d%,c M(x)=-m(x)— [Z C,, Dirac(x — gi)] ) (74)

%B(x) =M(x)-GJ, [;; ¢(x)j —m (x)— [Z B, Dirac(x — hi)J , (75)

i=1

d B(x)
b= 7o)
d%l(l)(x) =b, Ty(x) ta, T(x)+c,M(x)+(1-GJ c,) (I)w(x) . (77)

9. Vypocet obecného reseni zobecnéného modelu vazaného ohybu a krouceni
tenkosténného nosniku otevi‘eného profilu

Pti vypoctu fesSeni SODR (66) az (77) pouzijeme Laplaceovu metodu, v niz se postupuje ve
ttech krocich:

1) zobrazeni SODR v Laplaceové transformaci,
i1) vypocet obrazli neznamych velicin jako feSeni soustavy linedrnich algebraickych
rovnic,
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i) vypocet vzorl k obraziim nezndmych veli¢in pomoci inverzni Laplaceovy
transformace.

, GJ,(1-GJe))
B EJ,

(78)

Zobrazeni SODR (66) az (77) v Laplaceové transformaci vede na soustavu linearnich
algebraickych rovnic

"2 (-pd.)
p laplace(T(x), x, p) — T.(0) = —laplace(p (x), x, p) — [Z Fe ° ] , (79)
i=1

"3 (-pe)
p laplace( ]\{V(X), xap) - %(0) = 1ap1ace( TZ()C), xap) - laplace( my(x), xap) - (Z Cyi € g J ’ (80)
i=1

laplace( M (x), x, p)
p laplace(§,(x), x, p) ~ ,(0) = - £ , 81)
y

p laplace(w (x), x, p) —w(0) = a, laplace( Ty(x), x,p)+a,laplace(T(x), x, p)

+a, laplace(Mk(x), xX,p)+ a, laplace( (I)w(x), x, p) + laplace( ¢y(x), xp) (82)
o pdy
p laplace(T (x). x, p) = T,(0) = —laplace(p (x), x. p) =| 2, F e , (83)

"4 (-pe_)
p laplace( M (x), x, p) = M(0) = —laplace( 7,(x), x, p) — laplace(m (x), x, p) - {Z C.e ] , (84)
i=1

laplace( M (x), x, p)

p laplace(§,(x), x, p) ~ ¢.(0) = 5 , (85)
p laplace(w (x), x, p) — wy(O) = b, laplace( Ty(x), x,p)+a, laplace(T(x), x, p)
+ b, laplace( M (x), x, p) + b, laplace(_(x), x, p) + laplace(_(x), x, p) ’ (86)
"s (»g)
p laplace( M,(x), x, p) = M,(0) = —laplace(m,(x), x, p) = | X Cye |, (87)
i=1
p laplace(B(x), x,p) - B(O) = 1aplace(]‘4k(x)a X, p) -G Jkp 1aplace(¢(x), X, p) + GJk ¢(0)
& Com) 88
— laplace(m (x),x,p) - [ B.e } , (89)
i=1
laplace(B(x), x,
p laplace( 9, (), x, p) - §,(0) = — PP ) (89)

EJ, ’
p laplace(¢(x), x, p) — ¢(0) = b, laplace( T (x), x, p) + a, laplace( 7 (x), x, p)

laplace( M (x), x, p) o’ J, E laplace(M(x), x,p) Q? J,, E laplace(¢ (x), x, p) (90)
B YT " GJ " GJ ’
f k

k
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kde
laplace(f(x), x, p) | obraz veli¢iny f(x) v Laplaceové transformaci,
P komplexni proménné v Laplaceové obrazu,
f(0) hodnota veli¢iny f(x) v levém koncovém bod& nosniku (pocatek).

Z diivodu omezeného rozsahu tohoto ¢lanku uvedeme dale pouze obecné feSeni pro thel
krouceni a deplana¢ni funkci. Jejich obrazy dostaneme z feseni soustavy (79) az (90) ve tvaru:

®(0) b, Ty(O) a, T(0) 1 QZEJ(D
+ 2_Qz+ 2_Qz+ 2 g G_ 2, 4 2N 2 %(0)
P p p PG (P -0Y)G

laplace(d(x), x, p) =

(pd) (pd)

EJmQZd)m(O) Q?B(0) i%Fz!e leb3F;/,e

+ —_ — S — —_ < —
P’-Q)GJ, P-9HGJp T pP-@° o -

"s 2 QO EJ, (-pg) s B Qe
p +Q ; ]
Z Q2 JG 2 Ckie + z 2—Q2 GJ
(r* )P J (P*-QHG isip(p )G J,

~ a, laplace(p (x), x, p) b, laplace( py(x ), x,p) Q7 laplace( m (X),X,p)

- +
p-Q° pr-Q° (P’ -Q)GJp
, 91
—p 2,02 QzEJm ©h
> laplace(m,(x), x, p)
(p*-Q*p*J, G J (p* - Q%) G*
p¢ (0) GJ, b, T(O) GJ,a,T(0) QZM(O)
laplace
Place(b, ()5 P) = T VB (- QN EJ (P -0y G (-0
. (-p dzi) " (-p dyi)
B(0) ZZ GJka3ine Zl Gka3Fyie
EJ (p°-Q%) |SEJ, (p-Q)p | |SEJ,(P-Q)p
. 5 (-reg) " (fphi) 5 (92)
5 Q°C e 6 B e Q7 laplace(m (x), x, p)

+ + ' +
Zl GJ (p*-Q")p i:ZIEJw (p*- Q%) GJ (p*-Q*)p
GJ, a,laplace(p(x),x,p) GJ, b, laplace(py(x), x,p) laplace(m (x),x,p)
- - +
EJ (p*-QY)p EJ (p*-Q%p EJ (p*-Q%)

Rovnice (91) az (92) musely byt vzhledem ke své znacné délce zapsany na nékolika
radcich, pficemz symbol pocetni operace na pocatku pokracujiciho fadku neni obsazen na
konci tadku predchoziho. Dlivodem je to, ze uvedené rovnice byly sestaveny v pocitaovém
programu jakozto vykonné ptikazy. Opakovani symboll zakladnich pocetnich operaci by v
pocitacovém piikazu zpisobilo chybu.

Inverzni transformaci pravych stran (91), (92) dostaneme pro thel krouceni ¢(x) a
deplanaéni funkci ¢m(x)
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b,sinh(Qx) T(0) a,sinh(Qx)T(0) ( y  QEJ, sinh(Qx)
6(x) = 9(0) + 5 + 5 +[JG— e ]Mkm)

k k

(1-cosh(Qx))B(0) QEJ, sinh(Qx)¢, (0)
' J G ! J G
Heaviside(x - d ) sinh(Q (x~d ) b, Fyl_]
Q

n

|
M-

=

2 a, Heavisid((x —d_) sinh(Q (x —d_)) Fm]
- Q

x—g sinh(Q(x-g))J QEF q
- + Heaviside(x —g.) C,.
J, G sz G? ¢

1
—_

+
'Mmﬁ .

Q(x—h)
2 Heaviside(x — 4,) | sinh

6 2 j} B a4,
g2 J G —[Q fopz(é) sinh(Q (x - £)) d&]

b X
-5 Opy<a)sinh<9(x—a>>d&J+ Gljkfomm@)(cosh(mx—a))—l)dé

., 93)

QEJ sinh(Q(x-&)) _
v mk(a)£ e —’;k(‘?]dé

k
0

GJ, b, (-1 +cosh(Qx)) Ty(O)
EJ &

GJk(—l + COSh(Q x)) a3 TZ(O) N (1 —COSh(Qx))Mk(O) B B(O) sinh(Qx)
EJ @ GJ, EJ Q

¢ (x)=¢,(0) cosh(Qx) +

+

- (QG-d T
2J Gb, HeaV151de(x—dyl,) sinh 5 Fyl_

EJ O

—_

3
NS}

Q(x-d)\T
2J, G| sinh oy Heaviside(x —d ) a, F,

EJ O
w

2
" .. . Q(x— gi)
2 Heaviside(x — g,) | sinh — C,.

GJ,

B. Heaviside(x — /,) sinh(Q (x - 4,))
EJ Q

Il
—_

W

Il
—

+
.MO\E .

Il
—
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C?b3J;JJ?y(i)(Cosh(fl(x-i))-l)aﬁ
0

EJ Q

C?J;a3Jﬁpji)(coﬂﬁgl(x-i))—-1)aﬁ

0

EJ &
- (94)

+G1Jk mk(g)(cosh(ﬂ(x—i))—l)d§+E;wQ J:mw(@ sinh(€Q (x - &) d&

0

10. Zavéry

Ptispévek tohoto ¢lanku je v tom, Ze byl odvozen SODR (66) az (77) modelu vazaného ohybu
a krouceni tenkosténného nosniku otevieného profilu, ktery plati pro nespojité pribchy
posouvajici sily, ohybového momentu, kroutictho momentu a bimomentu. Nespojitosti téchto
veli¢in jsou vyvolany plisobenim idealizovanych osamélych zatizeni nebo idealizovanych
osamélych vazbovych reakci mezi konci nosniku a v rovnicich (66), (67), (70), (71), (74),
(75) jsou vyjadreny pomoci Diracovy distribuce.

Nespojitosti v pribéhu mérnych zatizeni neméni platnost klasickych derivaci zobecnénych
vnitinich sil (22), (23), (26), (27), (30), (31), a proto tyto rovnice plati i pro nespojitd mérna
zatiZeni, kterd se vyjadii pomoci Heavisideovy skokové funkce.

Obecné teseni SODR (66) az (77) bylo vypocteno Laplaceovou metodou pomoci
symbolického programovani v systému Maple. Z diivodu omezeni rozsahu tohoto ¢lanku je
zde uvedeno feSeni pouze pro uhel krouceni (93) a deplana¢ni funkci (94). Integracni

konstanty jsou ve tvaru pocatecnich parametrii jakozto piimy disledek aplikace Laplaceovy
transformace.
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