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ON APPLICATION OF GENERALIZED FUNCTIONS TO
CALCULATIONS OF THIN-WALLED BEAMS UNDER PLANE
BENDING CONSIDERING CONSTRAINED WARPING

J. Sobotka*

Summary: When a thin-walled beam is bent secondary membrane stresses may
arise owing to the restraint of warping. These secondary stresses may have the
same order as primary stresses which may be calculated according to the
classical Bernoulli-Navier hypothesis. In order to simplify the practical
computations of these secondary stresses we modify the mathematical model
(Hyca, 1990) to be valid also at such points where discontinuities of unknown
quantities occur. To solve this task we use generalized functions. The
discontinuities may be expressed using the Heaviside unit step function or Dirac
distribution. The general solution to the mathematical model with generalized
functions of the thin-walled beam with constrained warping is computed by means
of the Laplace transform method.

1. Uvod

V ¢lanku (Hy¢a,1990) byl publikovan matematicky model vypoctu rovinného ohybu piimého
tenkosténného nosniku (TN), ktery zahrnuje vliv omezeni deplanaci pfi¢ného fezu na velikost
ohybového napéti podél stiednice profilu pricného fezu. Na zaklad¢ prvni funkéni aproximace
zkosu stfednicové plochy tenkosténného nosniku byl odvozen model v (Hy¢a, 1974).

Sekundarni napéti, kterd vznikaji vlivem stisnéni deplanaci pti ohybu nosniki s relativné
malou Stihlosti, mohou byt stejného fadu jako napé€ti primarni, kterd se vypoctou podle
klasické Bernoulli-Navierovy hypotézy o zachovani rovinnosti pficného tfezu. Abychom
usnadnili vypocet sekundarnich ohybovych napéti v praxi, zobecnime matematicky model z
(Hy¢a, 1974) takovym zplsobem, aby umozioval pfimo zahrnout vliv nespojitosti v zatizeni
tenkosténného nosniku, v jeho uloZeni a od vloZenych rota¢nich kinematickych dvojic,
spojujicich jednotlivé segmenty nosniku. Toho dosdhneme pomoci Diracovy distribuce, ktera
vystupuje v definici distribu¢ni derivace (Kanwal, 2004). Nespojity prubéh mérného piicného
zatizeni lze vyjadfit pfimo pomoci Heavisideovy schodové funkce. Obecné feSeni systému
obycejnych diferencialnich rovnic (SODR) s distribucemi vypofteme pomoci Laplaceovy
transformace.
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2. Matematicky model ohybu tenkosténného prizmatického nosniku se stisnénou
deplanaci pri¢ného rFezu

V ¢lanku (Hyca, 1974) byla uvedena soustava diferencialnich rovnic pro stisnény rovinny

ohyb tenkosténného prizmatického nosniku symetrického profilu s osou symetrie lezici

v roviné Oxz pticného zatizeni

d* d’
(Mwu)}ﬁ[chgp(x)}%’}y) , 1)
2
d’ X(dXZP(X)J G 4 p(x)
(mﬁ“’”]* 5T By 2)

kde

w(x) | prihyb nosniku [m],
p(x) | deplanaéni funkce [1],

q(x) | m&mé picné zatizeni [Nm™],

E modul pruznosti v tahu materidlu nosniku [Pa],

G | modul pruznosti ve smyku materialu nosniku [Pa],

A plocha pii¢ného fezu nosniku [m?],
J, | kvadraticky moment plochy pfi¢ného fezu TN k hlavni centralni ose y [m*].

Tato soustava byla odvozena na zaklad¢ prvni funkéni aproximace zkosu stiednicové plochy
tenkosténného nosniku

v, = p(x) II(s) (3)
se znamou prufezovou funkci
A Sy(s)
)= ity 4)

kde staticky moment ¢asti plochy pficného fezu TN se vypocte dle

5,()= [ ) i(n) dn 5)
0
Koeficienty v (1) a (2) se vypoctou ze vzorcu
» s L
R L A s 4 6
B_Jz t(S) S ) X_Jy y(S) (S) S ’ ()
y 0

0

se znamou prufezovou funkci
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A dn s
t( n) t(s)
0
_ 0 , 7
A(s)= 7 (7)
y
I
S 1 p
piicemz  A(s)= f t(n)dn azaroven P=-— N J A(s)z(s)t(s)ds |, (8)
0 y Y
kde
[ » celkova délka stfednice profilu pficného fezu TN [m],
t(s) | tloustka stény tenkosténného nosniku [m],
s délka oblouku stfednice profilu pficného fezu [m].

Ze (4) a (7) je patrny vztah
d
(s)=—-A(s) . )
Abychom mohli vyjadfit v matematlckem modelu stisnéného ohybu TN nespojitosti
nezndmych vyslednych wvnitinich silovych UCinki nebo geometrickych parametra,
potfebujeme mit tento model ve tvaru SODR prvniho tadu. Vyjdeme proto z variacni

formulace modelu stisnéného ohybu TN. Slozka posunuti v podélném sméru u(x,s) boda
sttednicové plochy TN ma dvé komponenty

u(x, s)=u(x,s)+u,(x,s) , (10)
kde
ul(x,s)z—(&;iC W()C)) z(s) (11)

vyjadiuje hypotézu Bernoulli-Navierovu a uy(x,s) deplanaci piicného tfezu. Tuto slozku
ur¢ime pomoci geometrického vztahu pro zkos sttednicové plochy TN

0 0
Y. (x s)= (u(x S)) (E}x vt(x,s)j , (12)
kde slozka posunuti bodu stiednicové plochy TN ve sméru te¢ny ke stiednici profilu pii¢ného
fezu je
d
sy =) () (13)

coz je skalarni soucin vektoru posunuti pti¢ného fezu a smérového vektoru tecny ke stiednici
profilu pfi¢ného fezu. Do (12) dosadime z (3), (9), (10), (11), (13), tudiz pro deplanaci
pfi¢ného fezu dostaneme rovnici

aS u,(x) = P(x)( /\(S)] (14)

Z rovnice (14) dostaneme
uy(x,5) = p(x) A(s) . (15)

Ptredpokladame, Ze pole posunuti u(x,s) je symetrické vici hlavni centralni ose z a anti-
metrické vici hlavni centralni ose y. Splnéni téchto predpokladii zajisti priifezové funkce (4) a
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Vv

(7), pokud podpory nosniku budou na urovni jeho t€zistové osy y soumérné k roviné ohybu
TN.

Do (10) dosadime z (11), (15), a tak dostaneme
i 3) = W) J5) 4 p() AG5) (16

Proto pomérné pietvoreni TN v podélném sméru je
2

ax(x,s)z—(;izw(x)j Z(S)+(;;C p(x)) Ay(s) . (17)

Piedpoklada se, ze pficné fezy TN jsou vyztuzeny diafragmaty, které jsou tuhé ve své
roving. Proto pomérné pretvoreni stfednice profilu pficného fezu je

e=0. (18)
Na zakladé toho vyjde napéti v axidlnim sméru pro rovinny stav napjatosti v TN
Ee
o = 2 s (19)
X 1 _ H
kde p je Poissonova konstanta materialu TN. Zavedeme oznaceni
E = 1 fuz (20)
Do celkové potencidlni energie elastického TN
1 2 1 2 !
W= B+, Gy, dsd dx—fq(x)w(x)dx @1
0

Vv
dosadime ze (17), (3) a dostaneme obecné

!
2

W= F[x, w(x), ;iz w(x), p(x), ;,i p(x)J dx . (22)

0
Nulovéa hodnota prvni variace tohoto funkciondlu vede na nasledujici podminky

0 d’

(aWFj+[dxz(—M(x))j=O , (23)

0 d
(apF)—(dde(x)]=0 , (24)
T(x) 8(w)|, ;= T(x) 8(W)[;-0=0 , (25)
M(x) 6( d W(x)] - M(x) 8( W(x)j (26)
Md(x)6(p>\x:,—Md<x)6(p)\x=0= , (27)

pri¢emz zobecnéné vnitini sily jsou

T(x)= d M(x) (28)
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d’ d
M(x)=E, J, ([dx w(x)j “B( 4 p(x)j} , 29)

2
un=£,1 1 (;i v |+ 2 o) (30)
Kde

T(x) | posouvajici sila [N],
M(x) | ohybovy moment [Nm],
M4(x) | deplanacni moment [Nm],

[ délka nosniku [m].

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (23), (24) maji po dosazeni tvar

()= —q(x) | G1)
L M) =G AP p(x) (32)

Hledané vyjadieni matematického modelu stisnéného ohybu tenkosténného prizmatického

nosniku ve formé SODR prvniho fadu je

d
7 Tx)=-q(x) , (33)
d
e M) =T(x) (34)
d
M) =A4p(x) (35)
d ” (M(x) +B M(x))
e P = A : (36)
d o (B M,(x) +3 M(x))
g dX)=- A : (37)
£ w(x) = ) | (38)
kde A=GAB , (39)
) A

2
=2 prol>>pk (40)
EJ (x-B)

3. Rozdéleni nespojitosti v zatiZeni, uloZeni a geometrii tenkosténného prizmatického
nosniku pfi stisnéném ohybu a jejich vyjadieni pomoci Heavisideovy schodové funkce
a Diracovy distribuce

Nespojitosti danych veli¢in (zpiisob zatizeni, ulozeni a geometrie), které se mohou v tomto

pfipadé u TN vyskytnout, miZzeme rozdélit do dvou skupin podle jejich vlivu na vznik

nespojitosti nezndmych veli¢in v SODR (33) az (38).

Do prvni skupiny danych nespojitosti zatadime vSechny po castech spojité pribéhy
mérného pficného zatiZzeni q(x) a prufezovych funkci. Takovéto nespojitosti nevyvolavaji
skokovou zménu Zadné znezndmych velicin v SODR (33) az (38). Mérné zatizeni a
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prafezové funkce tenkosténného profilu miizeme proto vyjadiit ptimo pomoci Heavisideovy
nespojité funkce, kterou budeme déle zapisovat jako Heaviside(x).

Do druhé skupiny danych nespojitosti zaradime takova osamé¢la bfemena, osamélé vazboveé
reakce, osamélé silové dvojice a vlozené rotacni kinematické dvojice, které jsou umistény
mezi konci nosniku. Tyto prvotni nespojitosti vyvolavaji sekundarni nespojitosti, které se
objevuji v pribéhu vyslednych vnitinich silovych ucinkii nebo neznamych geometrickych
velicin, jako je natoCeni pfi¢ného fezu, deplana¢ni moment nebo deplanacni funkce.

Schwedlerovy véty (33), (34) neplati v bodech nespojitosti z druhé skupiny vlivem
idealizovaného prubéhu zatizeni osamélymi silami, silovymi dvojicemi nebo od osamélych
reakci v podporach mezi konci nosniku. Abychom obnovili platnost téchto podminek
rovnovahy elementu nosniku pfi vyskytu nespojitosti z druhé skupiny, pouzijeme vyjadieni
pro distribuéni derivaci (Stépanek, 2001)

;if(x): {afif(x)} #U/], Pirac(x—x;) . (41)

kde

d o
{% flx)} klasicka derivace,

/1 velikost nespojitosti veli¢iny f(x) v bod& x =x,; [f] =f{x,+0)~f(x,~0)
0 xO

f(x,+0) limita f(x) v bod€ x,, zprava,

f(x,—0) limita f(x) v bod¢ x, zleva,

Dirac(x — x

o| Diracova distribuce pisobici v bodé x =x,, .

4. Distribu¢ni derivace posouvajici sily, ohybového momentu, natoceni, deplanac¢niho
momentu a deplanac¢ni funkce s jednim bodem skokové nespojitosti

Abychom urcili velikost nespojitosti posouvajici sily, uvolnime délkovy element nosniku
v misté plsobeni osamélého bfemene nebo v misté osamélé podpory, které se nachazeji
v bodé¢ mezi konci nosniku. Silovd podminka rovnovihy elementu nosniku s osamélym
bfemenem o velikosti F'; ve vzdalenosti x= a; od levého konce nosniku je

F +T(a,+0)-T(a,-0)=0 . (42)
Velikost hledané nespojitosti posouvajici sily je

(7] =-F, . (43)
1
Distribu¢ni derivace posouvajici sily sjednim bodem skokové nespojitosti od osamélého
bifemene je

chT(x):_q(x)_Fl Dirac(x —a,) , (44)
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pricemz 0 < 1< [, kde [ je délka nosniku. Kdyby veli¢ina F; byla neznamé vazbova reakce
v podpote mezi konci nosniku, museli bychom pro jeji ur€eni sestavit pfislusnou deformacni
podminku.

Abychom urcili velikost nespojitosti ohybového momentu, uvolnime délkovy element
nosniku spolu s osamélou silovou dvojici. Momentova podminka rovnovahy v ptipad¢ silové
dvojice o velikosti M; plisobici ve vzdalenosti x = b; od levého konce nosniku je

M +M(b —0)-M(b,+0)=0 . (45)
Velikost hledané nespojitosti ohybového momentu je
[M] =M, . (46)

1

Distribu¢ni derivace ohybového momentu s jednim bodem nespojitosti od osamélé silové
dvojice proto je

d .
o M(x)=T(x) + M, Dirac(x - b,) , (47)
pricemz 0< b;< /.

Necht TN je rozdélen na dva segmenty spojené rota¢ni kinematickou dvojici ve
vzdalenosti x = ¢ od levého konce nosniku. V misté tohoto vlozeného kloubu se miize objevit
nespojitost v natoceni pficného fezu o velikosti @, . Distribu¢ni derivace natoCeni pii¢neho

fezu nosniku pro jeden bod nespojitosti je

d coz(BMd(x)+xM(x)) _
s O(x)=— A + @, Dirac(x—¢,) . (48)

K ureni neznamé hodnoty ®, musime pouzit deformacni podminku kloubu. Pokud uvazo-

vany kloub mezi segmenty nosniku neobsahuje torzni pruzinu, je pfenaSeny ohybovy moment
roven nule. Dale musime uvazit zplsob napojeni vloZeného kloubu na cela jednotlivych
segmentl nosniku. Existuji ¢tyti zakladni moznosti takového konstrukéniho provedeni:

a. VlozZeny kloub je k ¢eliim segmentli nosniku napojen pomoci ohybové dokonale
tuhych desek.

b. Kinematické dvojice je provedena tak, Ze obé Cela kloubové napojenych segmentti
mohou voln¢ deplanovat.

c. Celo levého segmentu je opatfeno ohybové tuhou deskou, zatimco protilehlé &elo
sousedniho segmentu v misté téhoz kloubu miize volné deplanovat.

d. Celo pravého segmentu je opatieno ohybové tuhou deskou, zatimco protilehlé &elo
sousedniho segmentu v misté téhoz kloubu miize volné deplanovat.

Ad a)
Je-li kloub napojen pomoci ohybové dokonale tuhych desek, nebudou konce segmentii
v misté kloubu deplanovat, a proto dle (16) bude

p(x)xzclzo * (49)

Vlivem ohybové tuhych desek na ¢elech segmentl nosniku se na téchto ¢elech zaroven objevi
deplanacni momenty, a tak se v misté x = ¢; mizZe objevit skokova nespojitost deplanacniho
momentu s distribu¢ni derivaci

1223



Engineering Mechanics 2009, Svratka, Czech Republic, May 11 — 14

c;iMd(x) =Ap(x)+©, Dirac(x —¢,) . (50)

Neznama hodnota nespojitosti ©, deplana¢niho momentu v misté vlozeného kloubu mezi

segmenty nosniku se ur¢i na zaklad¢ deformac¢ni podminky (49).

AdDb)
Na obou celech TN, kterda mohou volné deplanovat, bude normalné napéti nulové, a tak bude
v misté takového kloubu nulovy i deplana¢ni moment
Md(x)x:c :0 ° (51)
1

Deformac¢ni podminku (51) musime pouzit, abychom vypocetli velikost piislusné nespojitosti
v pribéhu deplanacni funkce
d ®® (M (x) + B M(x))
2P = A

+ P Dirac(x - c¢,) . (52)

Adc)
Uvazujme, Ze Celo segmentu zleva uvazovaného vloZeného kloubu je vyztuZeno ohybové
dokonale tuhou deskou. Celo segmentu z pravé strany kloubu budiz volné¢ deplanabilni.
Krom¢ nespojitosti v natoceni piicného fezu objevi se vtakovémto kloubu skokové
nespojitosti v deplanaénim momentu a deplanac¢ni funkci. K urceni téchto dvou dodate¢nych
nespojitosti pouzijeme dvé dopliujici deformacni podminky kloubu

lim p(x)=0, lim M(x)=0 . (53)

xX—c r xX—>c 1+

Ad d)
V tomto piipadé, kdy je ohybove tuhé ¢elo segmentu zprava vlozeného kloubu a ¢elo zleva
volné deplanabilni, jsou deformacni podminky

lim M(x)=0, lim p(x)=0 . (54)

x—)cl- x—)cl+

Podobné jako vySe uvedené nespojitosti vlivem vloZeného kloubu nosniku bychom mohli
zavést nespojitost vlivem vlozené posuvné kinematické dvojice, spojujici sousedni segmenty
téhoZz nosniku.

Na rozdil od skokovych nespojitosti posouvajici sily nebo ohybového momentu, které
vznikaji idealizaci soustiedéného zatizeni nebo soustfedénych reakci v podporach mezi konci
nosniku, jsou nespojitosti v natoCeni piicného fezu, deplanacni funkci a deplanacnim
momentu realné veli¢iny v mistech vlozenych kloubt TN.

5. Zobecnény SODR modelu stisnéného ohybu tenkosténného prizmatického nosniku
s kone¢nym poctem nespojitosti v posouvajici sile, ohybovém momentu, deplana¢nim
momentu a uhlu natoceni pri¢ného rezu
Necht’ posouvajici sila T(x) ma skokové nespojitosti o velikosti £, F, ,..., F v bodech
1
x =ay,...a, vlivem idealizovanych osamélych bfemen nebo vazbovych reakci, pficemz
1

0< ai ,..,a, < [ Necht ohybovy moment M(x) ma skokové nespojitosti o velikosti
1
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M, M,,..., M vlivem idealizovanych osamélych silovych dvojic, které pisobi v bodech x
2

=by, ..., b, ,pfiemz 0 <by, ..., b, <[ Necht thel nato¢eni pfi¢ného fezu ¢(x) ma skokové
2 2

nespojitosti @, .. @ vlivem vlozenych kloubt, které spojuji segmenty nosniku
3

vmistechx=c¢ ..c , pficemz 0 < cj,..., ¢, < L Necht' vSechna cela segmentii nosniku
3 3

v mistech jeho vlozenych kloubtll jsou vyztuzena ohybové tuhymi deskami, které dokonale
brani deplanaci pfi¢nych fezii. Nasledkem toho vzniknou na takovych celech segment
deplana¢ni momenty s obecné riiznymi hodnotami. Ve vlozenych kloubech nosniku se proto

mohou  objevit navic skokové nespojitosti  ©, ..0® vpribéhu deplana¢niho
3

momentu M (x) .

Nyni mlizeme zobecnit distribu¢ni derivace (44), (47), (48), (50) pro kone¢ny pocet
nespojitosti, a tak dostaneme zobecnény SODR prvniho fadu tenkosténného nosniku
s relativné malou Stihlosti, resp. s osamélym zatizenim relativné blizko od podepieni ¢i
vetknuti, umoznujici vypocitat Spicky ohybového napéti v mistech stisnéni deplanace
pricnych feza

"
jT(x)q(x)[z F. Dirac(x—a.)] , (55)
X by i i
d 112
M) =T(x) + >, M Dirac(x—b)) | (56)
i=1
"3
;;Md(x)=Ap(x)Jr[lZ:l c} Dirac(xcl_)] , (57)
d o’ (M (x)+ P M(x))
o p(x) = A , (58)
2(BM M 3
ch‘b(x):_ o” (B d(xiﬂc (x)) +[Z:1 o Dirac(xcl.)] , (59)
d
%W(X)=¢(X) . (60)

6. Obecné feSeni zobecnéného SODR modelu rovinného ohybu tenkosténného primého

prizmatického nosniku se zahrnutim vlivu omezeni deplanace pri¢nych fezi
Obecné teSeni SODR (55) az (60) bude vypocteno pro obecny pribéh mérného pii¢ného
zatizeni q(x) pomoci Laplaceovy transformace ve tfech krocich:

(1) vypocet obrazli rovnic (55) az (60) v Laplaceové transformaci,
(i1) feSeni vzniklé soustavy linearnich algebraickych rovnic pro obrazy neznamych
velicin,

(i)  vypocet hledanych veli¢in pomoci inverzni Laplaceovy transformace.
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Obecné feSeni bude obsahovat mérné ptiéné zatizeni q(x) v konvolutornich soucinech.
Vypocet obecného feSeni pro q(x) se zcela uréitymi nespojitostmi mize byt proveden dvojim
zptisobem. Prvni moznosti je zopakovani uvedeného postupu s konkrétnim vyjadienim
mérného pricného zatizeni. Druhou moznosti je dopocitani zminénych konvolutornich
soucint pomoci jejich Laplaceovych obrazi. Tento druhy zpisob bude déale rovnéz uveden.

Zobrazeni rovnic (55) az (60) v Laplaceov¢ transformaci vede na

1 a)
p laplace(T(x), x, p) ~ T(0) = laplace(q(x), x, p) - [Z 7 ] (61)
! -pb)
p laplace(M(x), x, p) — M(0) = laplace(T(x), x, p) + (Z M.e ] 5 (62)
i=1
3 —p(,
p laplace(M (x), x, p) — M (0) = A laplace(p(x), x, p) + [Z )} (63)

2
o” laplace(M (x), X, p) 2 B laplace( M( x). x
p laplace(p(x). x, p) ~ p(0) = - y - PlaplacelM0. xp) gy

p laplace(¢(x), x, p) = §(0) =

o’ B laplace(M (x), x,p) 2 x laplace(M(x), x, p) N [i o r ci)\] , (65)
- - e
A A el
p laplace(w(x), x, p) —w(0) = laplace(¢(x), x, p) , (66)
kde
laplace(f(x), x, p) | obraz veli¢iny f(x) v Laplaceové transformaci,
p komplexni proménnd v Laplaceové obrazu,
f(0) hodnota veli¢iny f(x) v levém koncovém bodé nosniku (pocatek).

Reseni soustavy linearnich algebraickych rovnic (61) aZ (66) je tvaru

(-pa)
"e 'F
laplace(T(x), x, p) = ") _| S i |_ laplace(d(x), x, p) | (67)
i=1 p P
laplace(M(x), x, p) =
" (pa) 0 (pb)
T(0)  M(0) | °© % e M,- _ laplace(q(x),x,p) , (68)

2

P’ p E B R B p

—_
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@ BT(0)  o*BpMO0) PMLO)  Ap0)
2 2 2 2 2 + 2 2 + 2 2
p (—o"+p”) p(-0"+p°) -0 +p° -0 +p
(-pb)

laplace(M (x),x, p) =

(-p ai)

"I o’Be F 2 o’Be M. R CX
_2252 2Z+Z Bzzl"' 2p21
i-1p”(—0"+p7) i-1 (—0°+p7)p i1 —0° +p
o’ B laplace(q(x), x, p)
P2 (—0* +p?) ) (69)
2
Bo’T(0) . Bo*M(0) . @ MLO)  pp0)
lapl =
APlacel P X D)= o p A T (i p) A (e A ot p?
" B 5 (—pal.) " [3 s (—pbl.) " s (—pcl.)®
1 0 e F 2 B e M. 3 e .
- Z 2 2 — |+ 2 2 ok Z 2 2 \
i1 (—o"+pT)p A -1 (Fo"+p7)A i1 (Fo"+p7)A (70)
_ B laplace(q(x), x, p) ’
(-’ +p*)p A
CR2Y a4 2 2 T(0 B ot —plwly) M0
laplace(d)(x),x,p):((x i})go(_mc?:;f)) 0) . ((x sz)f(_(fzfpzx)) (0)
(pay)
_ O BMO0)  0?Bp0) | 4(0) i((—x+ﬁ2)w4+w2xp2)e F,
A(-0*+p*) p(-w’+p°) P o P A(-w’+p?)
"2 ((x—Bz)m“—pzmzx)e(_pbi)M. ! o’ B 0. D\ (»pe) , 7y
up2 PP A (—0?+pY) +[Z [‘A(—w2+p2>+p]° ]
. ((=x+B*) o'+ 0’y p*) laplace(q(x), x, p)
P’ A(—0’+p?)
0 0 2 _ 4 2 2 T 0
laplace(w(x),x,p)=W;)4—4);2)—(([3 )((;;J—:a;;ngi) (0)
(B et +teirp)MO0)  Be’M0) g ey0)
(P’-0’)p’A (P’-0)pA (pPP-0’)p’
B (*pai) B (fpbi) : (72)
) ZI:((—B2+x)w4—w2xp2)e Fl i((Bz—x)w“wzxpz)e M,
P (p’-o0*)p*A o (pP-0>)p’A

s [q’f_ 6,0’ ]e“”ﬂ}_ ((-B7+7) 0 - 0" 1 p*) laplace(q(x), %, p)
S\p (PP -eP)pA (p*-0®)p*A
Rovnice (68) az (72) musely byt vzhledem ke své zna¢né délce zapsany na dvou ¢i vice
fadcich, pficemz symbol pocetni operace na pocatku pokracujiciho fadku neni obsazen na
konci tadku predchoziho. Dlivodem je to, Ze uvedené rovnice byly sestaveny v pocitacovém
programu jakoZto vykonné piikazy. Opakovani symbolll zakladnich pocetnich operaci by v
pocitatovém piikazu zpiisobilo chybu.
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Hledané obecné tfeSeni SODR (55) az (60) ziskame inverzni Laplaceovou transformaci
obrazti (67) az (72) ve tvaru

"

T(x)=T(0) - [Z F Heaviside(x — al.)] - fcq(é) dg (73)
0

i=1

1

M(x)=T(0) x + M(0) — [Z F, Heaviside(x — a,) (x — al)]

i=1

+ [Z M, Heaviside(x — bl.)J fxq(a) (x—E&)d
i=1 0

; (74)

Md(x):[_BX“L%j T(0) + (—1 + cosh(® x)) B M(0) + cosh(® x)Md(0)+w

"

+ Z((x—al,)B+

i=1

”z[ o (=x+b)\T
+ z —2+2{cosl{zlﬂ B Heaviside(x — b,) M,

X

©, Heaviside(x — ¢,) cosh(o (—x + Ci))} +B J,q(g) (x_a_wj dE

i=1

p sinh(® (=x+a,))
° ] Heaviside(x — a,) F,

) (75)

+
(NP

0

, i M (0
p(x):p(o)cosh(wx)_(—cosh(mx)A+1)[3T(0)+Boosmh(zax)M(O)Jr(’Jsmh(mAx) £0)

[ o(—=x+a) ’
"2 {cosl{zlﬂ — 1 | P Heaviside(x — a,) F,
3 :

i=1

, (76)

2 B o Heaviside(x - b,) sinh( o (=x +5.)) M, 3, 0. sinh(o (=x +c,)) Heaviside(x — ¢.)
-2 A B ; A

i=1

+Ej:q(§) (I —cosho (x—&)))dg

[(Bz_xw+(l —cosh(m x)) sz T(0)

2 2 . 2
b =0(0) 40 < Aot osmon By )
o sinh(o x) M (0) ! _p2 2.2 (Bz—x)mzaix
- A d +(1cosh(o)x))[3p(0)+{2[( B J;XA)(D * 4 A

(B2 +x)0*a’  (cosh(w (—x+a))—1)p
2A * A
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[ o(—=x+a) ’
—cosh(® (—x+al,))— 1 +2{cosh[zlﬂ X
+ Heaviside(x —a,) F,

A

" B B2 b, ?sinh(o (—x + b,
+[Z((B2 £)®2x+( B +;c)(o ’+(o[3 sin (OA)( x + ’))]HeaViSide(x_bi)]\/IiJ+[

i=1

. (77)

"3

5 (BO osinh(o(=x+c)) ®(=x+c)\T
> ! A T4 2+cosl(o)(—x+cl,))—2[cosk(Zln @, | Heavisiddx — c,)

i=1

0

(Bz_xé) %3 N ﬁzx— B> sing(oo x)jT(O)

w(x)=w(0)+x¢<0>+(
2 2.2
(W*“‘COSM”WJM(O) (1-cosh(wx)) B M(0)
A * A -

"1 2_ 2.2 _ A2y 2,2 2 2 3 2
(Blompee e (woptel g, W v

A

N e sinh(® x) B
®

o)

2A TA

2 . h _ . "2 B _R2 zb.
_B sin (CZEDXJFa’))]Heaviside(x—a[)Fi}L z[(fﬂ 2Xioﬂxzﬁ_(x Biw X

i=1
o(=x+b) ’
(B—x)0°b (1 -cosh(w (=x+b)))Pp’ (1—2{00“{2ﬂ+cosh(w(—x+b,.))Jx
oA f A - A

2
o(—=x+c)
"3 [2 -2 [cosh(zlﬂ ] BO,
Heaviside(x - b,) M, | + z { A +(x—c,) @, | Heaviside(x - ¢,)

i=1

. (78)

+;J‘q(a)[(x—ﬁz>cgz(x—af Rt stinh(o;(x—a)))dg

0

Obecné teSeni SODR (55) az (60) mé tvar (73) az (78), kde mérné pticné zatizeni q(x)
vystupuje v konvolutornich soucinech. Pfi jejich vypoctu miizeme vyjit z jejich Laplaceovych
obrazii na pravych stranach (67) az (72). Samotny vypocet provedeme v téchto krocich:

(1) vyjadieni q(x) jako funkce po ¢astech spojité,

(11) konverze q(x) na tvar obsahujici Heaviside(x),

(ii1)  vypocet Laplaceovy transformace q(x),

(iv)  dosazeni Laplaceova obrazu q(x) do obrazl konvoluci v (67) az (72),
(v) rozklad racionalnich lomenych funkci v obrazech na parcialni zlomky,
(vi)  vypocet inverznich transformaci k obraziim konvoluci z (67) az (72).
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Jako ptiklad pouziti tohoto postupu uvazujme konkrétng, ze q(x) je po Castech konstantni
s jednou skokovou nespojitosti v bodé¢ x=d, (0<d, )ama tvar

()= { q, x<d,
q(x) = . 79
0 Jinak (7)
Konverze (79) vede na tvar
q(x) = q, Heaviside(d, —x) . (80)
Transformace rovnice (80) je
(-pd))
q,(1-e )
laplace(q(x), x, p) = » : (81)

Pravou stranu (81) dosadime do (67) az (72). Postup dalsiho vypoctu ukédzeme na piipadu
deplanacni funkce p(x) . Obraz konvoluce na pravé strané (76) je podle (70)

B laplace] J}—q(ﬁ) (-1 +cosh(ow (—x+E&)))dE, x, p
0 __ o’ B laplace(q(x), x, p) . (82)
A pA(P -)

Do pravé strany (82) dosadime z (81) a obdrzime
(-pd))

2
_ o Blaplace(q(x), x,p) _ @ P4 e ) (83)
pA(p - o?) p’A(p*-o?)
Racionalni lomenou funkci z pravé strany (83) rozlozime na parcialni zlomky
o B g, By, By,
T2 2_ 2N 2 PV (84)
pPrA(p -07) p A A(pT-o7)
Inverzni Laplaceovou transformaci (84) dostaneme
_ Baq, Byq, B g, (wx—sinh(wx))
invlaplace —— - T oD X | = (85)
P’A A(p'-o?) @A
(pd))
Nasobeni Cinitelem € v Laplaceové obrazu na pravé strané¢ (83) se v Laplaceové

vzoru projevi posunutim. Hledané vyjadieni konvoluce v deplanaéni funkci (76) pro mérné
pri¢né zatizeni podle (79) je

gJ(:Q(g) (I —cosh(w (x—§)))dg=

(86)

—sinh(® x) + (sinh(® (x—d,)) — o (x —d,)) Heaviside(x — dl)J

(@)

Bql[x+

A
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7. Formulace dopliiujicich podminek diferencialni ilohy pro SODR (55) az (60)
stisnéného ohybu tenkosténného nosniku

Doplitujici podminky muizeme rozdélit na okrajové a deformacni. Vzhledem k poctu
integracnich konstant v obecném feseni (73) az (78) musime sestavit celkem Sest okrajovych
podminek.

Okrajové podminky pro konec TN s pevnym kloubem a volné deplanabilni ¢elni plochou
jsou
M), =0, M(x),_;=0, w(x),_,=0. (87)

Ve vetknuti predpokladame nulové posunuti v podélném a pifi¢éném sméru ve vSech bodech
stiednice profilu pfi¢ného fezu
0 . (88)

u(x, ), =0, w(x) |, _,=

Aby prava strana (16) byla nulova pro kazdé s na stfednici profilu pfi¢ného fezu, musi platit

o

Ma-1i nosnik osamélé podpory v bodech mezi svymi okraji, pak vSechny tyto vnitini
podpory musime uvolnit a zavést neznamé vazbové reakce. Tyto reakce musi dale vystupovat
na pravé stran€ podminky rovnovahy (55). K jejich ur€eni sestavime deformacni podminku
pro kazdou vnitini podporu zvlast' v zavislosti na jejim konstrukénim provedeni. Tento postup
je shodny pro staticky urcité i staticky neurcité uloZeni nosniku.

=0, p(x)], =0 - (89)

X =

Deformac¢ni podminky pro rota¢ni kinematické dvojice spojujici jednotlivé segmenty
prizmatického nosniku jsou uvedeny v kap. 3.

8. Zavéry

Pfinos tohoto ¢lanku je ten, ze ptredkladd takovy matematicky zapis modelu tenkosténného
prizmatického nosniku se stisnénim deplanace pticnych fezl pii ohybu, ktery v sob& zahrnuje
také vliv nespojitosti v zatizeni, uloZeni nosniku a od eventualnich vloZenych rota¢nich
kinematickych dvojic, spojujicich jednotlivé segmenty nosniku.

Nespojitosti, které se mohou v praktickém vypoctu vyskytnout, byly rozdéleny do dvou
skupin a byly vyjadfeny pomoci zobecnénych funkci. Nespojitosti z prvni skupiny byly
vyjadieny pomoci skokové Heavisideovy funkce. Nespojitosti z druhé skupiny byly zahrnuty
pomoci distribu¢nich derivaci posouvajici sily, ohybového momentu, deplanacniho momentu
a natoceni pticného fezu.

Obecné fteSeni (73) az (78) zobecnéného matematického modelu (55) az (60)
tenkosténného nosniku bylo vypocteno pomoci Laplaceovy transformace metodou

symbolického programovani v systému Maple. Integracni konstanty jsou ve tvaru pocate¢nich
parametra jakoZzto piimy dusledek aplikace Laplaceovy transformace.

Postup vypoctu je stejny pro nosniky uloZené staticky urcit€ i neurcité. VSechny vnitini
podpory mezi konci nosniku se uvolni a neznamé osamél¢ vazbové reakce v nich se zavedou
jako nespojitosti do distribu¢ni derivace posouvajici sily. Pro kazdy konec nosniku se stanovi
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tii okrajové podminky. Neznamé vazbové reakce v podporach mezi konci nosniku se
vypoctou na zaklad¢ deformacnich podminek.
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