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Summary: The paper deals with modeling the process of oil expression and fil-
tration in rotating screw pressing machine. In this pilot study we consider linearized
behavior of the compressed two-phase medium described by the Biot model of
the poroelastic fluid-saturated material. The aim of the modeling reported here is to
understand influences of various model parameters on the pressure and strain distri-
butions during short stroke compression in the expression machine, which is featured
by a small angle of the rotor rotation. In particular the boundary conditions and
the model structure is discussed, also the friction phenomenon and accounted for.
The model is implemented using the finite element method code SfePy. Numerical
illustrations of the computer simulation are given.

1. Úvod

Modelovánı́ tekutinou nasycených poréznı́ch materiálů (fluid saturated porous medium – FSPM)
má dlouhou tradici spjatou s potřebou predikce chovánı́ zemin a stavebnı́ch hmot, v poslednı́
době nabývá významu i v souvislosti rozvojem matematického popisu biomechaniky tkánı́
(Huyghe and van Campen, 1995; Cimrman and Rohan, 2007).

Pro popis mnoha biogennı́ch materiálů včetně olejnatých semen se použı́vajı́ modely původně
vyvinuté pro konsolidaci a filtraci materiálů , jako jsou zeminy a kaolı́ny. Obsáhlý přehled
problematiky a možných matematických popis mechanických a fyzikálnı́ch vlastnostı́ je uveden
napřı́klad v Olivier et al (2007). Obecné teoretické výsledky teorie poréznı́ch materiálů byly v
poslednı́ době shrnuty např. v pracı́ch Coussy (2004); de Boor (2000). Na pracovišti autorského
kolektivu byla modelovánı́ FSPM věnována pozornost i v souvislosti s vı́ceškálovým popisem
média zejména pro potřeby modelovánı́ biologických tkánı́ (Rohan, 2006; Griso and Rohan,
2007).

V tomto přı́spěvku využı́váme Biotova linearizovaného modelu FSPM pro potřeby mode-
lovánı́ stlačovánı́ olejnaté hmoty v pracovnı́ komoře šroubového lisu. Technologický proces
lisovánı́ představuje z hlediska kontinuálnı́ho popisu velmi složitý problém s mnoha spřa-
ženými fyzikálnı́mi jevy, zejména difuzı́ tekutiny, plastickou deformacı́ komprimátu, třenı́m,
disipacı́ a teplotnı́mi závislostmi i chemickými či strukturálnı́mi změnami, viz Očenášek et al
(2008). Linearizovaný popis izotermnı́ho procesu založený na Biotově modelu je samozřejmě
poměrně hrubou aproximacı́, avšak i při tomto zjednodušenı́ se jedná o poměrně náročný úkol
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z hlediska numerické simulace i vzhledem ke složité geometrii oblasti a výskytu třecı́ch okra-
jových podmı́nek. Účelem stávajı́cı́ studie je ověřit možnosti modelovánı́ stlačovánı́ SFPM v
segmentu šroubového lisu a postupně identifikovat základnı́ materiálové parametry majı́cı́ vý-
znam v kontextu modelu FSPM. V dalšı́ etapě bude tato “metodika” východiskem pro vývoj
modelu prouděnı́ FSPM s uvažovánı́m plastických deformacı́ a dalšı́ch významných nelinearit,
jako jsou změna permeability nebo zohledněnı́ teplotnı́ závislosti.

2. Dvojfázový model Biotova typu pro izotermnı́ děje

Tento model (Biot, 1962), viz např. také Coussy (2004) popisuje chovánı́ materiálu sestávajı́-
cı́ho z elastického poréznı́ho skeletu v němž penetruje intersticiálnı́ tekutina. Za předpokladu
kvazistatických izotermických procesů (při pomalé deformaci a dostatečném odvodu tepla) je
stav takového materiálu popsán polem posuvů, u = (ui), i = 1, 2, 3 a tlakovým polem, p, jehož
gradient je úměrný relativnı́ rychlosti tekutiny vůči pevné fázi. Model charakterizujı́ konstitu-
tivnı́ vztahy pro celkové napětı́ σij jako funkci deformace eij(u) a tlaku p a lokálnı́ přı́růstek
objemu tekutiny v̇f (časová derivace),

σij =

(
K − 2

3
μ

)
ekk(u)δij + 2μeij(u)− bδijp ,

v̇f = ∇ · (κ∇p) = κ∇2p ,

(1)

kde vystupujı́ následujı́cı́ materiálové parametry

symbol jednotky popis veličiny
K [Pa] objemový elastický modul skeletu
μ [Pa] smykový modul skeletu
b [-] Biotův koeficient
M [Pa] Biotův modul, viz (2)
κ [m/(Pa.s)] permeabilita.

Bilančnı́ vztahy vyjadřujı́ silovou (statickou) rovnováhu a přerozdělenı́ kontrolnı́ho objemu
hmoty mezi tekutou a pevnou fázi; platı́

− ∂

∂xj

σij = fi ,

−v̇f + bekk(u̇) +
1
M

ṗ = 0 ,

(2)

kde f = (fi) jsou objemové sı́ly a M [Pa] je Biotův modul zahrnujı́cı́ jednak tuhost skeletu vůči
změně porozity a jednak tuhost tekutiny; jeho reciproká hodnota vyjadřuje kapacitu poréznı́ho
média akumulovat tlak dı́ky “vnitřnı́” stlačitelnosti obou fázı́ (nebo jen některé z nich).

Zde uvádı́me jen základnı́ vztahy, které jsou v dalšı́m přı́mo využity pro konkrétnı́ aplikaci
lisovánı́. Parametry b a M lze zı́skat na základě rozboru mikromechaniky poréznı́ho materiálu,
viz např. Thompson and Willis (1991), viz také Bemer (2004) ohledně experimentálnı́ho zjištěnı́
parametrů M a b. Biotův model je linearizovanou verzı́ obecnějšı́ch vztahů pro poréznı́ médium
podléhajı́cı́ konečným deformacı́m, viz např. (Coussy, 2004).
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3. Referenčnı́ konfigurace a okrajové podmı́nky

K popisu procesu komprimace lisovaného materiálu lze přistupovat z pozice pozorovatele
vázaného k šroubové komoře rotujı́cı́ kolem osy šneku, tedy rotoru; neuvažujeme setrvačné sı́ly,
tedy rotace vztažné soustavy se projevı́ jen v podobě okrajových podmı́nek na vstupu, výstupu
a na styčném povrchu média se statorem – zde je třeba zohlednit relativnı́ rychlost majı́cı́ vliv
na frikčnı́ okrajovou podmı́nku.

My se v tomto přı́spěvku omezı́me na aproximovaný popis následujı́cı́ úlohy:

Médium vyplňuje segment šroubového lisu (šroubové komory), sleduje se malá
změna deformacı́ a tlaku intersticiálnı́ tekutiny následkem předepsaného posuvu
na vstupu do komory, celkového napětı́ na výstupu z komory a tlaku intersticiálnı́
tekutiny na vstupu i výstupu z komory. Ostatnı́ podmı́nky předepisované na plášti
komory jsou vysvětleny v dalšı́m textu.

V dalšı́m použijeme tato označenı́:
ΩR oblast odpovı́dajı́cı́ rotujı́cı́ kompresnı́ komoře

(uzavřené mezi dvěma závity šneku a statorem),
ΓR povrch rotorového závitu,
ΓS povrch komory, který je styčným povrchem se statorovou částı́,
Γin vstupnı́ povrch komory,
Γout výstupnı́ povrch komory,

u = (ui) vektorové pole posuvů materiálových bodů vůči ΩR,
u̇ = (ui) vektorové pole rychlostı́ materiálových bodů vůči ΩR,

w = (wi) vektorové pole relativnı́ch difúznı́ch rychlostı́.
Kompresnı́ komora ΩR je omezena čtyřmi základnı́mi povrchy, na něž lze celý povrch

komory, ∂ΩR, rozložit takto:

∂ΩR = ΓR ∪ ΓS ∪ Γin ∪ Γout .

Okrajové podmı́nky pro simulaci procesu lisovánı́ jsou předepsány na hranicı́ch ΓR, ΓS , Γin
a Γout, které reprezentujı́ po řadě povrchy rotoru (šneku), statoru (tzv. ced’áku), vstupu a výstupu
komory. Přitom části vstupnı́ a výstupnı́ mohou být definovány přı́čným řezem kompresnı́
komorou kdekoliv po jejı́ délce.

Pro rozklad hranice jsou relevantnı́ následujı́cı́ okrajové podmı́nky.

• Vstupně-výstupnı́ podmı́nky určujı́ rychlostnı́ pole skeletu (pevné fáze) a tlak intersticiálnı́
tekutiny.

• kontaktnı́ podmı́nka neprostupnosti pevné fáze stěnou Γ (jak povrchem rotoru tak i povr-
chem perforovaného statoru) a má tvar

n · u̇ = 0 na Γ , (3)

kde n je normála k hranici Γ. Uvažujeme dokonalé přilnutı́ stlačovaného média ke stěně,
takže nenı́ nutné předepisovat podmı́nku jednostranného kontaktu ve tvaru nerovnosti.

• non-penetračnı́ podmı́nka se týká tekutiny a je využita na neperforované stěně:

n · w = −niκij∂jp = 0 na Γ , (4)
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1105



ROTOR

STATOR

kompresní komora

VSTUP

VY´STUP

Obrázek 1: Schematické znázorněnı́ hranic kompresnı́ komory s perforovanou stěnou statoro-
vého povrchu.

• penetračnı́ podmı́nka odpovı́dá výtoku tekutiny perforovanou stěnou do volného prostoru

n · w = −niκij∂jp = κp na Γ , (5)

kde κ je permeabilita poréznı́ stěny.

• frikčnı́ podmı́nka s prokluzem upravuje třecı́ sı́lu na jednotku plochy povrchu stěny –
frikčnı́ napětı́. Uvažujeme-li ideálnı́ stav pohybu média kompresnı́ komorou, pak na
všech stěnách (rotoru i statoru) docházı́ k prokluzu skeletu (komprimátu) vůči stěně, čı́mž
je zavedena rychlost prokluzu vr = (vr

i ). Frikčnı́ napětı́ je jistě ovlivněno objemovým
poměrem tekutiny, φ, a lze je definovat takto:

τi = −σ−n f(φ, vr)
vr

i

|vr| ,

kde σn = ninjσij . . . celkové napětı́ obou fázı́ ,

σ−n = max{0,−σn} ≥ 0 . . . tlak ,

f(φ, vr) . . . frikčnı́ součinitel závislý na φ a vr ,

n = (ni) . . . normála k hranici .

(6)

Na obr. 1 jsou vyznačeny základnı́ části hranice kompresnı́ komory, na nichž předepisujeme
tyto podmı́nky:

• VSTUP – hranice Γin: vstupnı́ podmı́nka ve formě předepsaného tlaku intersticiálnı́ teku-
tiny a rychlosti pohybu komprimátu vůči rotoru.

• VÝSTUP – hranice Γout: výstupnı́ podmı́nka ve formě předepsaného tlaku intersticiálnı́
tekutiny (zřejmě p = 0) a normálového celkového napětı́ (rovněž zřejmě niσij = 0).

• ROTOR – hranice ΓR: předepsána kontaktnı́ podmı́nka (3) a frikčnı́ podmı́nka (6), kde
v = u̇ = V , pro relativnı́ rychlost komprimátu ve směru normálovém a tečném k ΓR. Dále
je předepsána non-penetračnı́ podmı́nka (4).
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• STATOR – hranice ΓS: předepsána kontaktnı́ podmı́nka (3) a frikčnı́ podmı́nka (6), kde
v = u̇ + vR (vR je obvodová rychlost rotoru), pro relativnı́ rychlost komprimátu ve
směru normálovém a tečném k ΓR. Protékánı́ oleje mezi lamelami statoru (ced’áku) je
respektováno podmı́nkou (5).

Obrázek 2: Geometrický model segmentu kompresnı́ komory s jednou lopatkou. Komora má
tvar konicky se zužujı́cı́ho prstence, který je přerušen lopatkou rotoru. Vnějšı́ plášt’představuje
poréznı́ stěnu statoru.

4. Zjednodušený model

Tento model je určen k testovánı́ různých závislostı́ odezvy (tlak a posuvy skeletu) na typu
a kombinaci různých okrajových podmı́nek. Model lze chápat jako aproximaci jedné iterace
odpovı́dajı́cı́ výpočtu na nelineárnı́m modelu konečných deformacı́ pro jeden časový přı́růstek
(při uvažovánı́ Lagrangeova popisu). Nynı́ ukážeme odvozenı́ slabé formulace zjednodušeného
modelu, která je východiskem pro numerické řešenı́ metodou konečných prvků. Uvažujeme
proces stlačovánı́ z nezatı́ženého a nedeformovaného stavu v časovém úseku Δt, tedy rychlost
částic skeletu a rychlost tlakové změny jsou aproximovány takto:

u̇ ≈ u
Δt

, ṗ ≈ p

Δt
. (7)

Okrajové podmı́nky diskutované v sekci 3. nabývajı́ tuto konkrétnı́ podobu.

• Okrajové podmı́nky na vstupu a výstupu:

u = ū na Γin ,

njσij = niσ1 = 0 na Γout ,

p = p0 na Γin ,

p = p1 = 0 na Γout ,

(8)
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• Okrajové podmı́nky na ploše rotoru

niui = 0 na ΓR ,

niσijtj = −σ−n fR
ur · t
|ur| na ΓR ,

niκij∂jp = 0 na ΓR ,

(9)

kde kde t je libovolný tečný vektor vůči ΓR a ur je relativnı́ posun vůči ΓR, platı́ ur = u
a σn = σijninj je normálové napětı́.

• Okrajové podmı́nky na ploše statoru

niui = 0 na ΓS ,

niσijtj = −σ−n fS
ur · t
|ur| na ΓS ,

niκij∂jp = −κp na ΓS ,

(10)

kde κ je permeabilita statoru (vliv konstrukce lamel), t je libovolný tečný vektor vůči ΓS

a ur je relativnı́ posun vůči ΓS; platı́ u̇r = u̇ + Rω × n, kde R je poloměr statoru, ω
úhlová rychlost rotoru a n normála plochy statoru.

S ohledem na výše uvedené podmı́nky zavedeme množiny přı́pustných a testovacı́ch polı́,
které odpovı́dajı́ Dirichletovým podmı́nkám omezujı́cı́m pole posuvů nebo tlakové pole na
segmentech hranice.

V0 = {v ∈ H1(ΩR)|v = 0 na Γin , n · v = 0 na ΓR ∪ ΓS} ,

Q0 = {q ∈ H1(ΩR)| q = 0 na Γin ∪ Γout} ,

Vū = {v ∈ H1(ΩR)|v = ū na Γin , n · v = 0 na ΓR ∪ ΓS} ,

Qp0 = {q ∈ H1(ΩR)| q = p0 na Γin , q = 0 na Γout} ,

(11)

kde H1(Ω) je Sobolevův prostor vektorových funkcı́ s prvnı́ zobecněnou derivacı́, analogicky
ve skalárnı́m přı́padě jsme označili prostor H1(Ω).

Podmı́nky rovnováhy vyplývajı́ z (1)1 a (2)1∫
ΩR

eij(v) (Cijklekl(u)− bijp) =
∫

∂ΩR

niσijvj dS , (12)

pro všechna kinematicky přı́pustná virtuálnı́ posunutı́, v ∈ V0, kde bij = bδij a kde Cijkl je
elastický tensor

Cijkl =

(
K − 2

3
μ

)
δklδij + μ(δkiδjl + δkjδil) . (13)

Bilance hmotnosti vyplývá z (1)2 a (2)2∫
ΩR

(
q bijeij(u̇) + q

ṗ

M
+ ∂iq κij∂jp

)
=

∫
∂ΩR

qκij∂jp nidS , (14)
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pro všechny testovacı́ tlaky, q ∈ Q0, kde následně zavedeme aproximace časových derivacı́ (7).
Nynı́ lze upravit hraničnı́ integrály v (12) a (14). V (12) uvažujeme testovacı́ funkce v ∈ V0,

proto pro všechna t splňujı́cı́ t · n = 0 s.v. na ΓR,S platı́∫
ΓR

σijnivj dS =
∫
ΓR

σijnitj(t · v) dS = −
∫
ΓR

σ−n fR
ur · t
|ur| t · v dS

= −
∫
ΓR

σ−n fR
ur · v
|ur| dS ,

(15)

kde poslednı́ rovnost plyne z restrikce ur · n = 0. Pro integrál na ΓS zı́skáme analogický výraz.
Konečně na Γin je v = 0, viz (11)1, na Γout je nσ1 = 0, tedy platı́∫

Γin∪Γout
σijnivj dS =

∫
Γout

σ1n · v dS = 0 . (16)

S ohledem na výše deklarované okrajové podmı́nky povrchový integrál v (14) má tvar∫
∂ΩR

qκij∂jp nidS = −
∫
ΓS

qκpq dS . (17)

Zjednodušený model představuje řešenı́ následujı́cı́ úlohy: nalézt u ∈ Vū a p ∈ Qp0, takové,
že∫
ΩR

eij(v) (Cijklekl(u)− bijp) +
∫
ΓR

σ−n fR
u · v
|u| dS +

∫
ΓS

σ−n fS
(u+ uR) · v
|(u+ uR)| dS = 0 ∀v ∈ V0 ,∫

ΩR

(
q bijeij(u) + q

p

M
+Δt∂iq κij∂jp

)
+Δt

∫
ΓS

κpq dS = 0 ∀q ∈ Q0 ,

(18)

kde uR = ΔtRω × n je posuv na obvodě rotoru za čas Δt. Připomeňme předpoklad, že v čase
t = 0 je médium nedeformované bez jakéhokoliv zatı́ženı́.

Třecı́ podmı́nka vnášı́ do úlohy nelinearitu. Proto je nutné najı́t řešenı́ iterativně, např.
Newtonovou metodou, využı́vaje linearizace “třecı́ch členů” v (18)2. Označme δu, δp variace
vzhledem k proměnným u a p, pak platı́ (předpokládáme konstantnı́ koeficienty fR, fS)

δu

∫
ΓR

σ−n fR
u · v
|u| dS =

∫
ΓR

δu(σ
−
n )fR

u · v
|u| dS +

∫
ΓR

σ−n fRδu

(
u
|u|

)
· vdS ,

δp

∫
ΓR

σ−n fR
u · v
|u| dS =

∫
ΓR

δp(σ
−
n )fR

u · v
|u| dS ,

δu(σ
−
n ) =

{
0 pro σ−n = 0
ninjCijklekl(δu) pro σ−n > 0 ,

,

δp(σ
−
n ) =

{
0 pro σ−n = 0
−ninjbijδp pro σ−n > 0 ,

,

δu

(
ui

|u|
)
=

δuj

|u|
(

δij − ui

|u|
uj

|u|
)

,

(19)

kde (19)3,4 platı́ mimo “semiaktivnı́ přı́pad”; pro matematicky korektnı́ vyjádřenı́ by bylo třeba
zjišt’ovat subdiferenciál. Analogický vztah platı́ pro integrál přes ΓS , kde δuuR = 0.
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Obrázek 3: Ilustrace výpočtu – znázorněnı́ pole posuvů v podobě proudnic.

5. Závěrečné poznámky

Zjednodušený model stlačovánı́ dvojfázového média byl implementován pomocı́ metody ko-
nečných prvků v kódu SfePy (Cimrman et al, 2008), jenž je vyvı́jen na pracovišti NTC
Západočeské univerzity v Plzni, (Cimrman et al, 2008). Pole posuvů i tlaků byla aproximována
lineárnı́mi izoparametrickými prvky. V okamžiku redakce tohoto přı́spěvku byly k dispozici jen
výsledky modelu bez třenı́ na plášti komory, tj. pro model (18) s nulovou pravou stranou v (18)1.
Na obr. 3 a obr. 4 jsou ilustrovány výstupy modelovánı́, jehož účelem je zjistit vliv parametrů
procesu na množstvı́ vylisované tekutiny.

Pro proces stlačovánı́ a filtrace tekutiny statorem šnekového lisu je ovšem vliv třenı́ velmi
významný, proto bude modelovánı́ třecı́ch podmı́nek věnována náležitá pozornost. Zejména
identifikace závislosti frikčnı́ho součinitele na stavových parametrech stlačovaného média, tj.
alespoň na frakci oleje, rychlosti prokluzu a popřı́padě na teplotě, představuje jeden ze zásadnı́ch
úkolů identifikace modelu.

V dalšı́ etapě bude nezbytné se zbývat nelineárnı́m modelem, který popisuje ustálené prou-
děnı́ stlačovaného média segmentem šnekového lisu, při uvažovánı́ daných otáček stroje a
předepsaného přı́sunu materiálu na vstupu.
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