- ENGINEERING MECHANICS 2009

9 National Conference with International Participation pp. 899-915
Svratka, Czech Republic, May 11 — 14, 2009 Paper #138

200

RANDOM RESPONSE OF A SINGLE SYSTEM DUE TO
COMBINED GAUSSIAN AND POISSONIAN EXCITATION

J. Naprstek, R. Kral !

Summary: The paper makes a sketch of an SDOF system response analysis sub-
jected to a random excitation having a form of the additive Poisson driven inde-
pendent random impulses. A special generalised Fokker -Planck equation having
a form of an integro-differential equation is presented together with boundary and
initial conditions. Later the Galerkin-Petrov process as a method of a numerical
solution of the respective evolutionary integro-differential equation for the proba-
bility density function (PDF) is presented in general. Shape and weighting functions
for purposes of a numerical solution procedure are carried out and corresponding
algebraic system for PDF values in nodes is deduced. As a demonstration par-
ticular SDOF systems are investigated. Resulting PDF are analysed and mutually
compared.

1. Introduction

Vnéjsi zatiZeni pusobici na mechanické soustavy Casto obsahuje vyraznou ndhodnou slozku.
Vétsina praci se zaméfuje na nahodné buzeni typu gaussovskych bilych Sumu. V praxi se vSak
vyskytuje fada pripadi vnéjsiho buzeni, které nelze takto modelovat ani za pouZiti riznych
pomocnych filtrd. Nejznaméj$im takovymto procesem je poissonovsky fetézec impulst.

Zkoumané mechanické soustavy byvaji linearni i nelinedrni. I kdyZ hranice neni zcela ostr4,
d4 se fici, ze klasické metody feSeni zaloZené na korelacnich a spektralnich postupech mtizeme
pouzit bez obav pouze u linearnich uloh s aditivnim gaussovskym buzenim. I kdyZ ani v os-
tatnich ptipadech neni jejich pouZiti zcela vylouceno, je tieba vzdy krajni opatrnosti, abychom
sméfovali k logickému a smysluplnému vysledku, ktery déva odpovéd na pivodni otdzky zadéni
tilohy. Poissonovsky fetézec jakoZto soucdst buzeni at uz aditivniho ¢ multiplikativniho vSak
vzdy znamend zasadni komplikaci. Spektralni metody nelze pouzit viibec a i korelacni postupy
v klasickém smyslu jsou spojeny s nesmirnymi potiZzemi a omezeny spiSe jen na linedrni sous-
tavy. Bylo u¢inéno nékolik pokusii o feSeni metodou rozkladu podle stochastickych momenta
na zdkladé vychozi diferencidlni soustavy. Zmifiuje se o nich ve své monografii Lin & Cai
(1995). Lze je nalézt také v fad€ dalSich publikaci napt. Sniady (1989), Mironowicz & Sniady
(1990).

Nepracuje-li se cestou pfimé numerické integrace puvodni stochastické diferencidlni sous-
tavy, Ize se vyhnout fadé nejasnosti jak v pripadé gaussovského, tak v ptipadé¢ kombinovaného
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buzeni (Gauss - Poisson) vyuzitim Markovovych procest. Jejich definice a dalsi aplikace je
mnohem sloZit&j3i, nebot v pifpadé kombinovaného buzeni je poissonovska ¢4st nespojitd. Pro
Cisté gaussovské buzeni se na zdkladé Markovovych procesti dala odvodit parcidlni diferencialni
rovnice pro neznamou funkci hustoty pravdépodobnosti (PDF) odezvy. Tato rovnice se obvykle
nazyva Fokker-Planckova (FP). Analogicky pro kombinované buzeni miizeme odvodit podob-
nou rovnici ¢asto nazyvanou zobecnéna Fokker-Planckova (GFP). PouZzivaji se 1 jind oznaceni.

Rovnice m4 integro-diferencidlni charakter a podobné jako FP je i GFP rovnice evolu¢niho
typu. Je tedy schopna popsat pfechodovy déj, ktery probiha od pocatecnich podminek az po
stacionarni stav, pokud existuje. Jestlize se feSeni rovnice podaii najit s pfijatelnou presnosti,
da se fici, zZe ziskany vysledek je pfirozenym rozSitenim deterministického vysledku. Plné
popisuje ndhodny charakter odezvy a umoZziiuje odvodit i dal$i specidlni vlastnosti odezvy, jako
je jeji frekvencni skladba a dalsi parametry.

2. Zobecnéna Fokker-Planckova rovnice

Odezva mechanické soustavy vyplyva z Gcinkd vnéjstho buzeni. Ta jsou v zdsadé determini-
stického a nahodného typu. V pfedchozimu pfispévku autofi zkoumali FP rovnici za ptisobeni
Cisté gaussovskych buzeni, viz (Ndprstek & Kral , 2008). Nyni rozsifime vychozi stochastickou
diferencidlni soustavu o ucinek poissonovskych nahodnych fetézcli. Nahodna ¢ast buzeni se
tedy sklddd z gaussovské a poissonovské ¢sti. Uéinky obou &4sti ndhodného buzeni zavedeme
jako vzdjemné nezavislé a kaZzdou z nich ve tvaru linedrnich kombinaci prvnich mocnin jed-
notlivych vnéjSich procest. S dostate¢nou mirou obecnosti mizeme vychozi diferencialni sous-
tavu vyjadrit ve tvaru:

dz;(t
N(#)
Y (t) - poissonovsky fetézec odpovidajici definici: Y (t) = >  Z;- 6(t — t;),
i=1
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Z; - sekvence ndhodnych impulst; impulsy se predpokladaji “obdélnikové” o konstantni $ifce
andhodné amplitudé; jejich poloha na casové ose odpovida Poissonovu rozloZeni s charak-
teristickou hodnotou .

p.(C) - hustota pravdépodobnosti amplitud impulst Z;.

¢; - konstantni parametry, které specifikuji uplatnéni fetézce Y (¢) v jednotlivych rovnicich
soustavy (1); fetézec Y (t) se uplatiluje v soustavé (1) pouze jako aditivni Sum a bez
moznosti deterministické modulace.

w,(t) - gaussovské spojité bilé Sumy s konstantni vzajemnou hustotou ve smyslu momentu:
K,s = E{w, -ws};r,s = 1,m.

fi(x,t), g;r(x,t) - spojité deterministické funkce stavovych proménnych a Casu j = 1,n;
Sumy mohou pusobit jako aditivni i multiplikativni s pfipadnou deterministickou modu-
laci.

V zésadé jsou moZzné i obecnéjsi formulace soustavy (1), kdy slozky ndhodného buzeni jsou
pojaty uvniti vZdy jediného nelinedrniho funkéniho predpisu na pravé strané. V aplikacich se
vSak tyto pfipady objevuji ziidka. I obecnd matematicka literatura jim vénuje jen minimalni
pozornost. VétSinou si lze totiZ pomoci 1 v ptipadech nelinearniho vstupu ndhodnych budicich
procesu rozsifenim ptivodni soustavy tak, Ze dosp&jeme opét k soustavé typu (1) s linedrnim

vevs

vstupem nahodnych procest obojiho typu. Obecna formulace by vyzadovala mnohem slozitéjsi
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teoretické zazemi pricemz piinos pro tlohy teoretické mechaniky a fyziky ve srovnani s linearni
formulaci by byl velmi maly. Existuji vSak specidlni piipady, pro které jsou vypracovany
jednoucelové postupy.

Soustavé (1) Ize ptifadit GFP rovnici pro nezndmou PDF odezvy v proménnych x, t. Tuto
rovnici lze najit v zdkladnim tvaru (bez poissonovskych fetézci) i s podrobnym odvozenim a
analyzou ruznych vlastnosti v fadé monografii, viz napt. Bolotin (1979), Lin & Cai (1995),
Pugachev & Sinitsyn (1987) a mnoho dalSich. GFP rozsifend o vliv poissonovskych fetézct
je uvedena v poslednich dvou monografiich pro konstantni i ndhodné proménné amplitudy
impulst véetné rozboru specidlnich pfipadi. Teorii obecnych procest pisobicich na vstupu
stochastickych diferencidlnich systému se zabyva monografie Gikhman & Skorokhod (1972).
Pii praci s poissonovskymi procesy se na ni odvoléavaji vSichni pozdé&jsi autofi. PtisluSnou GFP
rovnici, kterd odpovida soustavé (1) piSeme podle Wojtkiewicz et al. (1999) ve tvaru:

Op(x,t) 0 1 o2
5 o, (15 (%, 1) - p(x,1)) + 5 52,008 (kjn(x, ) - p(x, 1))

o 2)
“Ap(x, ) + A / p(x — ¢ ¢, Dpa(O)dC

— 00

1 0gir(x,t
koeficienty driftu: ki(x,t) = fi(x,t) + §Krs - gis(x, 1) gja(; ) 5

koeficienty difuse:  kjp(x,t) = K- gjr(X, ) grs(X, 1)

Otazkou je, jaké metody zvolit pro feSeni GFP rovnice v pfipad€ konkrétni mechanické sous-
tavy. Na rozdil od Cisté gaussovského buzeni neni v ptipadé buzeni poissonovského literatura
ani zdaleka tak bohatd. Také specidlnich piipadd fesitelnych analyticky bud v uzavieném tvaru
nebo priblizné€ je podstatné méné. Mimo jiZ zminéné monografie Lin & Cai (1995), Pugachev
& Sinitsyn (1987) a predev§im Gikhman & Skorokhod (1972) vSak presto existuje fada praci
vénovanych riznym semi-analytickym pribliznym postuptim. Jejich skladba obvykle odpovida
charakteru vysledku, ktery je cilem studie. Jmenujme na pf. prace Di Paola & Vasta (1997),
Grigoriu (1996a,b), Koyliioglu et al. (1994, 1998), Tylikowski & Marowski (1986), Vasta
(1995), popt. jedna kapitola v monografii Lin & Cai (1995). Zabyvaji se vSak prevdziné
zékladnimi analytickymi problémy uplatnéni poissonovského buzeni soustav typu (1). Navic
nékteré zavéry téchto praci nejsou zcela ve shodé.

Mezi semi-analytickymi postupy, které se pokouseji o feSeni nestaciondrniho problému rov-
nice (2) je tfeba zminit nékteré postupy zalozené na vlastnich funkcich a ¢islech FPK operatoru,
viz napf. Naprstek (2005). Uplatnéni nasly i rizné dalsi asymptotické metody zejména ve
spojeni s ulohou prvniho opusténi oblasti, viz monografie Grasman & van Herwaarden (1999).

Velmi silnym nastrojem pro feSeni FP 1 GFP rovnice jsou v§ak numerické metody. Autofi
ukazali v praci Naprstek & Kral (2008) na zakladé vlastniho studia a predchozich pramentd
moznosti MKP uplatnéné na FP rovnici. I kdyZ Cisté numerickd feSeni trpi z principu fadou ne-
dostatki, podafilo se ukdzat na nékolik dulezitych vlastnosti PDF doposud nezjisténych jinymi
metodami.

Obsahly prehled o stavu poznéni ve vyuZziti numerickych metod pro feSeni FP rovnice véetné
zminky o GFP rovnici byl uvetejnén v r. 1997, viz Schuéller at al. (1997). Pfed timto i po tomto
datu byla publikovana fada praci, které se vénuji vyuziti metody kone¢nych prvki (MKP) pro
reSeni FP rovnice. Prvni pokusy o vyuZziti MKP pfi feSeni FP rovnice sahaji do sedmdesatych
let. Jmenujme na priklad: Bergman & Heinrich (1981), Bergman & Spencer (1992), Spencer
& Bergman (1993), Bergman et al. (1996), Masud & Bergman (2005), atd. PrestoZe pfinos
téchto praci je nesporny, autorskd zakladna se stdle nezda byt pfili§ Siroka.

GFP operator neni samoadjungovany. Vzhledem k této a dal$im jeho vlastnostem vyZzaduje
feSeni nasadit variatni metody zaloZené na operacich ortogonalizace. Za zéklad vypoctu byla

901



Engineering Mechanics 2009, Svratka, Czech Republic, May 11 — 14

tedy zvolena Galerkinova metoda v Petrovové Upravé. Riznymi aspekty specialnich variant
MKP v souvislosti s dpravami Galerkinovy metody uplatnéné na FP rovnici se zabyvali mnozi
autofi. Otdzkam staciondrnich feSeni se vénuji napf. Langley (1985), ¢i Langtangen (1991),
multiscale nastrojim mezi mnoha jinymi napt. Masud & Khurram (2004).

Utinnost MKP v feseni FP rovnice se zd4 velikd. Zejména pii studiu n&kterych detailnich
vlastnosti PDF odezvy ve fazi pfechodovych procest je patrné MKP obtizné nahraditelna. For-
mulace feSeni, kdy nékteré stavové proménné mohou nabyvat hodnot pouze na daném intervalu
a na hranicich maji sloZitéjsi okrajové podminky, necini potiZze. Néstroj MKP umoZiiuje bez
velkych potizi opustit jinak obtiZzné prekonatelny piedpoklad gaussovskych Sumil ve vstupech
v soustavé (1). Pokud se FP rovnici podafi sestavit i pro jiné vstupni Sumy, napt. poissonovské
fetézce, metoda funguje pomérné spolehlivé, viz napi. Wojtkiewicz et al. (1999) s ndvaznosti
na dalSi préce, napt. Vasta (1995), Grigoriu (1996a,b), Di Paola & Vasta (1997).

Priizkumem literatury se ukazalo, Ze na rozdil od FP se o pifimé feseni GFP rovnice pouZitim
MKP dosud pravdépodobné nikdo nepokusil. Jistou komplikaci pfi zahrnuti poissonovského
buzeni znamena konvoluce v druhé ¢asti GFP rovnice (2). V nékterych pracich ji autofi odstra-
nuji Fourierovou transformaci v téch prostorovych soutradnicich, ve kterych ptisobi poissonovské
buzeni, napt. Wojtkiewicz et al. (1999). Vznikne tak soustava obycejnych diferencidlnich
rovnic, kterou autofi této prace reSi metodou siti. Znanou nevyhodou tohoto postupu je, ze
se dopracujeme feSeni ve tvaru Fourierova obrazu. Pokud k popisu vysledku nestaci charakter-
istickd funkce PDF, je nezbytné nisledné nastoupit cestu zpétné Fourierovy transformace.

Vsimnéme si, Ze odpadne-li gaussovskd ¢ast buzeni, rovnice (2) se vyznamné zjednodusi,
nebot odpadnou difuzni &leny (r;, = 0), napf. Tylikowski & Marowski (1986). V piipadg, Ze
amplituda impulsti v poissonovské ¢asti buzeni je konstantni (ndhodna je pouze jejich Casova
sekvence), zméni se hustota p,(() na Diracovu funkci s nenulovou hodnotou v bodé (,. Kon-
voluce potom degeneruje na béZny ¢len s posunutym argumentem A - p(x — ¢ - {p).

Pfipomenime si nékteré nedostatky MKP v této aplikaci. Zavést skuteCné deterministickou
pocatecni podminku pro hustotu pravdépodobnosti (ve tvaru Diracovy funkce) je v podstaté
nemozné, coZ ovsem nemusi prili§ vadit. Hors{ je otdzka ristu poctu nezavislych proménnych
s poctem stupniil volnosti soustavy (1). Tim ostatné trpi i analytické metody feSeni. Zde se toto
uskali projevuje nutnosti vyhodnocovat integrdly na konecnych prvcich v prostoru o velkém
poctu dimenzi (pfi n stupnich volnosti m4a prostor dimenzi 2n). Rozsah soustavy obycejnych
diferencidlnich rovnic, kterd vznikne diskretizaci vyrazu na pravé strané rovnice (2), roste ex-
ponencidlné. Problematické mize byt feseni stacionarniho problému (s nulovou levou stranou
v rovnici (2)) zejména na nekonecné velké mnohorozmérné oblasti.

Presto se zdd, ze v fadé prakticky vyznamnych piipadii mohou vyhody prevazovat a MKP
by tak mohla poskytnout cenny efektivni prostiedek pro feSeni FP rovnice. V ndsledujicich
kapitolach uvedeme nékolik ukazkovych prikladl soustav s jednim stupném volnosti s buzenim
aditivnim poissonovskym fet€zcem. Nejprve vSak upozornime na nékolik vlastnosti konecnych
prvki a metod numerické integrace pouzitych v daném piipadeé.

GFP rovnice je linedrni a v konkrétnich ptipadech, o kterych budeme hovorit (soustavy s
jednim stupném volnosti), pouze ve dvou prostorovych proménnych x, zo (posuv, rychlost) a
s aditivnim buzenim. Odpada tedy problém vyrazné mnohorozmérnosti prvki a je mozné inte-
grovat klasickymi postupy. Vzhledem k tomu, Ze GFP je v prostorovych soufadnicich druhého
fadu, postaci prvky s linearni aproximaci mezi uzlovymi body. Z divodi vylouceni jakékoli
sekundarni nehomogenity byla oblast rozdélena ve vSech piipadech na obdélnikové prvky o

Vo Vv

stejné velikosti, bez jakéhokoli zhusfovani v mistech “dramati¢t&j$ich” zmén PDF.
Pro dalSi postup pouZijeme tato oznaceni, viz obr. 1:

x§, x5 - lokélni soufadnice v rdmci jednoho kone¢ného prvku vzhledem ke stfedu,
x1, To- globdlni soufadnice
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A
1=x5/h, .
h;
| k=x2/h, %

Figure 1: Déleni oblasti na prvky podle posuvu x; a rychlosti zo; schéma aproximace PDF
v oboru kone¢ného prvku.

Z1k, Lo - globdlni souradnice stfedu prvku (£, 1),

ps(x§, z5) - tvarové funkce; i = 1,4,

P? - hodnoty PDF v uzlech prvku; index ma lokalni vyznam; ¢ = 1,4,
hi, ho - rozméry prvku.

pfi¢emz plati:
Ty =]+l xo=a +a5. (4)
Pro funkce g;, , viz (1), (3) zavedeme konstanty: g;; = g1 = 0, go1 = g» = 1. Dale zavedeme

predpoklad, Ze poissonovské buzeni bude uplatnéno pouze v souradnici zo. Tim si pfipravime
stav, kdy soustava o jednom stupni volnosti bude buzena nahodné velkymi silovymi impulsy.

Vzhledem k tomu, Ze operétor rovnice (2) je druhého fadu. Pii galerkinovském postupu tedy
vysta¢ime k zajisténi konvergence v priméru s linearni aproximaci. S vyuzitim téchto konvenci

zavedeme v oboru jednoho obdélnikového prvku obvyklou aproximacni funkci ve tvaru, viz
obr. 1:

4
p(riag) = X P pilatas) . pilatas) = b

- 5
D6 = (hy + 205 (ho + 205) /Ahnha, S = (hy — 22%)(ha + 205) /4D B, (5)

pg = (hl -+ 225?)(]12 — 2$§)/4h1h2, pi = (hl — 2%‘?)(]12 — 2$S)/4h1h2

Dalsi dpravy ve smyslu metody Galerkin-Petrov uplatnime nejprve na diferencidlni ¢ast (leva
strana a dale prvni, druhy a tfeti Clen na pravé strané (2)), viz Naprstek & Kral (2008). Podle
znamych algoritmi znamena dosazeni aproximace (5) do rovnice (2) nahradit neznamou funkci
p(x1, 2, t) v celém definiénim oboru slozitou lomenou funkci, kterd se uplatni v oboru uréitého
prvku prostfednictvim soucinu aproximace (5) a vyrazu sloZzeného z Heavisidovych funkci
(’jednotkové okno’’). Ma hodnotu jedna v oboru prvku a nula mimo tento prvek. Dalsi krok
tedy znamend, Ze rovnici (2) po dosazeni aproximace (5) vyndsobime postupné viemi Ctyfmi
tvarovymi funkcemi véetné prislusného ”jednotkového okna” a vzdy integrujeme v mezich celé
oblasti. Jednotkové okno vSak zplsobi, Ze integrace dd nenulové hodnoty pouze v mezich
piislusného prvku. Z jednotlivych ¢lenti rovnice (2) vzniknou v daném piipadé matice (4 x 4)
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Figure 2: Posuv argumentu.
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Figure 3: Schéma umisténi lokédlnich matic do matic globélnich.

v lokélnich soutadnicich. Vzniknou tak matice M*® S (4 x 4) pro jeden konec¢ny prvek (k, [).
Prvky téchto matic se stanovi ze vzorcu:

M;; = / pi (z, 25)p5(x], v5)dzidry , 0 — integratni oblast jednoho prvku (6)
Q

0 t 0 t
S5 = [ |t st ag) (PGt SR

8331 8x2
Q
Op; (1, 25) Op; (1, 25)
B 24 H—L—= 7
axi + fQ(x17'r27 ) am‘% > + ( )
Opf(xf, x5) Opj (21, 25)
o0x$ o0x§
Pri integraci v (7) je tfeba respektovat, Ze fi, fo jsou funkce globdlnich soufadnic, které
odpovidaji (4). Tyto funkce v rdmci prvku aproximujeme bud funkénimi hodnotami v bodé

904
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(x9,, z5;), anebo presn&ji linedrni funkei okolo téchto funkénich hodnot. Matice M¢ odpovida
levé strané (2) a po vynasobeni konstantou \ tfetimu ¢lenu na pravé strang. Matice S° zahrnuje
vliv prvnich dvou ¢lenii na pravé strané (2).

Dalsi krok spocivajici v umisténi do globdlnich matic je vzhledem k pouZité siti zfejmy.
Transformace do globélnich soufadnic znamend v daném piipadé pouZit pro kazdy prvek matice
M€, S¢ podle (6), (7), které po tpravé vzhledem k poloze (z,, z3,) se nactou na piislu$nd mista
globalnich matic M, S, viz obr. 2, 3. Schéma v obr. 3 odpovida él’slovéni uzId nejprve podle
xo,resp. lav nadrazenem cyklu podle x4, resp. k. Podmatice M{,, M{,, atd. jsou typu 2 x 2
zde znamenaji horni levou, resp. horni pravou ¢tvrtinu pivodni matice M¢. Pokud by ¢islovani
bylo obecné, bylo by nutné pfi umistovéani do globdlnich matic pracovat s kazdym z 16 prvki
matice M€, resp. S¢ zvI4st.

Takto zpracujeme vSechny prvky, ¢imZ vznikne soustava obycejnych diferencidlnich rovnic
pro neznamé hodnoty P (), které jsou funkcemi ¢asu. Tento proces byl pouzZit pro Cisté gaussov-
skd buzeni v pfispévku Néprstek & Kral (2008). Je vS§eobecné znamy a v piipadé diferencidlnich
operatorti bez posuvu argumentu je propracovany na vysokou droven.

Vénujme se nyni konvolu¢ni ¢asti v rovnici (2). Pfedpokladejme, Ze p. ({) je nenulova pouze
na intervalu ¢ € ({y— ha/2c¢, (n + ho/2c), pfiCemZ hranice intervalu (g4, (j, jsou celistvé nasobky
ha/c. Zadanou PDF p,(() rozlozime po ose x5 po tsecich, které odpovidaji rozdéleni na prvky
v soufadnici x,. To znamend, Ze uvniti jednoho prvku je globdlni soufadnice ( popsana trans-

formacnim vztahem:
C=C+(; (°e(—hy/2chy/2c) (8)

kde ¢ - (¢ znamena soufadnici stfedu a c - (¢ lokdlni soufadnici uvniti prvku. Index r tohoto
prvku znamend posuv vpravo od pivodni polohy dané indexem [ na vyslednou hodnotu [ + r.

Pfipusime na chvili, Ze p.(¢) je nenulové pouze v rdmci jednoho prvku r, kde nabyvé kon-
stantni hodnoty p.,.. V takovém pfipad¢ integral v (2) podle ¢ zmizi a je nahrazen pfendsobenim
integrandu hodnotou p,,. - hy/c. V rovnici (2) se tak objevi nezndmd s posunutym argumentem
9 — ¢+ (7. To znamend, Ze k zakrytu s ”jednotkovy’/m oknem” uml’stény’/m do bodu x4, kterym
nasobime rovnici (2) s nezndmou aproximovanou podle (5), dO_]de az po posunuti x5 o hod-
notu c - ¢7. Vysledek 1ntegrace uvnitf prvku se nezméni, nebot v 1ntegrandu nepusobi zadny
z koeficienti f1, fo, avSak zvysi se ve stejné mife index nezndmych [ ve sméru x5 o hodnotu
r = ¢ - (] /he. To znamend, Ze lokdlni matici L", ktera odpovida M¢ podle (6), naiteme po
prendsobeni hodnotou A - hy 0 7 mist vpravo od hlavni diagonély globdlni matice S. Odpovida
jednomu prvku a impulsnimu buzeni jehoZ amplituda se fidi rovhomérnym rozdélenim (az na
nasobnou konstantu c¢) v mezich jednoho prvku, coZ znamen4, Ze je t€éméf konstantni.

Pokud md p,(¢) nenulové hodnoty na $ir§im intervalu nez jeden prvek, postup se opakuje
s prislusnou tpravou posunu od hlavni diagondly. Index posunu postupné nabyva hodnot r =
¢+ Cafha, - Cn/he. Cely tento algoritmus je naznaCen ve schématech na obr. 2 a 3. Doplilujici
globélni matici L tedy mizeme vyjadfit:

cCn/h2

> U (9)

r=c-(q/h2

kde L odpovidéa dopliiku globdlni matice pro r-tou ¢ast p,(¢) véetné piislusného umisténi, to
jest transformace do globalni soufadné soustavy a nacteni do globélni matice po pfendsobeni
koeficienty A, hy. Sumace v (9) tedy ma spiSe symbolicky vyznam.
Soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic pro hodnoty PDF v uzlech sit¢ miZeme sym-
bolicky vyjadfit takto:
dP

M- = (S =AM+ \- hoL)P (10)
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kde P je vektor neznamych hodnot PDF.

Jako integracni metoda soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic (10) se nejlépe osvédcil
postup typu prediktor-korektor zaloZeny na Adamsové algoritmu, viz napf. Kloeden & Platen
(1992).

3. Linearni soustava s aditivnim poissonovskym buzenim

Zabyvejme se soustavou o jednom stupni volnosti (SDOF) s ndhodnym aditivnhim buzenim
poissonovskym fetézcem:

T4+ 2wmi+wi-r=c-Y(t) = ¥ = To

Ty = —wir) —2wyry +c-Y(t)

(11)

Proces Y () je staciondrni poissonovsky fetézec, pfi¢emz plati ¢; = 0, ¢o = c. Koeficienty
difuze jsou nulové vzhledem k tomu, Ze na soustavu (7) neptsobi zadné gaussovské budici
procesy. Z toho divodu v pivodni rovnici (2) odpadne ¢len s druhymi derivacemi. Koeficienty
driftu vyplyvaji bezprostiedné ze vzorcu (3):

Ki =Xy, Ko= —ngl — 2wpTs. (12)

FP rovnici dostaneme dosazenim (8) a naslednou tpravou z obecného tvaru (2):

ap(xlvx%t) . 8(x2p(x1,x2,t)) a[<w3x1 +2Wbl’2>p(l’1,.r2,t)]
e T + _
ot 0x; Jxy
T (13)
Ao t) + A [ plan e — e 0RO

Hustotu pravdépodobnosti p, ({) zavedeme konstantni o amplitud€ ¢ na intervalu ¢ € (D, Ds),
kde Dy = (4 — ho/2¢c, Dy = ( + ha/2¢, jak odpovidd vykladu v minulé kapitole. Impulsy jsou
tedy vesmés kladné a kazdy z nich m4 konecnou energii.

Nezndmou p(z1, x9,t) aproximujeme podle (5). Déle postupujeme ve smyslu Galerkin -
Petrovovy metody. Vysledkem integrace pro jeden prvek oblasti je soustava Ctyf obyCejnych
diferenciélnich rovnic prvniho fadu:

Pro numerické feSeni rovnice (9) volime parametry soustavy takto: w? = 1.0,w, = 0.1,
K., = 0.0, K4 = Ky, = 0.0. Buzeni je zahdjeno v okamziku ¢ = 0, pficemz predpoklddame,
Ze odezva soustavy vychdzi z klidové polohy.

Pocatecni podminku pro PDF volime ve tvaru:

p(1,29,0) = N - exp(—wj (21 — 10)%/0°) exp(— (w3 — 20)*/0?) (14)

kde N = 1/2m0?, 02 = 1/9. Pocate¢ni podminka (14) se pro malou hodnotu o2 bliZi k piivodné
pozadované Diracové funkci. Pfipousti, Ze pohyb soustavy nezac¢ind v bodé (1 ¢, x2,0 S napros-
tou jistotou, jak by odpovidalo Diracové funkci, ale s moznosti nepatrnych odchylek kolem
tohoto bodu, které se fidi podle PDF dané vzorcem (14). Soufadnice vrcholu funkce (14)
umistime pro linedrn{ soustavu do pocatku (z19 = 0, z29 = 0).

Na zédkladé téchto dil¢ich aproximaci sestavime diferencidlni soustavu typu (10). Podobné
jako v Naprstek & Kral (2008) volime velikost oblasti tak, aby bylo mozné s dostateCnou
piesnosti pokladat p(x1, 2, t) na celém jejim okraji za nulovou. Hodnotu p(x1,x2,t) = 0 na
okraji oblasti pro vSechna ¢ tedy zavedeme jako okrajovou podminku. Pfi nalitdni lokdlnich
matic L® do globalni matice podle (10), vyjdou v okrajovych oblastech nékteré prvky mimo
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Figure 4: PDF odezvy linedrni soustavy s aditivnim poissonovskym buzenim; (a) vrstevnicovy
diagram; (b) axonometricky pohled; (c) svislé fezy vedené vrcholem plochy ve sméru os z, z.
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Figure 5: PDF odezvy linedrni soustavy pii buzeni v oblasti jednotlivych prvka (7,7 =
2,3,..,9; hustota A = 2.0; wyg = 1.0, w, = 0.1; (a) svislé fezy osou © = x;-vychylka;
(b) svislé fezy vedené vrcholem plochy ve sméru osy & = z-rychlost.

vymezeny obor této matice. U¢inek tdchto prvki zanedbame. Abychom tak mohli uéinit, musi
byt déleni sité dostatecné jemné a okraje oblasti vzdilené mistim, kde dochazi k vyznamnym
proménam PDF. Tyto parametry nelze urit exaktné. Ulohu je tieba propoéitat nékolikrat se
zavedenim malych variaci v poloze okraju a déleni sité s ohledem na parametry oscilatoru a
pasmo buzeni poissonovského Sumu.

Jako zkuSebni ptfipad byl vybran klasicky linedrni systém podle rovnice (1) s parametry
w2 = 1.0,wy, = 0.1 pfi parametru buzeni ¢ = 1. Intenzita poissonovského fetézce je volena v
rozmezi A = 1.0,...,10.0. Amplituda odpovidd prvku, ve kterém je zvoleno pasmo nenulové
pravdépodobnosti velikosti pisobicich impulst. Tato pasma jsou volena jednak postupné pro (¢
odpovidajicir = 2, .., 9, anebo kumulativné jako Sir§Si pdsmar = 1+2, r =1+3,...,r = 1+T.
Oblast integrace rovnice (13) je zavedena takto: = = x; € (—20;20), © = x5 € (—20;20);
v kazdém z obou smért je oblast rozdélena na 200 prvku, tj. h;y = 0.2, hy = 0.2..

Ramcovy prehled o povaze PDF ve staciondrnim stavu po odeznéni prechodového procesu
si 1ze uCinit z obr. 4 (oznaCeno pg(x,¢)). Matematicky stfed odezvy se z pocatku (pocateni
podminka) posunul ve sméru z, resp. x1. Do tohoto bodu se dostal z poCatku po ostré spirdle.
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Figure 6: PDF odezvy linearni soustavy pfi buzeni v pasmu prvki (7,7 = 1+2;r = 1+3,..,7r =
1+ 7; hustota A = 2.0; wy = 1.0, w, = 0.1; (a) svislé fezy osou x = x;-vychylka; (b) svislé
fezy vedené vrcholem plochy ve sméru osy & = zo-rychlost.

Poloha matematického stfredu ukazuje, Ze s nejvyssi pravdépodobnosti bude vychylka pozitivni
a rychlost vychylky nulova. Vrstevnicovy diagram ukazuje mirnou Sikmost smérem k pocatku.
Z axonometrického pohledu a ze svislych fezd je ziejmé, Ze PDF v obou soufadnicich silné
pfipominad Gaussovu kiivku, i kdyz tieti a ¢tvrty moment se ji mirné vzdaluji.

Vysledky podrobnéjsiho prizkumu vlastnosti PDF odezvy vyse zminéné SDOF soustavy
jsou zndzornény na obr. 5-7. Zpiisob prezentace je u viech tif obrizki podobny. Cist (a)
znazoriuje svisly fez plochou PDF ve staciondrnim stavu osou z-vychylka; oznaceno jako
pst(x,0). Kazdy z téchto fezid je normalizovan. V ¢asti (b) jsou za stejnych podminek zndzornény
svislé fezy vedené vrcholem plochy ve sméru osy @-rychlost; oznaceno jako pg (0, ). Vodor-
ovna méfitka v ¢astech (a) vSech tif obrazki jsou stejna, totéz se tyka casti (b).

V obr. 5 jsou uvedeny fezy odpovidajici pasmim r = 2,..,9, to jest staviim, kdy am-
plitudy impulsi se pohybuji vzdy pouze ve velmi tizkém rozmezi jednoho prvku a lze je téméf
pokladat za konstantni. Intenzita piisluSného poissonovského procesu buzeni je v tomto piipadé
volena konstantni hodnotou A = 2.0. Z ¢asti (a) je zfetelné, Ze matematicky stfed odezvy se
vzrastajicim r stoupd. Klesd maximum PDF, stoup4 rozptyl odezvy. Sikmost pst(x,0) je mirné
kladna, nicméné nenarusuje pfili§ symetrii kiivky vzhledem k matematickému stiedu. Tyto ten-
dence spojit€ navazuji na pocitecni podminku (14). PDF rychlosti je v této sérii symetricka a
ma nulovy matematicky stred. Maximum PDF kles4, rozptyl stoup4.

Podobny vyvoj lze zaznamenat na obr. 6. Série fezii PDF odpovida buzeni, kdy amplitudy
impulst se pohybuji s rovnomérnym rozdélenim v pasmu r = 1 a 2, dile v pdsmu r = 1 + 3
az nakonec v pasmu r = 1 + 7. Hustota amplitud impulst je tedy v poslednim piipadé¢ kladna
a konstantni v intervalu r = 1, ..., 7 a nulovd mimo tento interval. Absolutni hodnoty vychylek
soustavy jsou za téchto okolnosti mnohem vétsi nez v piipadé jednotlivych r. Z obrazku (a) je
patrné, Ze matematicky stied vychylky se posouva do vysSich hodnot v porovnéni s obr. 5(a).
Kvantitativni rozdil v amplitudach vychylek vSak neni zfetelny vzhledem k tomu, Ze vSechny
kiivky PDF jsou normalizovény.

Vliv stoupajici hustoty A budiciho poissonovského procesu je zachycen na obr. 7. Pro hod-
noty A = 2,..., 10 pfi konstantni hodnoté » = 4 je vyvoj PDF vychylky zndzornén v ¢asti (a)
a rychlosti v ¢asti (b). Vzrustajici hustota ma logicky vliv na stoupani matematického stfedu
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Figure 7: PDF odezvy linearni soustavy pfi buzeni o hustotich A = 2,3, ..., 10; oblast prvku
J.r=4; wy = 1.0, wp, = 0.1; (a) svislé fezy osou x = x;-vychylka; (b) svislé fezy vedené

vrcholem plochy ve sméru osy & = zo-rychlost.

Table 1: Statistické momenty vychylky ve staciondrnim stavu pro rostouci A, r = 4.

A M, Mo — Mz M§ My, M
(1) 2) 3) @ O (6) @)
2.0 0.764 1.159 0.318 0.0 8.017 7.544
3.0 1.580 3.221 0.650 0.0 31.898 31.130
4.0 2.285 4.847 0.977 0.0 71.670 70.490
5.0 3.199 6.474 1.300 0.0 127.340 125.750
6.0 3.982 8.120 1.628 0.0 200.000 197.820
7.0 4798 9.752 1.948 0.0 287.580  285.340
8.0 5.607 11.381 2.226 0.0 390.490 388.570

vychylky, pokles maxima PDF a vzrast rozptylu. Vybrané vysledky vypocti jsou uvedeny
také v tab. 1. Pro stoupajici A je zachyceno v kazdém tadku nékolik statistickych momenta
umoziujicich hrubé porovnani s obdobnym gaussovskym procesem:

M, - matematicky stfed, resp. nejpravdépodobnéjsi vychylka zkoumané soustavy ve sta-
cionarnim stavu;

My, - centrdlni druhy moment, resp. rozptyl vychylky;
M3, - tieti centrdlni moment, resp. Sikmost vychylky;

ME = 0.0 - sikmost vychylky gaussovského procesu;

M, - Ctvrty centralni moment, resp. Spicatost vychylky;
M = 3 % M2, - $picatost vychylky gaussovského procesu.

Z obr. 7(a) a druhého sloupce tabulky je patrné, jak stoupd jista “efektivni” vychylka s ros-
touci intenzitou budiciho procesu. Rozptyl vychylky ve tfetim sloupci je veli€ina se ziejmou
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interpretaci. Ctvrty (3ikmost) a Sesty (3picatost) sloupec lze vyuZit jako indikaci odchylky zk-
oumaného procesu od gaussovského procesu. Sikmost gaussovského procesu je nulovd, jak
uvadi péty sloupec. Skutecnd Sikmost ve Ctvrtém sloupci ma vSak nezanedbatelnou hodnotu.
Posudme $picatost. Pokud by proces byl gaussovsky, musela by $picatost vykazovat hodnoty
podle sedmého sloupce. Hodnoty v Sestém a sedmém sloupci se vSak liSi. Nicméné celkové
miZeme konstatovat, Ze vysledek se od gaussovského procesu nelisi zasadné. Potvrzuje se tak
jeden z dusledka centralniho teorému, Ze ne-gaussovsky staciondrni proces filtrovany stabilnim
linedrnim systémem s konstantnimi koeficienty se bliZi gaussovskému procesu.

Spokojime-li se s hrubymi kvalitativnimi odhady, miZzeme vychylku v jisté tfidé vstupnich
parametrd pokladat pfiblizné za gaussovskou. Kvantitativni analyza vSak s touto aproximaci
nevystaci. To se tyka zejména pfipadi, kdy je tieba zkoumat statistiku velkych vychylek v sou-
vislosti s teorii spolehlivosti. Nicméné i v pfipad€ odhadi je vzdy tfeba opravnénost gaussovské
aproximace posoudit alespoinl pfibliZznym vySe zminénym testem, pokud nepouZijeme néktery
ze sofistikovanéjsich testd, které nabizi statisticka literatura.

4. Nelinearni soustava Duffingova typu s aditivnim poissonovskym buzenim

Duffingovu rovnici lze psat v zdkladnim a normdlnim tvaru pfi aditivnim buzeni poissonovskym
fetézcem takto:

P4 2wt —wi-x(l—a?2?) = c- Y() =
= I T2 (15)

waz1 (1 — a?x?) —2wyzy +c- Y (t)

Ty
Ze vzorcu (3) vyplyvaji koeficienty driftu a difuze:

K1 =Ty, fe=wizi(l—a?r})— 22wpry, (16)

Na zédkladé (15), (16) piSeme FP rovnici:

Op(zr,x,t) O (wap(w1,w9,1))  O[(wizr(1 — a?af) — 2wpas)p(w1, 9, 1)]
ot N 8$1 8$2
T (17)
Ao 0 t) 4 [ plars = e C PO

Rovnici (15) 1ze vystihnout pohyb Miesessova vzpéradla buzeného poissonovskym fetézcem.
Linedrni ¢ast tuhosti je zdpornd, a proto ma soustava v pocatku (0, 0) nestabilni staciondrni bod.
Dva stabilni staciondrni body maji polohu S; = (27 = +1/«a, 25 = 0),7 = 1, 2. Mira repulsiv-
ity v pocdatku zavisi na vztahu obou €4sti tuhosti a na intenzité poissonovského retézce.

Rozd€leni oblasti na prvky a ostatni okolnosti vypoctu jsou podobné jako v predchozim
pfipadé: w? = 1.0, w, = 0.1 a mira nelinearity o = 0.1. Pokud jsou v Duffingové SDOF sous-
tavé kubicka Cast tuhosti a utlum kladné veliCiny, d4 se pfi poissonovském buzeni predpoklidat
existence staciondrniho feSeni GFP rovnice (17). Rozsdhlé numerické analyzy navic potvrdily,
Ze toto feSeni je jednoznacné a nezdvisi na poloze bodu bodu (x;,x20). Tvar vysledku je
piedev$im dan skladbou amplitud impulsii. Pokud impulsy piisobi stdle jednim smérem, at
je Sitka pasma amplitud jakdkoli v rdmci jejich rovhomérného rozdéleni, PDF odezvy ve sta-
ciondrnim stavu pg(z, ) se vzdy koncentruje v okoli stacionarniho bodu S; nebo S, podle
sméru impulst. K tomuto vysledku dospéjeme i v piipadé, Ze za vychozi stav zvolime opacny
stacionarni bod.
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Figure 8: PDF odezvy Duffingovy soustavy wi = 1.0,w, = 0.1, = 0.1 ve staciondrnim
stavu pfi aditivnim poissonovském buzeni; vysledky pro Ctyfi specifikace buzeni A\, r v jed-
notlivych fadkéach; uspofadéani v jednotlivych fadkach: (a) vrstevnicovy diagram; (b) axono-
metricky pohled; (c) svislé fezy vedené vrcholem plochy ve sméru os x, .
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Figure 9: Vyvoj PDF odezvy Duffingovy soustavy wi = 1.0,w, = 0.1,a® = 0.1 v Case pfi
parametrech A\ = 10.0, » = 1; zndzornéno je PDF pro Sest stavlii a to v okamzicich t =
0.0, 2.3, 13.0, 30.0, 45.0, 70.0; jednotlivé stavy jsou usporadany ve dvojicich (a) az (f), kde
kazda z nich se skladd z vrstevnicového diagramu (horni obrazek) a axonometrického pohledu
(dolni obrazek).
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Vybrané vysledky vypocti jsou znazornény pro stacionarni piipady odezvy v obr. 8. V kazdé
fadce jsou uvedeny vysledky pro tyto parametry buzeni: 1. fddek A = 4,r = 6 Casti obr. 8(1a)
az 8(1c), 2. fddek A\ = 6, r = 6 Casti obr. 8(2a) az 8(2c), 3. fadek A = 10, r = 1 asti obr. 8(3a)
az 8(3c), 4. radek A = 60,r = 1 Casti obr. 8(2a) az 8(2c); usporadani ¢asti v kazdém radku:
(a) vrstevnicovy diagram; (b) axonometricky pohled; (c) svislé fezy osami x, . Ze sloupct
(a),(c) je zfejmé, Ze PDF rychlosti odezvy zlstava symetricka se stfedem v pocatku. Impulsy
buzeni maji kladny smér. Je zfejmé, Ze bod S5 je koncentratorem PDF vychylky, nicméné od-
chylka v kladném sméru je zfetelnd. Tento typ odchylky je obecny a je tfeba si jej uvédomit
v aplikacich. Pii silnych amplitudich » = 6 (1.a 2. fadek) je znatelny vliv bodu S, jimz
je klesani v levé casti PDF vychylky ponékud ovlivnéno. AvSak nepodafilo se sestavit popis
buzeni a pocateCnich podminek tak, aby vysledek mél alesponi caste¢né bi-modalni charak-
ter. Obecné mizeme fici, Ze PDF odezvy Duffingova oscilatoru pii poissonovském buzeni
m4 zdsadné odliSny charakter od PDF odezvy tohoto oscildtoru pfi buzeni gaussovskym bilym
Sumem, viz Wojtkiewicz et al. (1999), Naprstek & Kral (2008).

Vyvoj PDF v Casu neni pfili§ zajimavy vychdzime-li pfi kladné orientaci impulst z pocatecni
podminky (14) pro bod Ss, tj. (1/a,0). Vzdalujeme-li se s pocate¢ni podminkou od bodu
Sy k bodu Sy, pfechodovy proces se dramatizuje. Ukédzka je uvedena na obr. 9 pro vychozi
bod S; = (—1/a,0). Stav vyvoje PDF odezvy Duffingovy soustavy pii parametrech buzeni
A =10.0,7 = 1 (3. fadek v obr. 8) je znazornén pro Sest okamziku s pfiblizné logaritmickym
odstupem: t = 0.0,2.3,13.0,30.0,45.0,70.0. Kazdy z téchto okamzikl charakterizuje jedna
z dvojic (a) az (f). Kazda dvojice se skldda z vrstevnicového diagramu (horni obrazek) a axono-
metrického pohledu (dolni obrazek). Po spusténi procesu simulace opousti PDF plivodni rotacni
plochu pocatecni podminky (14), ziskdva lehce protdhly tvar a rychle snizuje vySku. V dalsi
fazi s vyznamnou Cetnosti prordzi energetickou bariéru a zac¢ina “obtékat” bod Sy. V nasledujici
fazi se jiz PDF zacind koncentrovat do okoli S5, nicméné v okoli tohoto bodu setrvdva v PDF
jistd konkavni oblast. Okoli bodu .S je vSak stéle jesté vyznamné. V pfedposledni fazi se jiz
dominantni ¢ast PDF soustfeauje kolem S5. V posledni etapé PDF zaujalo staciondrni podobu.

5. Zavér

Studie navazuje na piedchozi publikace autort tohoto ¢lanku a fadu citovanych pramend, které
se zabyvaly numerickym fesenim MKP bud FP rovnice pro buzeni gaussovskymi bilymi Sumy
anebo GFP rovnice pro buzeni aditivnimi poissonovskymi fetézci. GFP rovnice pro PDF odezvy
nelinedrni dynamické soustavy je linedrni stejné jako FP rovnice. Zahrnuje vSak vSechna uskali,
ktera obsahuje FP rovnice, jako je velky pocet prostorovych proménnych, exponencidlné ros-
touci rozsah diferencialni soustavy pro ¢asovy vyvoj funkénich hodnot PDF v uzlech, atd.

Navic GFP ma4 integro-diferencidlni charakter, coZ vyznamné komplikuje sestrojeni pfislus-
nych konecnych prvki. Divodem téchto komplikaci je nelokalni charakter integro-diferencial-
Fourierovou transformaci v pfisluSnych prostorovych soutfadnicich, zvolili autofi této studie
pfimou cestu diskretisace MKP. Tim odpadd nutnost zpétné Fourierovy transformace vysledku
do originalu. Na druhou stranu je tfeba pracovat s nezndmymi s posunutou proménnou, pricemz
zpracovani tohoto posunu se fidi intenzitou a pravdépodobnostni skladbou vnéjSiho buzeni pii-
sluSnym poissonovskym fetézcem.

Numerické vysledky ukazuji, Ze poissonovské aditivni buzeni vede u linedrnich soustav
k PDF, kterou lze pfirovnat k PDF gaussovského typu, pokud postaci hruby kvalitativni odhad
vysledku. Pfi kvantitativni analyze je tfeba si uvédomit nenulovou Sikmost vysledné PDF, a
tudiZ nesymetrii statistiky vychylek. Také Spicatost se 1iSi od gaussovské. Tyto rozdily je
tireba respektovat zejména pii analyzdch malych pravdépodobnosti pti velkych hodnotich pros-
torovych soufadnic, s ¢imZ se setkdvdme v teorii spolehlivosti, v problémech prvniho opusténi
oblasti, atd.
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