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EXTENDED DELAUNAY MESH GENERATOR

D. Krybus, B. Patzik !

Summary: This paper deals with the description of algorithms used for con-
structing finite element meshes and recognition of boundaries in the context of fluid-
structure simulations. First, the overview of numerical approaches to fluid-structure
interaction is given and the focus is on particle finite element method. Delaunay tri-
angulation, which is able to generate high quality meshes, was chosen as a suitable
meshing method. Alpha shape concept derived from Delaunay triangulation was
considered as proper boundary recognition algoritm. The algorithms are being im-
plemented in finite element package OOFEM to enable analysis of fluid-structure
interaction problems.

1. Uvod

Aktudlni tématem numerickych metod je rozvoj nastroji urcenych k analyze inZenyrskych
problémii zahrnujicich interakci konstrukei s kapalinami, které uvazuji velké pohyby volné hla-
diny a pfitomnost ¢aste¢né nebo uplné ponorenych téles. Tyto metody pak se pak uplatiuji
napiiklad v modelovani hydrodynamického chovani lodi, konstrukci na pobfezi nebo v mofi,
prepadu piehrad, toku s volnou hladinou v kandlech, nadrZich s tekutinami, michacich zafizeni
apod.

Pro modelovani pohybu pevnych téles v kapalinéch, jejich vzdjemné interakce, ¢i uloh s vol-
nou hladinou se obvykle pouZzivd metoda kone¢nych prvki zaloZend na tzv. arbitrary Lagrange-
Eulerovy (ALE) formulaci. V ALE pfistupu je pohyb ¢astic tekutiny oddé€len od pohybu uzld
sité. Relativni vztah mezi pohybem sité a ¢astic je v momentovych rovnicich popsan konvek-
tivni rychlosti.

Obtize, které analyza interakce konstrukce s kapalinou (fluid-structure interaction — FSI)
tivnim ¢lenem rychlosti, zajistit podminku nestlaCitelnosti kapaliny, modelovani a sledovéni
hladiny, pfenos informaci mezi doménami pevné a kapalné ¢asti na kontaktnim rozhrani, mo-
delovani lomu vin, popis velkych pohybt tuhych téles ¢i ucinné a rychlé obnovovani sité pro
obé domény.

Nekteré z téchto problému vymizi, je-li pro formulaci fidicich rovnic domény pouzit Lagran-
geovsky pfistup a to jak pro pevnou, tak kapalnou fazi. V Lagrangeovské formulaci je po-
hyb diskretizované domény svazan s pohybem sité. Uzly konecnéprvkové sité Ize tak v jistém
smyslu povazovat za pohybujici se Castice.
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Do tfidy Lagrengeovsky formulovanych metod spadd také particle finite element method
— PFEM (Onate at al., 2007) vyvijend tymem profesora Ofiateho z mezindrodniho centra
pro numerické metody v inzenyrstvi CIMNE na Technické univerzit€¢ v Barceloné. V této
metodé jsou uzly sit€ z domény kapaliny a pevnych latek uvazovéany jako Castice, které se
mohou volné pohybovat a v pripad¢ kapalin dokonce oddélovat z hlavni domény, coZ simu-
luje napiiklad odd&lovani kapek vody. Nejedna se viak o diskrétni model. Céstice reprezen-
tuje hmotu a prenasi informaci o objemu ve svém okoli. V kazdém kroku se z téchto Céstic
vytvafi koneénéprvkova sif, na niz jsou pak standardnim zptisobem metody koneénych prvkia
reSeny charakteristické rovnice. PFEM je dalSim krokem v pfirozeném vyvoji prace kolektivu
autoru zabyvajicich se feSenim FSI tloh prostfednictvim Lagrangeovskych kone¢nych prvki a
bezsitovych metod.

Nespornou vyhodou Lagrangeovské formulace je absence konvektivnich ¢lent, které v jinych
formulacich feSeni komplikuji a vyZzaduji jejich stabilizaci. Dani za tuto pfednost je ovSem nut-
nost adekvatné se zabyvat pohybem uzld sité€. Pro velké pohyby sité musi byt zajisténo jeji
casté obnovovani béhem celé doby feseni, prakticky v kazdém jeho kroku. Jednou z moZnosti
je pouZziti rozSiteného Delauneyovského mozaikovani (extended Delauney tesselation), jako al-
goritmu slouziciho ke generovani hledané sit€. Vzniklé mnohosténové prvky s sebou nesou
nutnost pouziti zvlastnich tvarovych funkci napf. z bezsitové metody konecnych prvka.

Lagrangeovsky pfistup pfindSi mnoho vyhod pro sledovani Castic v proudu s uvazovanim
velkych pohybtl hladiny nebo lomicich se vin ¢i rozstfikujicich se kapalin. S tim vyvstava
potieba identifikace hranice domény mnoziny danych uzld. Hranici je timto povazovana jak
volnd hladina, tak jednotlivé Castice pohybujici se ven z hlavni domény. Pro tcely identifikace
se osvédcila technika Alpha Shape.

Cilem je implementovat tuto metodu do programu pro vypocet metodou kone¢nych prvki
OOFEM (2000) vyvijeného na Katedfe mechaniky Stavebni fakulty CVUT v Praze. OOFEM
je zkratka pro object oriented Finite Element Method a jak uz z ndzvu vypovida, jednd se o
reSic s objektove orientovanou strukturou. JelikoZ popisovand metoda je naro¢nd z hlediska ob-
novovani konenéprvkové sité, je prvnim krokem vytvoreni interniho generatoru sité a metody
detekce hranice, coZ popisuje tento ¢lanek.

2. Delaunayova triangulace

Jednou z metod Casto pouZzivanych ke generovani siti je takzvand Delaunayovska triangulace.
Ta byla definovana Borisem Delaunayem v roce 1934 pro obecnou mnoZzinu bodi P jako ta-
kova triangulace, Ze kazda z opsanych kruznic k jednotlivym trojihelnikiim neobsahuje zadny
z bodll P, kromé tii tvoficich vrcholy trojihelniku. Delaunayovska triangulace maximalizuje
minimdlni thel ze v8ech dhld v trojdhelnicich, coz umoZziiuje ziskat ,kvalitni” sit zarucujici
stabilni vypocet.

Tuto definici Ize rozsifit i do trojrozmérného prostoru. Vysledkem triangulace jsou potom
Ctyfstény, jimZ opsané koule opét neobsahuji jiné body neZz definicni body na kulové plose.
Teoreticky je mozné i rozsiteni do jinych nez eukleidovskych prostori, coZ oviem nezarucuje
existenci nebo jedineCnost triangulace.

Duadlni k Delaunayovské triangulaci je Voronoitv diagram nékdy také oznacovany jako Vo-
ronoiovské mozaikovani. Jeho vysledkem je rozdéleni metrického prostoru na zakladé mnoziny
bodu takové, ze jakakoliv ¢ast je ke svému definicnimu bodu bliZe nez k jakémukoliv jinému.
Pro pfipad dvou bodil v roviné je tato délena pfimkou kolmou a ptlici jejich spojnici. Mame-li
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Obr.1 Delaunayovska sit

tfi body nelezici na piimce, je prise¢ikem hranic oddélujicich Casti pfislusejicich bodim pravé
stted opsané kruZnice trojihelniku s vrcholy v téchto bodech.

Existuje mnozstvi algoritmu slouZicich k vypoc¢tu Delaunayovské triangulace, které se daji
rozdélit do nékolika skupin:

e inkrementdlni vkladaci algoritmy
e _flipping” algoritmy

e algoritmy ,,;rozd¢l a panuj”

e projek¢ni algoritmy

Neprimo lze diky dualité pouZit i tzv. Sweep-line algoritmus, ktery je jednim z nejpouziva-
néjsich k ziskani Voronoiova diagramu. Pak jiz snadné vytvofit Delaunayovskou triangulaci.

Inkrementdlni algoritmy pracuji s udrzovanim stavajici Delaunayovy triangulace, do které je
v kazdém kroku vkladdn novy bod. Po jeho vloZzeni je sif upravena tak, aby nadéle spliiovala
zékladni vlastnost.

Flipping algoritmy spocivaji v zaméné, tzv. ,,flippovani” stran trojihelnikd, které nejsou De-
launayovské. Obecné jsou tyto metody zaloZeny na dvou krocich. Nejprve je vygenerovdna
obecnad trojihelnikov4 sif a ta je ndsledné optimalizovédna zdménou stran tak, aby vysledna sit
spliovala Delaunayovskou podminku. Princip zdmény stran si je mozZné predstavit nasledovné.
Méme dva trojihelniky, které maji spolecnou stranu. Neni-li pro tyto trojuhelniky splnéna
podminka prazdnych opsanych kruznic, nemtize byt spole¢na strana Delaunayovska. Pokud
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si tuto stranu predstavime jako diagondlu ve Ctyfihelniku, pak jejim smazdnim a rozdélenim
¢tyfuhelniku druhou diagondlou ziskdme trojuihelniky spliujici Delaunayovo kritérium.

Projek¢ni algoritmy prevadi tlohu hledani Delaunayovské triangulace na tlohu vypoctu kon-
vexni obalky (convex hull) To spociva v zobrazeni bodli na o jednu dimenzi vyssi paraboloid
umistény v pocatku. Vypoctem konvexni obdlky a jeji zpétnou projekei do ptivodni dimenze
ziskame strany triangulace.

3. Bowyer/Watsonuv algoritmus

Algoritmus oznacovany jako Bowyer/Watsontliv patii mezi jeden z nejpouzivanéjsich. Spadd do
kategorie inkrementélnich algoritmid a je zaloZen na postupném pridavani jednotlivych bodi
do triangulace. Tento algoritmus odvodil Adrian Bowyer (1981) a nezavisle na ném David F.
Watson (1981). Shodou okolnosti byl popséan v piispévcich téchto autort, které vysly vedle sebe
v jednom cisle The Computer Journal.

Na pocatku byva zpravidla vytvofen tzv. bounding-box, v tomto piipadé trojuhelnik, ob-
sahujici vSechny body. Do této dvodni triangulace jsou pak body jeden po druhém postupné
vkladany a je vzdy vyzadovéno splnéni Delaunayovské vlastnosti. To spo¢ivéd v hledani troj-
uhelniki, do jejichz opsané kruZnice vloZeny bod spada. Tyto jsou pak smazany a strany jim
sousednich trojuhelnikd vytvoii tzv. vkladaci polygon. Spojenim vrchold polygonu a nové
vloZeného bodu vznikne nova triangulace spliiujici Delaunayovskou vlastnost. Po pfidani vSech
bodi do triangulace jsou pak bounding-box a vSechny strany sméfujici od jeho vrchold do tri-
angulace vymazany.

Tab.1 Schéma algoritmu

1. vytvor bounding-box, zahrnujici vSechny body p

2. dokud nejsou vloZeny vSechny body p
(a) vloZ bod p do triangulace
(b) najdi vSechny opsané kruzZnice s prisluSnymi trojihelniky obsahujici bod p
(c) smaz tyto trojihelniky — vkladaci polygon

(d) vytvor triangulaci vkladactho polygonu spojenim jeho vrcholl s bodem p

3. odstran bounding-box

Vyhodou tohoto algoritmu je snadna rozSifitelnost z roviny do prostoru. Na misto troj-
thelnikiim opsanych kruznic jsou hledany dotcené koule opsané Ctyfsténim. Nedelaunayovské
Ctyfstény jsou pak smazany, ¢imZ vznikne ,,duty” vklddaci mnohostén obsahujici pouze vklada-
ny bod. Vysledkem jeho spojeni s vrcholy vklddactho mnohosténu je opét triangulace spliiujici
predpoklady.

Nevyhoda tohoto algoritmu spociva v moZnosti vzniku defektni sité vlivem zaokrouhlovaci
chyby. Pfi hledani trojihelniki, které maji byt mazany, mize touto cestou dojit k opomenuti
nékterého z dotéenych a tim pddem neni vkladaci polygon prazdny. Aby bylo moZno dosdhnout
robustni implementace, je potfeba pouZit zvlastni algoritmus k presnému urceni vkladaciho
polygonu jako je naptiklad depth-first hledani.
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Obr.2 Vkladani bodi

Dalsi z nevyhod, kterou je nutno zminit, souvisi s ,.kvalitou” vzniklych trojihelniki jakoZto
prvki pro vypocet metodou koneénych prvkii. Obecné lze fict, ze Delaunayovska sif je kvalitni,
ale existenci nekvalitnich prvki nelze vyloudit. Jedna se predevsim o trojihelniky na hranici ob-
lasti, pfipadné trojuhelniky, jejichz stfedy opsanych kruznic se nachazeji v nepatrné vzdalenosti
a jejichZ poloméry se sobé také bliZi. Ve vétsiné generatort siti se takovéto prvky ,napravuji”’
vloZenim dalSich bodu do tézisté nebo jejich vymazanim a vloZzenim bodu do t€Zisté jejich
opsané kruznice. Eventudlné je mozné pouZzit kombinaci s metodou postupné fronty.

4. Rozsirené Delaunayovo mozaikovani

Z hlediska metody PFEM se nejproblematictéjsimi jevi pripady, kdy mize dochazet k zaokrouh-
lovaci chybé, tzn. vice, neZ tfi body maji jednu spolecnou kruznici, pfipadné se tomuto stavu
bliZi, coz znamena, ze kazdé trojici z dotCenych bodi lze opsat n€kolik kruznic, avsak tyto
se priliS neliSi co do polohy stfedu ani co do velikosti poloméru. V rozSiteném Delaunayové
mozaikovani (extended Delaunay tessellation) se zavadi parametr 0, ktery ur€uje minimalni
moZznou vzdalenost opsanych kruznic. Je-1i skute¢né vzdalenost mensi, potom se body povazuji
za kocirkuldrni a nevznika trojuihelnik nybrz obecné mnohothelnik. Z toho diivodu se jiZ ne-
hovofi o triangulaci, ale o mozaikovani. Takto vzniklé prvky ovSem vyzaduji zvIastni bazové
funkce (Idelsohn at al., 1999).

5. Alpha shape koncept

Dilezitym aspektem Delaunayovy triangulace a obecné vSech uloh generovani siti kone¢nych
prvki je také nutnost zachovavat pivodni hranici domény. V piipadé jeji znacné Clenitosti,
miuize dojit k situaci, Ze vypoctend triangulace hranici nerespektuje a prvky zabiraji neexistujici
plochu. VEtsiné piistupd snazicim se tomuto stavu zamezit je spolecné, Ze definovanou hranici
rozd&li na vice segmentd, ¢imzZ se zajisti dostate¢né jemna sif na okrajich domény.

UvaZujeme-li Lagrangeovské dlohy proudéni, nemame jako v jinych variantich MKP hranici
domény explicitné definovanou. Jak jiz bylo zminéno, aktudlni konfigurace Castic v prostoru je
vysledkem predchdzejiciho kroku feSeni. Vyvstava tim padem potieba algoritmu schopného jak
urcit ,,obdlku” &astic, tak rozpoznat, zde nedoslo k oddéleni dil¢i subdomény.
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Variantou takového algoritmu je Alpha Shape koncept (Edelsbrunner and Miicke, 1994)
vychézejici z Voronoiova diagramu dudlniho k Delaunayovské triangulaci. Pracuje s funkci
minimdlnich vzdélenosti jednotlivych bodu i (z) pfendsobenou koeficientem «v. Uvazuje, Ze je-
li kruZnice o poloméru danym soucinem ah(x)opsand dvéma sousednim bodim prazdnd, body
lezi na hranici. Tim je jednoznacné urceno kritérium hranice.

6. Zavér

Cilem tohoto ¢lanku je predstaveni a popis metody Delaunayovy triangulace a techniky Alpha
Shape, které budou po implementaci slouZzit béhem feSeni problému interakce kapaliny s kon-
strukci k obnovovani sité konecnych prvkl a detekci hranice v kazdém casovém kroku. Uzly
sit¢ budou tvoreny materidlovymi body — Casticemi. V piipadé Delaunayovské triangulace se
tedy nejedna se o typicky generdtor sité na dané doméné, ale o néstroj slouzici k vytvoreni nu-
mericky vhodné sit€ prvki z materidlovych bodd, jejichZ poloha je uréend bud'to jejich dvodni
konfiguraci pfipadné jako vysledek predchézejiciho kroku feSeni.
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