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STABILITY ANALYSISOF PLANE SERENDIPITY FINITE
ELEMENT FOR EXPLICIT LINEAR ELASTODYNAMICS

R. Kolman*, J. Plesek*, D. Gabriel *

Summary: The central difference method iswidely used for the numerical solution
of the transient elastodynamics problems by the finite element method. The effecti-
veness of this explicit conditional stable direct time integration methods is limited
by using diagonal mass matrix, which entails significant computational savingsand
storage advantages. However, for the serendipity type element the construction of
such diagonalized matricesisnot uniquely defined and various class of lumped mass
matrices can be assembled. In this paper the stability analysis for the plane square
serendipity finite element is performed for various class of lumped mass matrices.

1. Uvod

PFi numerickém feSeni pfechodovych Gloh linearni elastodynamiky diskretizovanych meto-
dou konecnych prvkll (MK P) je €asto vyuzivanametoda centranich diferenci (Dokainishet al.,
1989). Tato explicitni metoda pfimé numericke integrace pohybovych rovnic je velmi efektivni
ve spojeni s diagonani matici hmotnosti a navic je podminéné stabilni. To znamena, ze Casovy
krok je nutné volit nizsi, nez je urcita kriticka hodnota zavisa na typu konetného prvku avolbé
diagonélni matice hmotnosti. Nad touto mezni hodnotou Casového kroku metoda centralnich
diferenci produkuje nestabilni numerické vysledky a navic jsou fyzikané nespravné. Pfesnost
a Casova narocnost numerického feSeni nezalezi pouze na pottu stupill volnosti celé Glohy,
ale také na zvolené velikosti integratniho kroku. Na jedné strané je nutné volit Casovy krok
dostatecné maly, aby se dosahlo pozadované presnosti vypoctu. Na druhé strané by se nemél
volit zbytetné nizke hodnoty, aby nenarfistal nelmeérné ¢as vypoctu.

V préci (Mullen et al., 1983) byla odvozena podminka stability pro jednorozmérny lineérni
koneCny prvek pfi pouZziti diagoné@ni matice hmotnosti a kriticka hodnota ¢asového kroku
pro tento typ prvku je vypoctenatakto

H
Atppir = o’ (1)

kde H je délkaprvku ac, oznatuje rychlost podéné elastické viny pro jednorozmérnou Glohu.
V praci (Belytschko et al., 1978) bylo prokazano pro tento typ prvku, Ze pri takto volenem
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¢asovém kroku jsou negjnizsi disperzni chyby zplisobené prostorovou a Easovou diskretizaci.
S rostoucim Casovym krokem se disperzni chyby tohoto typu prvku potlacuji a pfi kriticke
hodnoté Aty,;; teémeéf vymizi. Proto se pro metodu centralnich diferenci doporucuje integrovat
pohybové rovnice s hodnotou Casového kroku blizke kritické hodnoté.

Hodnota kritického asového kroku je pro kazdou vypotetni MK P sit rlizna, proto dale uva-
Zujme pouze pripady strukturovanych siti (pravidelné Ctvercove sité). Obecné plati, Ze kriticky
Casovy krok je pro jednotlivé typy konetného prvku odlidny a zavisi hlavné navolbé diagonal ni
matice hmotnosti. Jeho hodnota se nejCastgi vyjadfuje v bezrozmérném tvaru pomoci Couran-
tova Cisla Co, které méa vyznam poméru drahy probéhnuté elastickou vinou za jeden Casovy
krok ku délce hrany prvku. Pro rovinny ¢tvercovy linearni prvek nabyva kritické Courantovo
Cislo hodnoty Cog,;; = 1. U toho typu konecného prvku je matice hmotnosti jednoznatné
uréena. Pro jgji vypocet je mozné pouzit tzv. metodu Fadkovych soutttl (Zienkiewicz et al.,
2000), kde diagonalni prvky matice hmotnosti jsou dany fadkovymi soucty konzistentni matice
hmotnosti.

U kvadratickych (8-uzlovych) rovinnych prvki neni situace takto jednoducha. Diagonani
matice hmotnosti neni pro tento typ prvku jednoznatné definovana a pro jegji sestaveni nelze
metodu Fadkovych souttl pouZit, protoze generuje zaporné diagonal ni prvky odpovidajici uzliim
leZicich v rohu prvku. Takto vypoCtena matice hmotnosti neni pozitivné definitni a nelze ji
pro transientni vypocet pouZzit. Pro prvky vySich fadl byly nalezeny rlizné diagonalizagni
algoritmy. NgjznaméSim a nejpouzivang sim je HRZ diagonalizatni al goritmus nazvany podle
autorl (Hinton, Rock aZienkiewicz) popsany v ¢lanku (Hinton et al., 1976). Tento algoritmusje
zalozen na my3ence preskalovani diagonanich prvki konzistentni matice hmotnosti tak, ze je
zachovana celkova hmotnost prvku. HRZ algoritmusje provadén na (rovni jednotlivych prvki
alze pouzit napf. i pro skorepinove prvky.

Tento prispévek s klade za cil stanovit kriticky ¢asovy krok pro vypoctovou sité slozenou
zrovinnych étvercovych kvadratickych koneénych prvkil zastavu rovinné deformace. V zhledem
k tomu, Ze pro tento typ prvku je mozne sestavit celou fadu diagonanich matic hmotnosti, je
pro jeji vypocet pouzita tzv. pfima metoda (Makus et al., 1986). Tato diagonalizatni metoda
vyuziva symetrie ¢tvercovych prvkl a hmotnostni koeficienty jsou poté stanoveny z podminky
zachovani celkové hmotnosti prvku. Jednotlivée diagonani matice hmotnosti se i8I pomérem
hmotnostnich koeficientli odpovidajicich uzltim leZicich na hrané a v rohu prvku, pficemz se
také meéni hodnotakritického Courantovacisla. Hlavnim vystupek pfispévku jegraf pfidruzujici
jednotlivym diagona nim maticim hmotnosti kvadratického rovinného ctvercoveho konecného
prvku kritické Courantovo ¢islo pro numerické feSeni linearni Glohy elastodynamiky metodou
centranich diferenci.

2. Diskretizované rovnice elastodynamiky metodou konetnych prvk

V mechanice poddajnych téles se pfi hledani pfiblizného FfeSeni deformatni variantou metody
konecnych prvk aproximuje pole posuvill u linearni kombinaci ve tvaru

u=Haq, @)
kde H je maticetvarovych funkci aq je vektor uzlovych posuvil. Dale uvazujme, ze deformalni

chovani materidu je plné popsano Hookeovym zakonem pro homogenni izotropni material
aplati predpoklady linearni teorie elastodynamiky, poté pohybové rovnice po diskretizaci me-
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todou konecnych prvkl nabyvaji tvaru
Mq + Kq = Fezh (3)

kdeF.,; je vektor vngSich zobecnénych sil, M oznaCuje matici hmotnosti definovanou vztahem
M = /V oHTH dV (4)
a K je matice tuhosti urena objemovym integralem
K = /V BTCB 4V, (5)

kde p je objemova hustota, matice B oznatuje matici derivaci tvarovych funkci a C je ma-
tice elastickych modulll. V dal$im textu budeme predkladat rovinnou Glohu za stavu rovinné
deformace, pro niz matice elastickych modulti C je pfedepsanave tvaru

E 1—v v 0
C = v 1—v 0 , (6)
(1+v)(1—2v) 0 0 (1-2v)/2

kde F je Younglv modul pruznosti a v je Poissonovo ¢islo.

Pro zvolené predpoklady rovnice rovnovahy odpovidaji soustave linearnich obycejnych dife-
recidnich rovnic druhého Fadu amatice K aM jsou konstantni. Podrobnosti 0 metodach feSeni
rovnic rovnovahy (3) lze nalézt napf. v knihach (Bathe, 1996) a (Zienkiewicz et a., 2000).
Matice hmotnosti definovanarovnici (4) se nazyva konzistentni.

3. Metoda centralnich diferenci

Metoda centralnich diferenci (Dokainish et al., 1989) je zaloZena na my3ence nahrazeni ¢aso-
vych derivaci uzlovych posuvii centralnimi diferencemi a z toho vyplyvaji jednoduché vztahy
mezi vektory uzlovych posuvl, rychlosti azrychleni v Caset

b QLM (qt+At i qt—At) : (-:-lt _ ALtQ (qt+At i 2qt + qt—At) : 7)
kde At oznaCuje Casovy krok. Pfedchozi kinematickévztahy (7) jsou potédosazeny do pohybové
rovnice (3) zapsané v Case ¢ a ziska se soustava linearnich algebraickych rovnic pro vypocet
vektoru uzlovych posuvli v Case t + At

q

Mei q' 2" = Far, (8
kde efektivni hodnoty matic jsou dany vztahy
Mg = M/A#,  Fgr =Fl, — (K- 2M/A2) ' — (M/A#?) g2, 9)

Vektory uzlovych rychlosti g a zrychleni ¢t se poté uri ze vztahl (7), které je nutné pro vy-
poCet odezvy doplnit startovacim vektorem q~!. Ten vyjadiime z predepsanych potatecnich
podminek - hodnoty uzlovych posuvil g auzlovych rychlosti ¢ vyhovujici rovnici rovnovahy
viaset=0.

Metoda centralni diferenci je fadu O(Axz?, At?) ajgi efektivni nasazeni je mozné pouze
pro diagonalni matici hmotnosti. VypoCet inverze efektivni matice hmotnosti Mg je pak
jednoduchou vypocetni zaleZitosti a dalsi vyhodou je také to, Ze soustava pohybovych rovnic
se rozpadne na nezavislé rovnice. Pro feSeni takto zjednoduSeného systému pohybovych rovnic
neni zapotiebi maticového resSice.
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4. Analyza presnosti a stability

Pro volbu Casového kroku se provadi analyza presnosti a stability metody pfimé numerickée
integrace (Hughes et al., 1984), (Park, 1977). Stabilitu a pfesnost netlumenych linearnich Gloh
staci zkoumat narovnicich rovnovahy (3) po modalni transformaci ve tvaru

q=2X, (10)
€imz se ziska soustava nezavisych rovnic
X + Q%X =0, (11)

kdeX jsou modalni souradnice, ® je modalni matice (matice vlastnich vektorll) a$2 je spektralni
matice s hodnotami vlastnich frekvenci w;, ws, . . ., wy na diagonde. PoCet stupiill volnosti je
oznaCen N. Takto ziskané transformovaneé rovnice rovnovahy jsou navzajem nezavislg, a proto
mohou byt pfi stabilitni analyze zkoumany oddél ené.

Rekurentni vypocet pro nalezeni numerického fedeni metodami primé integrace se miize
chapat jako linearni operace, ktera dvojici hodnot X! a X! prifadi dvojici XAt a X!+t co?

je mozné zapsat takto
Xt—I—At Xt
[Xt+At] :AlXt]7 (12)

kde matice A je linearni operator plné popisujici stabilitu a pfesnost metody pfimé integrace.
Definujme tzv. spektralni polomér operatoru A jako
p(A) = max [A], (13)
kde \; oznaCujei-te vlastni Cislo operatoru A.
Podminka stability (Park, 1977) poté zni:

1. jestlizevlastni Cislajsou jednoducha (navzaem odlisna), pak musi pro spektrani polomér
operéatoru A platit p (A) < 1,

2. jestlize operatoru A odpovidaji nasobnavlastni €isla, pak se poZaduje po vSech viastnich
Cislech, aby platilo |\;| < 1.

Z hodnot vlastnich Cisel operatoru A je mozné posoudit presnost metody (velikost zkreslent),
ktera je sledovana jak z hlediska amplitudy tak z hlediska frekvence. Mé&fitkem amplitudového
zkresleni je absolutni hodnota | \| a mé&fitkem frekventniho zkresleni je hodnota hlu ¢, kteraje
danavyrazem tan ¢ = ImA/Re ), kde Im A resp. Re A jeimaginarni resp. relna ast ).

5. Stabilitametody centralnich diferenci

5.1. Podminka stability
Dale bude uvedena matice pfenosu a jgi vlastni Cisla pro metodu centralnich diferenci (Bathe,
1996). V zhledem k tomu, Ze jednotlivé rovnice (11) jsou formané shodng, stali uvést vysedky
pouze pro jednu rovnici ve tvaru

X +w?X =0. (14)
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Matice pfenosu A odpovidajici metodé centralnich diferenci nabyvatvaru

2 — WA, —1
jejiz vlastni Cislajsou
2 — W2AL2 2 — w2A12)?
by =22 ti\/( - Br (16)

Na Obr. 1 je zobrazena zavislost spektraniho poloméru p(A) = max;_; 5 |A;| na hod-
noté wAt. Je patrng, ze metoda centralnich diferenci vykazuje podminénou stabilitu. Tato
metoda ztraci svoji stabilitu pfi hodnoté wAt = 2. Z ¢ehoz plyne znama podminka stability
(Park, 1977) vetvaru

2
At < =, (17)

w

Podminka stability pro celou soustavu rovnic (11) musi byt splnénapro vechny vlastni Cisla
matice . Z tohoto diivodu podminka stability pro celou soustavu musi nabyvat tvaru
2
At < : (18)

wmaz

kde wynq. j€ maximani vlastni Uhlovarychlost celé soustavy.

Metoda centralnich diferenci

p(A)

0 0.5 1 1.5 2 25 3
OAt

Obrazek 1: Zavislost spektraniho poloméru p(A) pro metodu centrélnich diferenci na hod-
noté wAt (Bathe, 1996).

Podle rovnice (18) je Uloha nalezeni podminky stability pfevedena na Ulohu nalezeni ma-
ximalni vlastni frekvence systému. Vypocet maximéniho vlastniho Cisla soustavy je velmi
naroc¢na tloha a pro velmi rozlehlé vypoctove sité je realizace vypoltu nemozna. Proto je nutné
kritické hodnoty Casového kroku urcit pro jednodusSSi-asymptoticke pfipady. Tento ¢lanek se
vénuje pouze situaci, kdy je rovinna vypoctova sit slozena z pravidelnych ctvercovych prvkd.
Jednim asymptotickym pfipadem pro tuto sit je osamoceny prvek a druhym limitnim pfipa-
dem je nekonetné rozlehla periodicka sit. Pro tyto dva pripady |ze exaktné vyjadrit podminku
stability ato pomoci
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e Friedovy poutky - vypoCet maximalni vlastni frekvence osamoceného prvku (Fried, 1972)

e disperzni analyzy - maximalni frekvence vinového FeSeni nekonetné rozl ehlé sité (Cohen,
2002), (Basabe et al., 2007).

V dalSim textu budou obé metodiky popsany a pouZity pro konkrétni vypocCet.

5.2. Bezrozmérny tvar podminky stability — Courantovo €islo
Velmi vyhodny tvar podminky stability pro praktickée pouZiti je vyjadieni v bezrozmérném tvaru
pomoci Courantova Cisla definovaného vyrazem

. Atcl

C
0 7

(19)

kdec, oznatujerychlost podénéviny a I jedékahrany konetného prvku. Pro rovinnou harmo-

nickou vinu Sifici se neomezenym elastickym rovinnym prostfedi za stavu rovinnée deformace

nabyva rychlost podélnée viny hodnoty
o= |22 (20
p

kde A a G jsou Lamého konstanty. Vztah mezi Lamého konstantami A, G' a inzenyrskymi
konstantami - Youngovym modulem pruznosti £ a Poissonovym Cislem v je dan

vE E
A:(1+u)(1—2u)’ =TTy D)

Podminka stability v bezrozmérném tvaru je poté vyjadfena nerovnosti

2
Co < Coppip = —, (22)

max

kde @,,.., Mmavyznam bezrozmérné vlastni Ghlove rychlosti definované vztahem

wH

w = .
1

(23)

5.3. Dolni odhad kritického Courantova Cisla
V préaci (Fried, 1972) bylaodvozenatzv. Friedova poucka, kterafika, Ze maximalni vlastni €islo
soustavy je shora omezeno maximalnim vlastnim €islem osamoceného prvku, ktery je soucasti
uvazované soustavy, a proto plati

Winae < max W™ pro  m = 1,NELEM, (24)

max

kde NELEM ozna€uje pocet prvkl soustavy. Pro vyjadieni stability pravidelné ctvercove sité
je tedy postaCujici stanovit maximalni vlastni frekvenci jednoho osamoceného prvku. Takto
Ziskana hodnota ¢asového kroku bude dolnim odhadem pro celou soustavu a pro vdechny jiné
topologie sité bude vzdy zaruCena stabilitametody centranich diferenci.
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5.4. Horni odhad kritického Courantova ¢isa

Druhym limitnim pfipadem je nekonecné rozlehlasit, pro kterou nalezneme periodické-vinovée
feSeni pohybovych rovnic. Pro tyto GCely je vyuZzitadisperzni analyzametody konecnych prvkl.
Disperzni analyza je zal ozena na Fourierové analyze, kde se Gasoveé priibéhy uzlovych posuvil
predepisuji ve tvaru rovinné monochromatické viny atedy plati

u’,ﬁm = Uy mn €Xp [i (kzh Ty Do + K" Y Py — wt)]

v = Vi mun €XP {i (kh Tn Dz + k" Y Dy — wt)} , (25)
kdei = /-1 je imaginarni jednotka, k" je vinové Cido diskrétniho systému, x,,, a v, jsou
slozky polohového vektoru x definujici polohu uzlu sindexy m, n (Obr. 2), p, ap, jsou slozky
jednotkového vektoru p popisujici smér Sifeni viny, w je Ghlova rychlost viny, ¢ je Cas, Ugun
a Vi jSou slozky amplitudového vektoru uzlu definovaného polohovym vektorem x. Slozky
jednotkové normaly ¢ela viny jsou definovany pomoci Ghlu @

py = cos(d), p, = cos(r/2—10), (26)

kde Uhel ¢ je mé&en od vodorovné osy.

Souradnice uzlll pravidel né sité slozené z ¢tvercovych rovinnych linearnich a kvadratickych
konecnych prvkll je mozné vyjadrit jednoduchym zplisobem. Na Obr. 2 jsou zobrazeny ne-
konetné rozlehlé sité pro oba typy konetnych prvki. Jednotlive Gtvercove prvky maji rozmér
H x H. PoloZime-li poCatek soufadnicového systému do rohového uzlu s indexem m, n, pak
soufadnice libovolného uzlu sité sindexem m + p, n + ¢ sité linedrnich koneénych prvki jsou
dany

Tmtp = PH, Yn+q = qH, kde p,q=0,+1,+2,£3, ... (27)
apro sit kvadratickych konecnych prvkl plati
Tmip =DPH,  Ynog=qH, kde  p,g=0+1/2,+1,43/2,£2 ...  (28)

Indexy p, ¢ jednoznaéné uréuji polohu uzlu sité vici pocatku v uzlu s indexy m, n. Pro sit
kvadratickych prvk{ cel o¢isel né hodnoty indexti odpovidaji rohovym uzl im (ang. corner nodes),
nasobky 1/2 pfisludi hranovym uzliim (midside nodes).

Jelikoz je zkoumano chovani pravidelné sité a neni aplikovano zadné zatizeni, pohybovée
rovnice jednotlivych uzlll jsou shodné a fadky globani matice hmotnosti a tuhosti se opakujji.
Této vlastnosti bude dale vyuzito tak, ze stati uvazovat pouze omezeny pocet pohybovych
rovnic pro tzv. charakteristické uzly sité. Charakteristickymi uzly se rozumi takove uzly, jejichz
charakter kmitani je navzégjem totozny a koeficienty pohybovych rovnic jednotlivych uzl @i jsou
shodné. Pocet charakteristickych uzll zavisi natypu koneéného prvku.

U pravidelné rovinné sité sestavené pouze z linearnich ¢tvercovych konetnych prvkl se
vyskytuje jeden typ charakteristického uzlu. Kvadratickym ¢tvercovym rovinnym konecnym
prvklim odpovidaji tfi typy charakteristickych uzll: rohovy uzel (ang. corner node), uzel navo-
dorovné hrané-vodorovny hranovy uzel auzel nasvislé hrané-svisly hranovy uzel (ang. midside
nodes). Pohybové rovnice charakteristickych uzllt sité miizeme formané zapsat ve tvaru

M.§! + K.q" =0, (29)

kde matice M, aK_ jsou tvoreny fadky globanich matic M aK, g je vektor uzlovych posuvii.
V praktickych Glohach se postupuje takto. Sestavi se globani matice hmotnosti a tuhosti site,
urCi se charakteristickée uzly a pro tyto uzly se vyjmou prislusné fadky globalnich matic.
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m-3/2,n+1 m-1/2,n41 m+1/2,n+1 +3/2,n+1

m-1,n+1 m,n+1 m+1,n+1 m-1,n+1 m,n+1 m+1,n+1
m-2,n+1/2 m-1,n+1/2 m,n+1/2 m+1,n+1/2 m+2,n+1/2
m-3/2,n m-1/2,n m+1/2,n m+3/2,n|

m-2,n m-1,n m,n m+1,n m+2,n m-2,n m-1,n m,n m+1,n 2.n
= m-2,n-1/2 m-1,n-1/2 m,n-1/2 m+1,n-1/2 m+2,n-1/2 I

m-3/2,n- m-1/2,n1 m+1/2,nt1 m+3/2n-1
m-1,n-1 m,n-1 m+1,n-1 m-1,n-T m,n-1 m+1,n-1

Pl BN

H H

Obrazek 2: Rovinna sit sloZzena z pravidelnych ¢tvercovych linearnich (vievo) a kvadratickych
(vpravo) Etvercovych koneénych prvku.

Déle je vyhodné vyuZit izoparametricke formulace konetnych prvkd, ktera pro zkoumané
typy konetnych prvki umozni vypotet matice hmotnosti atuhosti pro libovol nou velikost prvk.
Uvazujme tzv. referencni problém - pravidelnou rovinnou MKP sit sloZzenou ze Ctvercovych
konecnych prvkli o rozmérech 1 x 1. Poté pro libovolnou hustotu sité definovanou délkou hrany
H plati vztahy

M=bpH*M, K=>HEK, (30)

kde K aM jsou matice tuhosti a hmotnosti pro referencni problém za stavu rovinné deformace
stanovené pro jednotkové hodnoty Youngovamodulu £, hustoty p atloustky b a pro konkrétni
hodnotu Poissonova Cisla v. Poznamenejme, Ze matice hmotnosti je narozdil od matice tuhosti
na Poissonovu €islu nezavisla. Maticetuhosti je hodnotou Poissonova ¢islajednoznatné urena.
V nésledujicim textu budeme uvazovat hodnotu Poissonova Cislarovnou v = 0, 3.

Vztahy pro uzlové posuvy (25) libovolného uzlu sité s indexy m + p, n + ¢ odpovidgjici
vinovému feSeni je mozné formané zapsat ve tvaru

h _ m,n ., p,q
Umtp,ntq — UO m+p,nt+q Hy /be Mz /be He

Ugl+p7n+q = Vomeip,ntq My My e ty b, (31)

kde /15, 1y @ j1r OZNaCuji
pe = eXp(iv" po), py = exp(iv"py), e = exp(—iwt) (32)
aproménna~" mavyznam bezrozmérného vinového &isla definovaného takto

A= k" H. (33)

Casovy priibeh posuvil jednotlivych uzlf vystupujicich v pohybovych rovnicich charakteris-
tickych uzlli (29) |ze zapsat do tvaru

q! = DPU.(t), (34)

kde diagonani matice D se sklada z nasobkil 4 14, hodnoty indexil p, ¢ zavisgi na poloze
uzlu. Matice P slozena z jednicek a nul zprostiedkovava pridruzeni jednotlivych uzll sité
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charakteristickym uzltim a €asovy priibéh posuvil charakteristickych uzlll U.(¢) je uvazovan
libovolny. Totéz |ze Fici také o vektoru zrychleni

it = DPU.(1) (35)

a poté pohybova rovnice charakteristickych uzll je dana
MU, () + KU,(t) = 0. (36)

kde ¢ = E/p je rychlost podéiné viny v tyti a zbylé matice maji vyznam M = M.DP
aK = K_.DP. Pro potfeby stabilitni analyzy ve shodé s Kap. 4. je nutné systém pohybovych
rovnic diagonalizovat pomoci modalni transformace ve tvaru

U =®X, & Md=I IKP=A, (37)
kde modalni matice ® a spektralni matice A se ziska feSenim zobecnéného problému vlastnich

Cisdl
~AM +K)Uy.=0 (38)
( )

odvozeného pro predpoklad ustadleného kmitani popsaneho vztahem
U, = Uy .€v", (39)

kde Uy je vektor amplitud uzlovych posuvll charakteristickych uzll. Pro diagonani prvky
spektralni matice A plati
~ wiH?

¢ )
c

i=1,2..., N, (40)

kde N, udavapocet disperznich vétvi.
Pohybova rovnice po modalni transformaci prejde do tvaru nezavislych rovnic

2
.. C5 A
X (t) + FOQAXC(t) =0 (41)
apodminka stability pro FeSeni této rovnice metodou centralnich diferenci nabyva po porovnani

s(14) a(18) tvaru
At < 2 (42)

A
MaX(yh yhye B, H_Oz,Az‘
kde oblast B; je mnozinavinovych Cisel z prvni Brillouinovy zony (Brillouin, 1953). Po preve-
deni do bezrozmérného tvaru vyuzivajici Courantovo Cislo C'o a pouzitim vyrazu pro vypocet
Uhlové rychlosti (40) je podminka stability pro nekonecnou periodickou pravidelnou sit vyjad-
fena

2 2
Co < Cog = = (43)

2 A — ?
Co . Wnazx
max(’Ya’?:’YZ}})EBl \/ c? |Al|

kde &y, Mavyznam maximalni Ghlové rychlosti pro vinova isla z prvni Brillouinovy zony.
Pro stanoveni kritické hodnoty Courantova Cisla Coy,;; sta€i tedy ur€it maximalni hodnotu
Uhloveé rychlosti w z prostorove disperzni analyzy. Maximalni hodnota w,,,,, hastava nejCastgji
pro velmi dlouhé viny odpovidajici bezrozmérnému vinovému &islu v* = 0 nebo pro stojané
vIinéni s bezrozmérnym vinovym Cislem lezicim na hranici prvni Brillouinovy zony.
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6. Diagonalizace matice hmotnosti

V zhledem k tomu, Ze jsou zkoumany pravidel nérovinné sité konecnych prvk, |ze jednoduchym
zplisobem zavyuziti symetrie prvki a podminek kladenych namatici hmotnosti urcit diagonalni
prvky diagona ni matice hmotnosti pfimou diagonalizatni metodou (Malkuset al., 1986). Matice
hmotnosti musi vyhovovat podmince symetrie, pozitivni definitnosti a podmince zachovani
hmotnostnich charakteristik. Pfevazné se pozaduje zachovani celkové hmotnosti prvku. Z vyse
uvedeného vyplyva, Ze diagonani prvky diagonani matice hmotnosti musi nabyvat kladnych
hodnot ajsou voleny tak, aby zachovaly celkovou hmotnost prvku arespektovaly jeho symetrii.
Pro pripad linearnich prvk{ je situace velmi jednoducha. Jak bylo uz feeno, sit je pravidelna
Ctvercova, a proto jednotlive sméry nebudou navzgem preferovany a také jednotlive uzly
prvku jsou navzgem ekvivaletni. Z toho vyplyva dllezity poznatek, Ze pro tento typ prvku
a jeho geometrii musi byt hmotnostni koeficienty odpovidajici jednotlivym smérim a uzlim
shodné. Pro podminku zachovani celkove hmotnosti prvku m, musi diagonal ni matice hmotnosti
rovinného ctvercového linearniho prvku obsahovat diagonani prvky rovny 0, 25 m,. Tohoto
vysledku |ze také docilit pouzitim fadkové metody nebo HRZ agoritmu (Hinton et al., 1976).

vvvvvv

neruje zaporné hodnoty diagonanich prvki odpovidajici rohovym uzliim. HRZ algoritmus je
pro tento typ prvku pouzitelny, €imz je jednoznatné generovanadiagonal ni matice o daném roz-
loZeni hmotnosti uvnitf prvku. K urCeni diagonani matice hmotnosti 8-uzlového Ctvercového
konetného prvku je mozné pristoupit obecngi a vyuzit jeho symetrii a polohy uzlli (Obr. 3).
Ze symetrie prvku opét vyplyva, Ze ani vodorovny ani svisly smér nebude navzgem preferovan.
Dale vSechny rohove uzly jsou navzgem ekvivalentni, totéz plati i 0 vSech hranovych uzlech.
Oznaéme diagonani hmotnostni koeficient odpovidajici hranovym uzllim m,; a rohovym uz-
[tm bude odpovidat hodnota diagona niho hmotnostniho koeficientu oznateného m.. Schéma
reprezentujici hmotnostni koeficienty je uvedeno na Obr. 3 (Kolman et al., 2008).

m, m, m,
° o °
m m
() o
[ © @
my m; ms

Obrazek 3: Schema rozlozeni hmotnosti pro 8-uzlovy rovinny ctvercovy konecny prvek.

Déale na diagonani matici hmotnosti prvku sestavenou pfimou metodou diagonalizace bude
kladena podminka zachovani jeho celkove hmotnosti m.. Tato podminka zachovani celkovée
hmotnosti prvku nabyva jednoduchého tvaru

me = 4mq1 +4ms. (44)

Jestlize bude napriklad hmotnostni koeficient odpovidajici hranovym uzllim volen jako uréita
Cast celkové hmotnosti prvku podle
my = M., (45)
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pak prislusny hmotnostni koeficient rohovych uzlli z podminky zachovani celkové hmotnosti
(44) prvku bude nabyvat hodnot

my = (0,25 — z) m,, (46)

kde 2 oznatujevoleny hmotnostni parametr. Z podminky pozitivni definitnosti matice hmotnosti
plyne interval dovolenych hodnot pro hmotnostni parametr = = (0; 0,25). Timto pfistupem
je mozné sestavit libovolnou diagonani matici hmotnosti 8-uzlového rovinného Etvercového
konetného prvku. Volbou hmotnostniho parametru = se nechaji ovlivitovat dynamické vlastnosti
konecného prvku (vlastni frekvence, disperzi atd.).

Pro ilustraci uvadime hmotnostni koeficienty ziskané pro Casto pouzivané diagonalizaCni
procedury. Hodnotax = 8/36 odpovidaHRZ algoritmu sfadem Gaussovy numerickéintegrace
2 x 2 ahodnota = = 16/76 pFisludi Fadu numericke integrace 3 x 3. Radkova metoda dava
hodnotu hmotnostniho parametru rovnu = = 1/3, tj. mimo interval z = (0;0,25), a mq
nabyva hodnoty —1/13 m,. D&@e pro limitni hodnotu intervalu = = 0 je vSechna hmotnost
prvku soustfedéna v rohovych uzlech apro =z = 0, 25 je vsechna hmotnost prvku soustfedéna
do hranovych uzl{.

7. Vysedky

V této kapitole budou uvedeny vysledky stabilitni analyzy provedené pro rovinnou sit ctverco-
vych kvadratickych koneénych prvki stim, Ze je uvaZzovana cel atfida pfipustnych diagonalnich
matic hmotnosti popsanych hmotnostnim parametrem x. Vy3Se predstaveny dolni a horni odhad
vypoctu kritického Courantova ¢isla bude verifikovan na pfipadu linearniho prvku, pro ktery je
kritické Courantovo €islo znamo (Mullen et a., 1983).

7.1. Dolni odhad

Pro potfeby Friedovy poucky bylo vypocteno celé frekventni spektrum osamoceného Ctverco-
vého linearniho prvku zastavu rovinné deformace. Numerické hodnoty bezrozmérnych vlastnich
frekvenci jsou uvedeny v Tab.1, kde maximani hodnota byla stanovenai, ., = 2, 39046. Té&o
hodnoté pak pfislusi podle vztahu (22) kriticka hodnota Courantova Cisla C'og,;; = 0, 837.

Tabulka 1. Frekvencni spektrum rovinného ¢tvercového linearniho
konetného prvku za stavu rovinné deformace pro diagonalni matici hmotnosti.

poradi w poradi w
1 0 5 1,30931
2 0 6 1,51186
3 0 7 1,51186
4 1,30931 8 2,39046

Taktéz pro osamoceny rovinny kvadraticky koneCny prvek za stavu rovinné deformace
byly vypocteny vlastni frekvence. V Tab.2 jsou uvedeny hodnoty maximalnich bezrozmérnych
vlastnich Uhlovych rychlosti a jim prislusgjici kritické hodnoty Courantova €isla vypoctenych
podle (22) pro vhodné vybrané hodnoty hmotnostniho parametru z povoleného intervalu hodnot
x = (0;0,25). Graf reprezentujici zavislost C'o,.;; Na hmotnostnim parametru = je zobrazen
na Obr.5. Za pozornost stoji uvést fakt, ze C'og,;; pro mezni hodnoty nabyva v limité nulové
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hodnoty. Toto vyplyva ze skuteCnosti, Ze maximalni viastni frekvence jsou nekonetné, protoze
diagonalni koeficienty matice hmotnosti pro z = 0 az = 0.25 jsou nuloveé.

Tabulka 2. Hodnoty maximalni bezrozmérné vlastni frekvence osamoceného prvku
akritického Courantova €isla pro metodu centralnich diferenci v zavislosti na hmotnostnim
parametru = diagonani matice hmotnosti pro kvadraticky konecny prvek.

xz Wmazx H/Cl Cokrit X Wmaz H/Cl CO]CT’it

0 00 0 0,130 0,648 0,343
0,001 5,744 0,039 | 0,135 0,647 0,343
0,005 2,580 0,086 | 0,140 0,647 0,343
0,010 1,834 0,121 | 0,145 0,649 0,343
0,015 1,506 0,148 | 0,150 0,651 0,341
0,020 1,312 0,169 | 0,155 0,655 0,339
0,025 1,181 0,188 | 0,160 0,660 0,336
0,030 1,085 0,205 | 0,165 0,667 0,333
0,035 1,012 0,220 | 0,170 0,675 0,329
0,040 0,953 0,233 | 0,175 0,686 0,324
0,045 0,905 0,245 | 0,180 0,698 0,319
0,050 0,866 0,257 | 0,185 0,712 0,312
0,055 0,832 0,267 | 0,190 0,730 0,305
0,060 0,803 0,277 | 0,195 0,750 0,296
0,065 0,779 0,285 | 0,200 0,775 0,287
0,070 0,757 0,293 | 0,205 0,805 0,276
0,075 0,739 0,301 | 0,210 0,842 0,264
0,080 0,722 0,308 | 0,215 0,887 0,250
0,085 0,708 0,314 | 0,220 0,946 0,235
0,090 0,696 0,319 | 0,225 1,022 0,217
0,095 0,685 0,324 | 0,230 1,128 0,197
0,100 0,676 0,329 | 0,235 1,286 0,173
0,105 0,669 0,332 | 0,240 1,556 0,143
0,110 0,662 0,336 | 0,245 2,175 0,102
0,115 0,657 0,338 | 0,248 3,415 0,065
0,120 0,653 0,340 | 0,249 4,818 0,046
0,125 0,650 0,342 | 0,250 00 0

7.2. Horni odhad

Pro vypocet horniho odhadu kritického Courantova €islaje nutné urcit maximéani thlovou frek-
venci pro periodické-vinové feSeni. Maximani hodnotou se rozumi maximalni & pro vdechna
pfipustnavinova cislaasmeéry Sifeni rovinné viny. Tato maximalni hodnota se odecte z disperz-
nich kfivek @ = w(+") pro vechny sméry Sifeni viny. Problematice disperze rovinnych linear-
nich a kvadratickych kone¢nych prvkli se vénovala prace (Kolman, 2009). Disperzni prostredi
je takové prostredi, pro které frekvence Sifici se viny je nelinearni funkci jeji vinové délky.
Nasledkem tohoto jevu je odlisna fazova a grupova rychlost pro riizné vinové délky-dochazi
k rozfazovani pulzu.

Disperzni kfivkaw = w(+") rovinného &tvercového linearniho koneéného prvku a pro di-
agonani matici hmotnosti je zobrazena na Obr.4(vlevo) pro Ghel Sifeni viny § = 0. Pro tento
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Uhel vykazuje disperzni zavisost maximani hodnotu @,,,,, ato @W,,.. = 2. Z ¢ehoz je kri-
tické Courantovo Cislo rovna Co.,.;; = 1, coz je hodnota uvadéna v literatufe napf. (Bathe,
1996), (Zienkiewicz et al., 2000). Maximalni frekvence nastane pro Gstalené podéné vinéni,
tj. pro v* = 7. Toto bezrozmérné vinove ¢islo reprezentuje situaci, kdy vinova délkaje rovna
dvojnasobku délky hrany prvku . Disperzni diagram rovinnych linearnich prvkil obsahuje dvé
vétve odpovidgjicich rliznym typlim Sifeni viny siti. Spodni vétev odpovida pricné akusticke
viné ahorni kfivka prislusi podé nym akustickym vinam. Maximalni hodnotaw@,,,,,. pro linearni
prvky odpovidat podél nym vinam, a proto stabilitu metody centralnich diferenci urcuje podélna
vina.

Mrgw v

ve svém spektru Sest disperznich kivek, jgjichZ potet je dan pottem stupiitl vol nosti periodické
sité. Prvni dvé spodni disperzni vétve odpovidaji akustickym vinam-nejnizsi vétev prislusi
pricné viné a druha podéné viné. Zbylé Ctyfi disperzni vétve jsou optické vysokofrekventni
viny (Brillouin, 1953), z nichZ dvé jsou opét podéné a dveé pricné viny. Optické viny sité
konecnych prvkll s vy&im fadem tvarovych funkci jsou artefaktem prostorové disktretizace
MKP anelze je Zadnym zplisobem odstranit, ale pouze potlait jejich intenzitu.

3 T T T T T T 10

2.5F
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|

o = N w > & (2] ~ ©
T T T T T T

_—

0.5 1 15 2 ’f] 2.5 3n

Obréazek 4: Disperzni zavislost @ = w(+") rovinného Etvercového linearniho (vlievo) a kvad-
ratického (vpravo) konetného prvku pro Uhel Sifeni viny 6§ = 0. Diagonani matice hmotnosti
kvadratického prvku je vypottena pro hodnotu x = 0.23.

o

0 0.5 1 15 2 w 25 3T

Na Obr.4(vpravo) je uveden priklad disperznich kFivek pro kvadraticky prvek s diagonalni
matici hmotnosti pro hmotnostni parametr z = 0.23 a Ghel 6 = 0. Maximalni frekvence
pro z = 0.23 je rovna hodnoté @,,., = 9.777 pii bezrozmérné vinové délce v* = 0, coz je
pripad vin s nekonetné dlouhou vinovou délkou. Odpovidajici hodnota kritického Courantova
Cidapotéje Cog,;; = 0.205. V Tab.3 jsou vypsany hodnoty @,,,., a Cog.;; Pro vhodné zvolené
hodnoty hmotnostniho parametru. Pro kvadraticky prvek maximani hodnota @,,,, hastane
vzdy pro v* = 0 nezavisena thlu § alezi v opticke disperzni vétvy. O stabilité vypottu pro sit
kvadratickych prvkl tedy na rozdil od linearnich prvkd rozhoduji vzdy optické viny, které se
v eastickém kontinuu nevyskytuji.

Graf popisujici zavislost horniho odhadu Coy,.;; na x je zobrazen na Obr.5. Nulové kritické
hodnoty opét jsou stanoveny pro limitni hodnoty = = 0 ax = 0.25. NgjvySSi kritické hodnoty
nastavgji pro rovnomerné rozlozeni hmotnosti podé prvku, tj. z = 0.125. V praci (Kolman,
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2009) byl zkouman vliv hmotnostniho parametru nadisperzni chovani sité kvadratickych prvk.
Interval disperzné pripustnych hodnot hmotnostnich parametrll byl stanoven x = (0, 23; 0, 25).
Pro tento interval zavidost Coy,.;; = Coygit(z) vykazuje klesgjici prlibéh a nejvyssi hodnota
odpovidaz = 0.23. Proz < 0.23 jsoudisperzni chyby znatng, i kdyz C'oy,.;; je vySSi. Pozadavky
na co nejvyssi Casovy krok a nizké disperzni chyby prostorové a Casové diskretizace jsou
navzajem protichldné.

Tabulka 3. Hodnoty maximalni bezrozmérné vlastni frekvence vypoctené z disperzni analyzy
akritického Courantova €isla pro metodu centralnich diferenci v zavislosti na hmotnostnim
parametru = diagonani matice hmotnosti pro kvadraticky konecny prvek.

x Wmaz H/Cl CO]CT’it xz Wmaz H/Cl CO]CT’it

0 00 0 0,130 5,752 0,348
0,001 51,692 0,039 | 0,135 5,740 0,348
0,005 23,212 0,086 | 0,140 5,737 0,349
0,010 16,500 0,121 | 0,145 5,745 0,348
0,015 13,545 0,148 | 0,150 5,762 0,347
0,020 11,799 0,169 | 0,155 5,790 0,345
0,025 10,617 0,188 | 0,160 5,830 0,343
0,030 9,752 0,205 | 0,165 5,883 0,340
0,035 9,087 0,220 | 0,170 5,949 0,336
0,040 8,558 0,234 | 0,175 6,031 0,332
0,045 8,125 0,246 | 0,180 6,130 0,326
0,050 7,765 0,258 | 0,185 6,250 0,320
0,055 7,460 0,268 | 0,190 6,394 0,313
0,060 7,200 0,278 | 0,195 6,566 0,305
0,065 6,976 0,287 | 0,200 6,775 0,295
0,070 6,781 0,295 | 0,205 7,027 0,285
0,075 6,611 0,303 | 0,210 7,337 0,273
0,080 6,462 0,309 | 0,215 1,724 0,259
0,085 6,332 0,316 | 0,220 8,219 0,243
0,090 6,219 0,322 | 0,225 8,872 0,225
0,095 6,120 0,327 | 0,230 9,777 0,205
0,100 6,035 0,331 | 0,235 11,132 0,180
0,105 5,961 0,336 | 0,240 13,448 0,149
0,110 5,899 0,339 | 0,245 18,763 0,107
0,115 5,847 0,342 | 0,248 29,431 0,068
0,120 5,806 0,344 | 0,249 41,512 0,048
0,125 5774 0,346 | 0,250 00 0
16/76 7.374 0271 | 1/3 3.763 0.5315
8/36 8.485 0.236 | konz. 7.964 0.251

8. Zavér

Kritické hodnoty bezrozmérného Casového kroku vyjadieného Courantovym €islem byly stano-
veny pro rovinny ctvercovy kvadraticky (8-uzlovy) koneny prvek za stavu rovinné defomace.
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Obréazek 5: Zavidlost kritického CourantovaislaCoy,.;; pro kvadraticky konecny prvek zastavu
rovinné deformace adiagona ni matici hmotnosti nahmotnostnim parametru x uréenaz disperzni
analyzy (plna cara) az maximalni vlastni frekvence osamoceného prvku (tenka cara).

Pro tento typ prvku neni jednoznatné definovana diagonani matice hmotnosti, ktera je vy-
Zadovana pro efektivni vypoet metodou centranich diferenci. Proto byly vypocteny kritické
hodnoty Courantova Cisla pro celou fadu diagonanich matic, které se navzgjem odlisuji rozlo-
Zenim celkovée hmotnosti prvku. PouZity postup vypoCtu dolniho a horniho odhadu stability byl
verifikovan na pripadu linedrniho prvku, kde podminka stabilita je znama.

Pro linearni prvek je velmi znacny rozdil vysledkll pro dolni a horni odhad, kde se kritické
hodnoty |i&i az 0 16%. U kvadratickych prvk je tento rozdil minimalni. Vzhledem k tomu, Ze
dolni odhad je urcen pro jeden prvek ahorni odhad je stanoven pro nekonecnou periodickou sit,
narocngsi tlohy elastodynamiky budou odpovidat pfevazné situaci pro horni odhad.

Diagonalni matice hmotnosti pro linearni prvek je jednoznatné uréena na rozdil od prvki
kvadratickych. Disperzné optimal ni diagonal ni matice hmotnosti pro kvadraticképrvky jetakova
matice hmotnosti, ktera zaruci, ze 92% celkové hmotnosti prvku je soustfedénado uzlli leZicich
na jeho hrané. Tato situace odpovida hmotnostnimu parametru = = 0.23 a pFislusna kriticka
hodnota Courantova islaje C'oy,.;; = 0.205.

Velmi dlilezitou skutetnosti je, Ze pro kvadraticke prvky nelze kritickou hodnotu Courantova
Cisla odhadnout ze znalosti kritické hodnoty pro linearni prvek (Cox,;; = 1). Bylo prokazano,
Ze pro kvadraticky prvek neni Co.;; rovno polovicni hodnoté pro linearni prvek, jak by se
mohlo intuitivné pfedpokladat. Kritické Courantovo Cislo vykazuje silnou zavislost na volbé
diagona ni matice hmotnosti.
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