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KINEMATIC EXCITED VIBRATION OF BLADED DISK

J. Kellner, V. Zeman !

Summary: The work introduces the methodology of modelling a steam turbine
bladed disk vibration. A decomposition method of complex system into components
— blades, blade packets connected by shroud and disk, in which the blades are fixed
— is used. After the investigation of blade rim connected with the rigid disk and
bladed disk modal properties, the forced vibration due to aerodynamic excitation
is computed as well as stress analysis. The bladed disk model is completed by
kinematic excitation, which is caused by rotor forced vibration.

1. Uvod

Dynamika olopatkovanych diskti parnich turbin je stile aktudlnim problémem. Pfes rozvoj
vypocetnich technik (zejména MKP softwarti) stale dochazi k porucham lopatek, které jsou
z hlediska vysocyklového namahéni nejvice exponovanou soucésti. Pozadavek na maximalni
ucinnost prenasené¢ho vykonu muze vést k nevhodnému dynamickému chovéani. Obecné se
uvazuje zatizeni olopatkovaného disku aerodynamickymi silami z CFD vypoctia a odladéni

vlastnich frekvenci lopatek od niZsich nasobki otackové frekvence a od budici frekvence rozva-
décich lopatek.

V tomto pfispévku je zminéno aerodynamické buzeni lopatek silami z CFD vypoctl a de-
tailné modelovano kinematické buzeni olopatkovanych disku, které se ziskd z kmitani celé ro-
torové soustavy ulozené v loziskdch (kmitani je zpisobeno zbytkovou nevyvazenosti). Je zde
porovndno vynucené kmitdni olopatkovaného disku a napjatost na olopatkovani pro aerody-
namické a kinematické buzeni.

2. Matematicky model olopatkovaného disku

Metodika modelovéni olopatkovaného disku je zaloZena na dekompozici na lopatky B; (viz
obr. 1), svazky lopatek P; provdzanych banddzi S a na disk D, ve kterém jsou lopatky uloZeny.
Lopatky i bandaZ jsou uvaZzovany jako jednodimenzionélni kontinua, disk jako 3D kontinuum.
Je zohlednéno vyztuZeni lopatek vlivem odstiedivé sily. Lopatky jsou s diskem v redlném
piipade€ spojeny pomoci koliku a v modelu pomoci pruzin vyjadiujicich tuhost kolikt.
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2.1. Model disku

Uzly matematického modelu disku jsou vytvofeny s ohledem na jeho Sitku, vySku a umisténi
zavésu lopatek do disku, viz obr. 1 a 2. Pro vypoc¢teni matic tuhosti, hmotnosti a gyroskopickych
ucinkl pouZzijeme postup publikovany v Kellner (2009) a v Sasek (2008). Obecné vypocteme
kinetickou a potencidlni energii elementu disku, z ekvivalence Lagrangeovych rovnic a sumaci
vSech elementt ziskame pohybovou rovnici rotujictho disku (spodni index D - Disk) v mati-
cové formé

Mpgp(t) + wGpap(t) + (Ksp —w'Kap) ap(t) = w*fp . (D
kde wGp je matice gyroskopickych ucinkti, Mp je matice hmotnosti, K,p (resp. K;p) je
matice statické tuhosti (resp. dynamické tuhosti) a f_,, je vektor odstfedivych sil ptisobicich
na elementy disku v uzlech, g, je vektor vSech zobecnénych vychylek uzli disku ve smérech
rotujicich soufadnicovych os x, y, z

ap =l u, v, ws, .. )" ie{1,2,..., N}, )

N je pocet uzlii modelu disku.

2.2. Model olopatkovani

Lopatku (spodni index B - Blade) uvaZzujeme jako jednodimenziondlni kontinuum, kterou
rozdélime uzly na lopatkové prvky. Postupem rozepsanym detailné v Kellner & Zeman (2006)

Figure 1: Schéma disku se svazkem lopatek.
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Figure 2: Déleni disku podle vs-

: Figure 3: Matice tuhosti vazeb mezi diskem
tupnich parametru.

a lopatkami-schématické znazornéni polohy
nenulovych prvk.

ziskame pohybovou rovnici lopatky v lokdlnim rotujicim soufadnicovém systému X;, yj, Z;
kazdé lopatky

Mg+ woGpds + (Kip — wiKap + wiKop) g = w*f.p, (3)
kde gz = [...,us,vi, wi, 04,9, .. .]7, K p je matice vyztuZeni vlivem odstiedivych sil,
ostatni matice maji podobny vyznam jako u pohybové rovnice disku (1).

Lopatky jsou pomoci bandaze (spodni index S - Shroud) propojeny do svazkii . Bandaz opét
uvazujeme jako jednodimenziondlni kontinuum. SloZenim vSech svazkd dostaneme olopatko-
vani disku (spodni index R - Rim). Svazky mohou byt navzdjem provazdny v banddzi, viz na
obr. 1 pruziny v bodech S; a S;. Vyslednd pohybova rovnice olopatkovéni disku v maticovém
tvaru je

Mpgp(t) + wGrGR(t) + (Kor — wKar + wKug) gz(t) = w’fg, 4)

kde g je vektor vsech zobecnénych vychylek olopatkovani (uzli lopatek i bandaze).

2.3. Modalni vlastnosti olopatkovaného disku

UloZeni lopatek do disku je mozno provést vice zpusoby. Pro modelovou ulohu byl zvolen
vidlickovy zavés, kdy vlastni uloZeni je tvofeno koliky prochézeji skrz disk a nozku lopatky. V
matematickém modelu je kolik nahrazen pruzinami, jejichz tuhost byla vypoctena z podminky
zachovani ohybovych rotacnich tuhosti zjiSténych experimentdlné. Matice KSCJ- reprezentujici
tuhosti v uloZeni lopatky do disku mutize byt vypoctena v globalnim soufadnicovém systému
olopatkovaného disku
a=[a}, af]" 5)
z potencidlni (vazebni) energie Egj mezi lopatkou a diskem (Kellner (2009)).
Doplnénim matic vazeb uloZeni vSech lopatek v disku do pohybovych rovnic disku (1)
a lopatkového okruZzi (4) se ziskd model olopatkovaného disku v globalnim soufadnicovém
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systému v maticové formée

{MD 0 H%(t)}w[% 0 HqD(t)}+

0 Mg || qgr(?) 0 Gg || gz
N (R 0 L

Pro jednodussi matematické Upravy je zavedena celkova matice tuhosti disku
Kp(w) = Kgp — w?Kyp € R"P"P (7)
a celkovd matice tuhosti olopatkovani
Kg(w) = Kep + w? (Kur — Kag) € R (8)

kde K je matice statické tuhosti olopatkovani se zahrnutim vazeb mezi svazky lopatek. Pro
lepsi vizudlni predstavu je matice vazeb disk-nozky lopatek graficky zndzornéna na obr. 3.

Na zédkladé uvedené metody je modelovan olopatkovany disk s ndsledujicimi parametry

vnitini/vnéjsi polomér disku 0,300/0, 605 m
Sitka disku 0,155 m
Siika/tloustka banddZze obdéInikového prifezu 0, 1005/0,014 m
pocet stupiiti volnosti disku np 4536

pocet stupiili volnosti olopatkovani np 3672

Youngtiv modul pruznosti F 2.10" Pa
Poissonovo Cislo v 0,3

hustota o 7800 kg.m 3

Prvnim vysledkem vypoctového modelu jsou vlastni frekvence, v tab. 1 jsou pro oba sub-
systémy — nerotujici disk, olopatkovani pruzné spojené s nerotujicim tuhym diskem — i cely
olopatkovany disk, kdy se fesi homogenni konzervativni dloha pro rovnice (1), (4), (6). Vlastni
tvar kmitani piislusné frekvence je charakterizovan po¢tem uzlovych priméri dp a poctem
uzlovych kruznic dp.

2.4. Aerodynamicky vybuzené kmitani olopatkovaného disku

Aerodynamické sily jsou harmonického priibéhu v Case fr(t) = fre™*!, plisobici na rotujici
lopatky. Tyto sily jsou ziskany z CFD analyzy, tj. proudového vypoctu pary pii prichodu
rozvadécimi (statorovymi) lopatkami, ve tvaru pouZzitém napi. v MiSek (2007). Neuvazuje se
plisobeni konstantni odstfedivé sily w?f,r v (4).

Aerodynamické sily maji vSechny tfi slozky v prostoru. V cylindrickém souradném systému,
kdy osa y je ztotoZznéna s osou rotoru, je v radidlnim sméru (tj. podél radialy lopatky) hodnota
pusobici sily zanedbatelnd. Nejvétsi slozka sily od proudici pary pisobi na lopatku v tan-
gencidlnim sméru z; a uddva rotoru kinetickou energii. Musi se vSak vzit v tivahu 1 axialni slozka
sily ptisobici ve sméru osy rotoru. UvaZuje se tedy axialni a tangencialni sloZka aerodynamicky
pusobici sily na lopatku. Tato sila je rovnomérné rozdélena na uzly lopatky i, ¢ = 1,... N.
Jelikoz putisobici sila ma harmonicky prubéh (viz Misek (2007)), je vytvofen vektor budicich
sil v komplexnim tvaru fz(t) = fre™*t, kde wy, je budici frekvence odpovidajici ndsobku po&tu
rozvéadeécich lopatek a otackové frekvence.
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Table 1: Vlastni frekvence f,(w) v H z subsystémi a celého systému olopatkovaného disku pro
w = 0aw = 3000 ot/min.

Vetknuty disk Olopatkovani Vetknuty olopatkovany disk
7.0 | 4, V17, (0) 7, v ] %0 17,000 )]d, |4,
12 | 1 | o1 1 4295 0 1| 2931 | 3000 | 0| o
3 1189 | o | 23 | 4568 1| 23 | 3573 ;j?g 1|1
45 | 1213 | 2 | 45 | 4666 2 | 4 376 | 3800 | 0 | 0s
67 | 1490 | 3 | 67 | 4846 3 | s6 | 387.1 iggg 2 | 2
8 | 1647 | ot | 89 | 5415 4 | 7.8 | 4058 j}gg 3| 3
9,10 | 2024 | 4 | 10 5935 2 | 9,10 | 4754 jggg 4 | 4
1,12 2190 | 1e 2| ess2 5 | 112 4859 jg?g 5 | s
13,04 | 2721 | 5 |1314| 7326 1t | 13,14 597,7 2822 0 | ot
15,16 | 3207 | 2t |1516| 8271 6 | 1516 7436 ;ggf 6 | 6
17,18 | 3501 | 6 | 1718 1048 7 | 17,18 | 7721 ;Zgg 1] 1
1920 3988 | 3t | 1920 1053 22| 19 | 8891 | 8937 | 0 | o
*t - tangencidlni (okolo osy ) kmity. *s - dominantné kmitd bandaz.
Vektor sil ptisobicich na uzly j-té lopatky s-tého svazku ma tedy tvar
£,(t) =1[...; Fiycos ;s +1F,sing; g Fj, cost; s +1F;, sint; ;.. ] etrt 9)

Uhel @, s je fazovy thel aerodynamické sily plisobici na zminénou lopatku v axidlnim sméru a
;s je fazovy thel sily v tangencidlnim sméru na stejnou lopatku. Tyto fazové uhly, vyjadiujici
fazové posunuti budici sily od rozvadécich lopatek na cely disk v jednom okamziku, I1ze vyjadrit

ve tvaru

. p
Pis = [] -1+ (S - 1) * 3] 27 Sk ) 7vbj,s = Pjs — P, (10)
PmB

kde ¢ je relativni thel zpozdéni mezi axidlni a tangencialni aerodynamickou silou, pgp, resp.
pup je pocet statorovych, resp. obéznych lopatek. Vektor aerodynamickych sil pisobicich na
celé olopatkovani je tedy ve tvaru

T
fr(t) = [f{l, fgl, fgjl,... f,fp] . (11)

Dosazenim pfedchoziho vztahu do pravé strany rovnice (6) misto vektoru odstfedivych sil
(neuvazujeme nyni vliv statické odstfedivé sily pro konstantni otadcky) ziskdme rovnici pro
vynucené kmitani olopatkovaného disku. Ziskané vychylky jsou pro ¢as ¢ = 0 s zobrazeny na
obr. 4. Pouzitim vztahii uvedenych v Kellner (2009) se ziska napéti na olopatkovani. Nejvetsi
hodnota redukovaného napéti podle HMH nap&tové hypotézy nastane v ase t,,,, = 0, 0038 s.
Toto napéti je zobrazeno na obr. 5.
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Vynuceqe] I;m. - celkova
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' Aero. buzeni redukovane (Pa)
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IQWG-O% 0.46+006
e %3 702-008
o 4.7€+006
0.0e+000
Figure 4: Celkové  vychylky Figure 5: Redukované napéti HMH
olopatkovani v Case t = 0 s. olopatkovani v ¢ase t = ;4.

3. Vytvoreni matematického modelu rotorové soustavy

Rotorovd soustava (spodni index S - Shaft) je modelovédna hiidelovymi prvky (1D kontinuum)
s uvazovanim nasazenych tuhych olopatkovanych diski, koeficientem vyztuzeni proti ohybu v
misté nasazeni diski aj. Rotorova soustava sloZena ze Ctyt rotorovych dild je uloZena v realnych
loZiskéch, viz Kellner (2009).

Rotujici hfidel je rozd€lena na prismatické hiidelové prvky. Sumaci potencidlni a kinet-
ické energie vSech hiidelovych prvki a s vyuZzitim podminky ekvivalence levych stran La-
grangeovych rovnic se nakonec dostane pohybové rovnice hiidele v maticovém tvaru

Misqs(t) + (Bs + B +woGs) q5(t) + (Ks + Kz ) g5(t) = fs(t), (12)

kde X, jsou matice tuhosti (resp. tlumeni) loZisek v globdlnim systému rotorové soustavy qg,
K5 je matice statické tuhosti, ostatni matice maji vyznam jako v (1).

Schéma rotorové soustavy, sloZzené z vysokotlakého dilu, tfi nizkotlakych dilt a generatoru
ulozené v desiti loZiskach je na obr. 6. Podobné usporadani rotort v praxi je na obr. 7.

Protoze modelovany disk se nachazi na zacatku rotorové soustavy, je pro ziskani redlného
vynuceného kmitdni soustavy uvazovdna maximalni zbytkova nevyvéazenost vysokotlakého dilu
podle CSN ISO 10814. Z vynuceného kmitani rot. soustavy jsou ziskany vychylky, rychlosti a
zrychleni v misté daného olopatkovaného disku, které 1ze transformovat na uzly vnitfni valcové
plochy disku a tim ziskat kinematické buzeni olopatkovaného disku. Vysledné amplitudy vy-
chylek vynuceného kmitdni rotorové soustavy ve vertikdlnim a horizontdlnim sméru jsou zo-
brazeny na obr. 8 a 9.

3.1. Kinematicky vybuzené kmitani a napjatostni analyza olopatkovaného disku

Vektor zobecnénych vychylek disku (dolni index D) v rotujicim soufadnicovém systému z, y, 2
rozdélime na vektor zobecnénych vychylek uzli na vnitinim poloméru disku, které odpovidaji
napojeni na hiidel rotoru g% (Externi), a na vektor zobecnénych vychylek ostatnich “vnitinich”
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Figure 6: Schéma rotorového soustroji. Figure 7: Priklad obdobného rotorového

soustroji v praxi, v popiedi VT dil.
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(Inner) uzld disku gbh:
a5
dp = [ qID ] . (13)

Vychylky i-tého uzlu hiidele (horni index (5)) na obr. 10 jsou definovany vektorem Ctyf zobecnénych
soufadnic v rotujicim soufadnicovém systému xyz:

o
| g (14)
q; 791(5) .
S
¥

Transformacni vztah mezi vychylkami i-tého uzlu hiidele, ktery odpovid4d mistu pfipojeni
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Figure 10: Zavislost vychylek uzli na vnitini valcové plose disku na vychylkach uzlu na ose
hiidele ve stejném prifezu kolmém na osu rotace.

disku na htidel (obr. 10), a j-t€ho uzlu disku na vnitfnim poloméru (poloha uzlu je definovéna
thlem «; a vnitfnim polomérem disku ) je

(D) U'(S)
u; 01 0 0 )
(D) = 0 0 rsina; —rcosa; Wi
Y J j 9
(D) 1 0 0 0 i ) (15)
j (& ) w(s)
N——— ~ %
(D) (S)
q; = T;; q;

Transformacéni matice pro vychylky vSech uzlu disk-hiidel v i-té dotykové kruZnici na poloméru
rje
_ T, _
T,;

Ty = T3,7Z c R3NCN,47 (16)

| T'neny |
kde T';; je definovdno v (15) a NC'N je pocet uzli disku na dotykové kruznici. Transformacni
matice pro vSechny uzly pfipojené k hiideli na poctu NW N dotykovych kruZnic miiZze byt
vyjadfena ve tvaru

ap =Tpsas(t). (17)
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kde
Tp
Tp
Tps = . c R3NWN.NCNANWN (18)
Tp
Vektor vychylek uzli hiidele odpovidajicich dotykovym kruznicim disku s hiidelem je
ST (9T sr 17
as = |at”" a5 - alin] (19)

Pouzije-1i se rozdéleni vychylek disku podle (13) v pohybové rovnici olopatkovaného disku (6),
Jje maticové vyjadreni pohybové rovnice olopatkovaného disku ve tvaru

VUL
Mz ML 0 ap | +
0 0 Mp dp
00 0 0 0 0 GE GET o an
+ 00 0 |+ 0 SyB |+w| Gy’ G o ah | +0
0 0 B%, 0o s 5 0 0 Gg dr
0 0 0 KEw) KE(W) o q5
+ 0 YKS |+ | Kp'w) Kpw) 0 P | =
0 s J 0 0 KR((.U) qr
:UJ2 fiD + 0 9
wa fR(t)

kde > . >, B¢ ; je matice tlumeni vazeb disk-lopatky, Y- > K¢, matice tuhosti vazeb disk-

lopatky, BS pp Je matice tlumeni mezi lopatkami v kontaktni plose na koncich banddze mezi
sousednimi svazky a K, predstavuje soucet statické a dynamické matice tuhosti disku.

Je-li vypocten pohyb hiidele rotoru z rovnice (12), s vyuZitim (17) se 2. a 3. blokovy fadek
rovnice (20) mize prepsat do tvaru

e8] ([0 w ] o[ &) [2]

(ZZK {K%(”) f(w)D[Zﬂ_f(t)’ 1)

kde vektor buzeni je
_ [ M5 Tosds(t) —wG5 T sqs(t) — Kp" () Tosas(t) +
£(t) = ] G5)
w wa + fR(t)

Tento vektor buzeni zahrnuje nasledujici zdroje buzeni:

e kinematické buzeni uzll disku na vnitini valcové plose vlivem vynuceného kmitani rotoru
as(t), as(1), as(t)
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e buzeni vlivem odstiedivé sily pisobici na lopatky a na disk w?f, g, w?f!,,
e aerodynamické sily vlivem proudici pary ptsobici na lopatky fz(t).

Tato prace je zaloZena na linedrnim pfistupu, tj. je vyhodné dynamickou odezvu v ustidleném
stavu na jednotlivé zdroje buzeni modelovat samostatné. K samostatnému zhodnoceni kmitani
od jednotlivych zdroji buzeni pfispiva i rozdilna frekvence aerodynamického a kinematického
buzeni. Pfi aerodynamickém buzeni od poctu psp rozvadécich lopatek se jednd o pgp period
buzeni na lopatku za jedno otoceni, tj. za jednu periodu kinematického buzeni disku.

Na nésledujicich obrédzcich jsou zndzornény vysledky pro vynucené kmitdni jen vlivem kine-
matického buzeni pro lepsi posouzeni, ktery vliv buzeni ma vétsi piispévek, zda aerodynamické
nebo kinematické buzeni. Na obr. 11 jsou zobrazeny axialni vychylky olopatkovaného disku v
Case t = (s, opakujici se po jedné period€ buzeni, tj. po jedné otidCce, na obr. 12 celkové

vychylky.

Kinematicke km. - axialni
1.8e-006

9.0e-007

0.0e+000

-9.0e-007

-1.8e-006

Figure 11: Axidlni vychylky olopatko-
vaného disku v m vlivem kinematického
buzeni v ¢ase t = 0 s.

Figure 12: Celkové vychylky olopatko-
vaného disku v m v aset = 0 s.

Stejny pfistup jako pro zjiSte€ni napjatosti olopatkovani pfi vynuceném kmitani aerodynam-
ickymi silami je pouzit i v pfipad€ kinematického buzeni. Zde napéti dosahuje nejvétsi hodnoty
v Case tpq, = 0.0013075 s. Radialni a redukované napéti olopatkovani v tomto Case jsou zo-
brazena na obr. 13 a 14.

Vykresleni priibéhu slozky vektoru napéti s nejvétsi hodnotou na olopatkovéni, tj. o¢, na
profilu lopatky je na obr. 15. Jedna se o profil v desatém svazku, prvni lopatce svazku a na
devatém lopatkovém prvku.

Porovnanim s vysledky aerodynamického buzeni je vidét, Ze hodnoty napéti pfi vynuceném
kmitani jak aerodynamickym, tak kinematickym buzenim se fadové neliSi. V uvedené mod-
elové tloze vSak kinematické buzeni bylo voleno na horni hranici pfipustnosti nevyvazenosti
rotoru, proto lze predpoklddat, Ze ve skuteCnosti nevyvazenost a tim i napjatost vyvolana kine-
matickym buzenim bude mensi. Mista s minimalnim a maximalnim napétim jsou v piipadé
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Kinematicke km. - radialni
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Figure 13: Radialni napéti olopatkovani v
Pa v caset = t,,4..

Figure 14: Redukované napéti HMH
olopatkovani v Pa v €ase t = t,,4;.
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Kinematicke km. - redukovane

aerodynamického buzeni vyrazné bliZe nez v ptipadé€ kinematického buzent, tj. 1ze pfedpoklddat
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Figure 15: Normalové (radidlni) napéti o¢(0.246, 1, ¢, tnq,) Na devatém lopatkovém prvku pro

s =10, 7 = 1 — Spicka lopatky.
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4. Zavér

Na vytvoreném matematickém modelu rotorové soustavy jsou z vynuceného kmitani zbytkovou
nevyvazenosti vypocteny vychylky v misté nasazeni disku. Olopatkovany disk je zatiZen aero-
dynamickymi silami (resp. kinematickym buzenim od rotoru) a vypocteno vynucené kmitani a
napjatostni analyza. Pro oba typy buzeni jsou porovnany deformace a napjatost lopatek.
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