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NON-PROPORTIONAL DAMPING EFFECT ON DYNAMIC RE-
SPONSE OF FOOTBRIDGES

S. Hracov, J. Naprstek, S. Pospi§il*

Summary: Presented article deals with dynamic response of a footbridge
equipped with tuned mass dampers (TMD) on vertical harmonic excitation. The in-
stallation of absorbers against undesired vibrations significantly changes the
damping distribution on such type of structures. Commonly used presumption of
proportional damping in mathematical models is sufficient, especially for ap-
proximative assessments of pedestrian discomfort. However taking the non-
proportional damping into account results in more accurate solution of response.
The differences in solution methods and in results for both types of damping are
presented.

1. Uvod

U statického 1 dynamickém posouzeni lavek pro pési musi posuzovatel dila uvazovat nejen
mezni stavu Unosnosti, ale 1 mezni stav pouzitelnosti. Mezni stav pouzitelnosti se vztahuje jak
na konstrukci samotnou, tak i na komfort chodce pfi pfechodu lavky. Soucasné lavky jsou
velmi ¢asto navrhovany jako §tihlé lehké konstrukce vyznacujici se nizkym konstrukénim
utlumem. Vlastni frekvence téchto lavek lezi mnohdy ve frekvenénim pasmu lidské chize,
coz vede k dynamické odezvé o nepiipustné hladin€ vibraci, které jsou pocitovany chodci. V
evropské normé& (CEN, 2001) jsou proto definovana maximalni pfipustnd zrychleni nosniku
lavky od normového zatizeni, které reprezentuje zatizeni od péSich. V ptipad¢ piekroceni pie-
depsanych limitl je nutné konstrukci ztuzit nebo zvé€tsit utlum instalaci tlumicich prvki ¢i
pohlcovact kmitani. ZvySenim tuhosti docilime odladéni konstrukce mimo frekvenéni pasmo
zatiZzeni. Provedeni ztuZeni je vSak odvislé od dispozi¢niho feSeni lavky a architektonickych
pozadavkl a ne vzdy je realizovatelné. Dal$i moznosti snizeni nezddoucich vibraci je instala-
ce pohlcovacl kmitl. Ty jsou pfedstavovany napf. hmotou kmitajici na pruziné s ptidavnym
tlumicim prvkem. Instalaci pohlcovacl se vyrazné zméni celkové rozloZeni Gtlumu v kon-
strukci. Popsat matematicky realny mechanismus tlumeni pro ucely teoretického vypoctu ta-
kovéto konstrukce je vzdy problematické. VSeobecné uZivany proporcionalni (klasicky) utlum
pfinasi relativné vyhodné a jednoduché matematické feSeni odezvy. Pfedpoklada vsak rozlo-
Zeni tlumeni imérné rozloZeni tuhostnich a hmotnostnich charakteristik systému. Uvedeny
predpoklad je vSak pfiblizné platny jen pro konstrukce bez pfidavnych tlumicich prvki.
V ptipadé€ jako je lavka s pohlcovaci kmita opatienymi viskéznimi tlumici uz je tato hypotéza
neplatnd. I pfes vypocetné narocnéjsi feSeni odezvy, docilime piesnéjSich vysledkd uzitim
neproporcionalniho (neklasického) vyjadieni tlumeni.
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Cilem autorti piedkladaného clanku bylo ukazat rozdilnosti v obecném feSeni a
ve vysledcich odezvy linedrnich soustav s obéma typy viskoézniho Gtlumu na harmonické zati-
zeni. Diference jsou stanoveny a porovnany na modelu redlné lavky pro p&si s instalovanymi
pohlcovaci kmita zatizené harmonickym normovym svislym zatizeni od chodci.

2. Teoretické FeSeni ustilené odezvy lavky na harmonické buzeni

K vyfteseni odezvy linearniho diskrétniho systému popsaného diferencidlni rovnici:
Mg (t)+Cq(t)+Kq(t)=Pe™ (1)

kterym mizeme vypoctové modelovat napf. zminénou lavku pro pési, Ize obecné uzit primé-
ho feSeni v oboru komplexnich ¢isel. Pro detailngjsi rozbor odezvy je vSak vyhodné&jsi apliko-
vat metodu rozvoje do vlastnich tvart. Pii uvazovani dostatecného poctu vlastnich tvari, do-
cilime velmi pfesnych vysledkil a navic miizeme stanovit podil jednotlivych tvart na celkové
odezvé. Ve specidlnim piipadé tvaru matice tlumeni C, tzv. proporciondlnim, lze vSechny
strukturalni matice v rovnici (1) diagonalizovat realnymi vlastnimi tvary. Soustava (1) se pak
rozpadne na feSeni nezavislych diferencidlnich rovnic, které popisuji kmitani ve vlastnich
tvarech systému. V obecném tvaru matice C je vSak nutné stanovit vlastni tvary tlumeného
systému. Slozky téchto tvart jsou komplexni cCisla liSici v Gaussové roviné nejen absolutni
velikosti ale 1 fazi. Pro jejich vypocet byla pro nas ptipad pouzita metoda komplexni iterace
podprostoru (Fischer P., 2000). Vyhoda této metody spoc¢iva v nenutnosti provadét iteraci na
systému o dvojnasobném tfadu nez je zakladniho soustava. Komplexni vlastni ¢isla a vektory
vstupujici do itera¢niho cyklu jsou sice v jednotlivych krocich urCovany na soustavé o dvoj-
nasobné dimenzi, ale o velikosti dvojnasobku poctu iteracnich vektorii. Pfed vyc¢islenim kom-
plexnich modalnich charakteristik ze systému strukturdlnich matic se totiz provede jejich
kondenzace komplexnimi vektory z ptedchoziho itera¢niho kroku.

Vlastni analytické feSeni systému (1) je odvozeno na soustavé dvojnasobného fadu (3), kdy
se k rovnici (1) pfidd maticova identita:

Mq(t)-Mq(7)=0 2
a ziskame:

Ay(1)+By(1)=1(1) 3)

] 2 fl) e o

V knize Hurton & Rubinstein (1982) je dokazano, Ze komplexni vlastni tvary Y, resp. Y; tlu-
meného systému jsou ortogonalni s vdhou matic A a B:

Y'AY,=0 Y'BY, =0 pro s#r ®)

kde

Komplexnimi vlastnimi tvary rozumime vektory sloZzené z vektorti komplexnich modalnich
rychlosti a komplexnich modalnich prfemisténi ¢i natocCeni:
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Q
Y= 6
] ©

Ortogonality (5) vyuzijeme k rozkladu systému (3) na soustavu nezavislych diferencidlnich
rovnic druhého tfadu, které popisuji kmitani v jednotlivych tvarech tlumeného systému. Po
dosazeni feSent :

y(1)=Yz(1) (7)
do rovnice (3) a vyndsobeni matici transponovanych komplexnich vlastnich vektorti obdrzime:
Y'AYz(1)+Y'BYz(1)=Y'f(¢) 8)

Uplatnénim ortogonality (5) se soustava rozpadne na nezdvislé pro podkriticky utlum kom-
plexné sdruzené rovnice. Pro r-tou rovnici plati:

o,z (t)+B,z, (t)=Y, Fe'' 9)
Hledame-1i feSeni této rovnice ve tvaru:

z. (t=Z.e (10)

obdrzime po matematickych upravach komplexni amplitudu Z,;:
7 - Y'F Y'F
"owitP oo (od-A)

(In

Z teseni (11) vyplyva, ze se na odezvé podili vSechny tvary, které nejsou ortogonalni k vekto-
ru zatizeni. Dal§im faktorem ovlivitujicim velikost pfispévku tvaru na celkovou odezvu je
imaginarni hodnota komplexniho vlastniho ¢isla ve vztahu k budici frekvenci. Zatimco redlna
¢ast vlastniho Cisla vypovida o velikosti utlumeni pfislusného komplexniho vlastniho tvaru,
imaginarni ¢ast vypovida o kruhové utlumové frekvenci. Cim bliZe je tato kruhova frekvence
budici frekvenci, tim mensi je jmenovatel vyrazu (11). Celkovy podil nepietlumeného vlast-
niho komplexniho tvaru z odezvy je po-t€¢ roven souctu feSeni dvou komplexn¢ sdruzenych
rovnic:

T *T
YF_ . Y'F }em 12)

Ye (t)=] Y, = Y,
o.0-1+p, o011+,
Celkovou komplexni odezvu v zobecnénych soutadnicich lze pak vyjadiit vyrazem:
N(t 2n T )
|:q( ):| :Z Yr YrF elu)t (13)
qt) | = ocr(u)~1 - kr)

V piipadé¢ klasického proporciondlniho utlumu, kdy matice tlumeni splituje tzv. Caugheyho
tvar:

n—1 J
C=ZBJ~~M-(M_1-K) (14)
j=0

neni nutno vyc¢islit komplexni vlastni tvary tlumeného systému. VSechny slozky komplexniho
vlastniho vektoru maji stejnou nebo opacnou fazi a jsou shodné s vlastnimi tvary netlumeného
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systému. Tyto vlastni realné tvary pfimo diagonalizuji nejen matici hmotnosti a tuhosti, ale i
matici tlumeni. V nasledujici numerické analyze pouzity specialni typ klasické matice tlume-
ni (14) je tzv. Rayleighova matice:

C=pM+p K (15)

Koeficienty By a B; se nejcastéji stanovi z pomérného utlumu pftislusejici k vlastnim kruho-
vym frekvencim konstrukce:

—Bo  Bro
S (16)

1

Postup teSeni ustdlené odezvy takovéto soustavy na harmonické zatizeni je uveden napt. v
Brepta et. al. (1994). Rovnice (17) a (18) jsou specidlnimi tvary rovnic (11) resp. (13) a uva-
d¢ji komplexni prispévky netlumenych vlastnich tvara resp. celkovou odezvu na harmonické
buzeni:

QP
I ; (17)
O -0 +2Em o-1
(t):iQ Q;FP eiwt (18)
a =T ol -0’ 200

3. Konstrukce lavky pro pési a jeji matematicky model

Analyzovana lavka pro pési je ze statického hlediska tvofena nosnikem o jednom poli, ktery
je v poloving 45 m rozpéti zavésen tdhlem na ptilehlou vyhlidkovou véz. Zavés na vézi je ve
vy$ce 9 m. Sitka mostovky je rovna 3 m a je po celé délce lavky konstantni. VSechny hlavni
nosné prvky jsou vyrobeny z oceli a jsou spojeny svary. Hlavni nosniky mostovky jsou navr-
zeny z profilu HEB. Pfi¢nou tuhost mostovky zajist'uji ocelové pfi¢niky na nichz jsou ulozeny
podélniky (oba prvky - I profil) a dfevéné fosny, které tvotfi pochliznou vrstvu. Z divodu
nadmérné dynamické odezvy na svislé normové zatizeni, viz. Obrazek. 3, byli z hlediska hy-
gienickych predpisii navrzeny pohlcovade kmitil. Ctvefice pohlcovadii byla naladéna s ohle-
dem na jejich efektivni pisobeni na vibrace s frekvenci blizkou prvni a druhé vertikalni vlast-
ni frekvenci. Umisténi pohlcovact bylo zvoleno v blizkosti kmiten obou vlastnich tvart,
soumérné podle osy mostovky. Dynamické parametry pohlcovaci byli vypoctem stanoveny
hodnotami: hmotnost 315 kg, tuhost pruzin 65785 N/m, sou¢initel tlumeni 1365 Ns/m.

Matematicky vypoctovy model lavky byl vytvofen v trojrozmérném prostoru z prutovych
prvka. K vypoctu byl pouzit otevieny program CALFEM, ktery tvoii aplikacni knihovnu
funkci programovaciho jazyka MATLAB pro vypocty metodou kone¢nych prvkii. Model byl
sestaven pomoci prvkid beam3d (prvek typu Bernoulliho nosniku) a bar3e (tahovy prvek).
Hmotnost hlavnich nosnych prvkii je zahrnuta piimo v lokdlnich maticich hmotnosti. Hmot-
nost doplnkovych konstrukei a dfevénych foSen mostovky je rozlozena do jednotlivych uzl.
Okrajové podminky byly zvoleny nasledovné: Na obou koncich jsou umistény klouby, na
levém okraji je kloub posuvny. VEz je modelovdna pomoci ekvivalentnich pruzin jejichz tu-
hosti byly stanoveny ze statického vypoctu. Pohlcovace byly modelovany jako hmoty zavése-
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né na elastickych pruzinach a opatiené viskoznimi tlumici. Matice utlumu zakladniho systému
bez tlumici byla zvolena klasického Rayleighova typu tj. pfimo umérnéd kombinaci matice
hmotnosti a tuhosti. Pomérmy utlum byl zvolen vzhledem k ocelové svafované konstrukci
nizkou hodnotou 0,5 % pro prvni dva vlastni tvary. Vys$si tvary maji vzhledem k imérnosti
matice tlumeni k matici tuhosti pomérny utlum vyssi. Svislé normové zatiZzeni bylo definova-
no harmonickou silou:

F,(1)=280-k, -sin(o,t) (19)

Ky je souCinitel zavisly na vlastni frekvenci podle normy ( 0,5 - 3.0). Sila reprezentuje zatizeni
lavky skupinou osmi aZ patnacti chodcti, ale mize tézZ modelovat napf. zatizeni elektromagne-
tickym budic¢em. Sila byla rozdélena na dvojici stejné velkych sil ptisobicich na hlavni nosni-
ky mostovky v misté kmitny prvniho 1 blizko kmitny druhého vlastniho tvaru ve vzdalenosti
rovné Y4 rozpéti (méfeno od véze). Hmotnost skupiny chodcti ( 800 kg) byla soumérné umis-
téna do uzll, v kterych plsobi zatizeni a uzla jim ptilehlych. Pfidani hmoty chodct ptedepisu-
je norma v piipad¢, ze se vlastni frekvence lavky navySenim motnosti vice pfiiblizi
k frekvenénimu pasmu 1,5 — 2,5 Hz,

Obrazek 1: Matematicky vypoctovy model lavky pro pési

4. Vysledky numerické analyzy modelii 1avky pro péSi s riiznymi typy viskézniho utlumu

Teoreticky odvozené postupy a zaveéry byly aplikovany resp. ovéfeny na diskrétnim modelu z
piedchozi kapitoly. Byly porovnany vysledky dvou proporcionalné a jednoho neproporcio-
nalné tlumeného systému. Nejprve byla urcena pro vSechny modelované ptipady amplitudova
charakteristika pro zrychleni v misté¢ buzeni. Pro frekvence pfislusejici prvnim dvéma S$pic-
kam této kiivky byla dale odezva analyzovdna metodou rozvoje do komplexnich vlastnich
tvard.

4.1. Proporciondlné tlumené soustavy

Prvnim piipadem klasicky tlumené soustavy (KTS I) je systém lavky se zaaretovanymi tlumi-
¢1, kdy je do modelu lavky ptidéna jen hmota pohlcovacti. Modélni analyzou konstrukce byly
stanoveny vlastni vertikalni frekvence a tvary uvedené v Tabulce 1 resp. na Obrazku 2.
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cvwr

n| f[Hz] | n]| f[HZz]
1123069 5] 14,76
2124571 6]17,4177
316,2588 | 7] 22,0936
419,8671 | 8]24,3121

fi =2,3069 Hz e f, =2,4571 Hz

3 =6,2588 Hz

Obrazek 2: Prvni Ctyfi vertikdlni vlastni tvary 1avky se zaaretovanymi pohlcovaci (KTS I)

Piimym feSenim byla stanovena odezva na normové zatizeni pro frekvencni spektrum 0 - 4,5
Hz. Amplitudova charakteristika zrychleni systému je uvedena na Obrazku 3. NejvétSiho
zrychleni bylo dosazeno pro rezonan¢ni frekvence f; = 2,31 Hz a f, = 2,46 Hz.
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I I | 1 + L
C0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

f[Hz]

Obrazek 3: Odezva proporcionalné tlumené lavky na buzeni skupinou chodcti (KTS I)

Zjisténé hodnoty zrychleni vyrazné presahuji piipustnou normovou hodnotu 0,7ms?, z ¢ehoz
vyplyva opravnénost instalace pohlcovacii kmitti. Metodou komplexni iterace podprostoru
byly zjistény komplexni vlastni ¢isla, utlumové frekvence a pomérné utlumy, vycislené z po-
méri realnych slozek ku absolutni hodnot€ vlastnich ¢isel, viz Tabulka.2. V Tabulce 2 jsou
také uvedeny absolutni hodnoty souc¢inti vektoru zatizeni a vlastnich vektort, které jsou jed-
nim z faktord ovliviiujicim velikosti pfispévki tvarii na celkovou odezvu.

Tabulka 2. — Vlastni ¢isla A, Gtlumové frekvence fy a pomérné Gtlumy & pro nejnizsi vertikal-
ni komplexni vlastni tvary a absolutni hodnota skalarnich soucin vl.tvarii a vektoru zatizeni

(KTS 1)
A f, & | IY.F
n
[/]:107 [Hz] [/] /]

11-0,0007 +0,14491 | 2,3068 | 0,0050 | 1,9470
21-0,0008 +0,15441 | 2,4571 | 0,0050 | 1,0438
31]-0,0029 +0,3932i | 6,2587 | 0,0073 ] 0,1395
41-0,0065 +0,61991 | 9,8666 | 0,0106 | 0,4396
5
6

-0,0142 + 0,92731 | 14,7583 ] 0,0153 | 0,4440
-0,0196 + 1,09421 | 17,4149 ] 0,0179 | 0,4242
71-0,0313 +1,38781 | 22,0880 | 0,0225 ] 0,2563

Metodou rozvoje do vlastnich tvart byli vycisleny podily prvnich 30 komplexnich vlastnich
tvart na celkovém vertikalnim pfemisténi dvou bodu konstrukce na svislé harmonické zatize-
ni o budici frekvenci rovné prvni resp. druhé Spicce amplitudové charakteristiky. Bod B lezi v
misté buzeni tj. v ¥ rozpéti lavky (méfeno od véze), bod A ve % rozpéti. Oba body piislusi
jednomu hlavnimu nosniku mostovky. V Tabulkéach 3 a 4 jsou vycisleny spole¢né s absolut-
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nimi hodnotami pfispévkll tvard pro obé rezonanc¢ni frekvence i jejich fdzové posuny vici
vektoru zatiZeni.

cvwr

odezvu - harmonické buzeni o frekvenci : £=2,31 Hz (KTSI)

Bod A Bod B
Yol [m] | @[°] | [Yeal[m] | @ [°]
1]0,0150760 | 254,9 | 0,0299348 | 254,9
0,0011721 ] 175,4 | 0,0007200 | -4,6
0,0000024 ] 179,6 | 0,0000007 | -0,4
0,0000070 | 179,7 | 0,0000039 | -0,3
0,0000022 | -0,3 | 0,0000026 | -0,3
0,0000004 | -0,3 | 0,0000020 | -0,3
0,0000006 | -0,3 | 0,0000006 | -0,3
0,0153348 | 250,6 | 0,0298100 | 256,3

M9 | |\ | |Jw |

cvwr

odezvu - harmonické buzeni o frekvenci: = 2,46 (KTS I)

Bod A Bod B
[Yeol [m] | @[] | [Yeol[m] | ¢ [°]
1]0,0011394 | 184,6 | 0,0022624 | 184,6
0,0132886 | 76,8 | 0,0081628 | 256,8
0,0000025 ] 179,6 | 0,0000007 | -0,4
0,0000070 | 179,7 | 0,0000040 | -0,3
0,0000022 | -0,3 | 0,0000026 | -0,3
0,0000004 | -0,3 | 0,0000020 | -0,3
0,0000006 | -0,3 | 0,0000006 | -0,3
>10,0129918 | 81,6 | 0,0090956 | 243,2

RN ko) U LV, T N SN VST | \S]

Z vysledkt analyzy proporcionalniho systému vyplyva, Ze piispévky tvart v obou bodech
maji stejnou nebo opacnou fazi. To potvrzuje shodnost komplexnich vlastnich tvarii klasicky
tlumeného systému s readlnymi vlastnimi tvary netlumeného systému. Na ustalené odezvé se
podili vice vlastnich tvarli, pfiCemZ jeden tvar je dominantni. Vliv ostatnich vlastnich tvart
zpusobi nejen mensi amplitudovou zménu, ale zméni 1 vzajemny fazovy posun slozek odezvy
obou zkoumanych bodi. Ten byl vycislen hodnotou 5,7 © pro buzeni v prvni Spicce amplitu-
dové charakteristiky (f = 2,31 Hz), kde byl dominantni prvni vlastni tvar. Pro druhou $picku
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f= 2,46 Hz byl stanoven fazovy rozdil 161,6°, coZ znac¢i zménu faze mezi obéma body oproti
fazi v dominantnim druhém tvaru o 18,4°. Graficky je fdzovy posun spole¢né s ptispévky
dominantnich a ostatnich tvarii patrny na Obrazku 4.

0 0.015
Im Im ’
-0.005 / /
f,=2,31Hz f,=2,46Hz 001
-0.01+
0.005|
4
-0.015
0
-0.02
-0.005}
-0.025; /
: -0.01 i
V%51 0,005 0 Re 3 o 10_35 Re
X

Obrazek 4.: Zobrazeni vertikélnich slozek odezvy bodl A a B jako rotujicich vektort v
Gaussové roviné komplexnich ¢isel (Cervené —vysledny vektor, modie — piispévek dominant-
niho tvaru, zelené — piispévek ostatnich tvarta) (KTS I)

Druhym piipadem klasicky tlumené soustavy (KTS II) je model lavky pro p&Si s jiz nain-
stalovanymi pohlcovaci. Realna neklasicka matice utlumu soustavy byla nejdiive zkondenzo-
vana realnymi vlastnimi tvary. Mimodiagonalni ¢leny zkondenzované matice byli po-té zane-
dbany. Vyslednd proporcionalni matice vznikla zpétnou transformaci zkondenzované matice
pomoci redlnych vlastnich tvari systému. Umisténim pohlcovacii kmitl na konstrukci se
zménily 1 modalni vlastnosti netlumené soustavy. Diky frekvencnimu naladéni pohlcovaci
pro pusobeni pti kmitdni v prvém a ve druhém vlastnim tvaru lavky, vznikly k témto tvarim
ekvivalentni dvojice novych vlastnich tvart. Ty jsou si tvarové podobné, 1isi se vzajemnou
fazi slozek ptislusnych tlumictim a slozek bodu jejich ptipojeni. Pro nizsi z dvojice tvart jsou
ve fazi, pro vyssi v protifazi, viz. Obrazek 5. Vypis vlastnich frekvenci nové soustavy je uve-
den v Tabulce 5.

cvwr

n| f[Hz] | n| f[Hz]
1]2,0537 5] 6,2938
212,1285 | 6] 10,1051
3] 2,64 | 7] 14,9366
412,7198 | 8 | 17,5398
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fi =2,0537 Hz f;=2,64 Hz =

£, =2,1285 Hz f4=2,7198 Hz

Obrazek 5: Prvni ¢tyfi nejnizsi vertikalni vlastni tvary 1avky s pohlcovaci
Stejné jako v predchozim ptipadé klasicky tlumené soustavy byly stanoveny vlastni isla,
utlumové frekvence, pomérné utlumy tvarti a vektorovy soucin vektoru zatizeni a vlastnich

tvarti tlumeného systému, viz Tabulka 6. Z amplitud zrychleni, vybuzenych zatiZenim pro
frekvencni spektrum do 4,5 Hz, byla stanovena dvojice rezonac¢nich frekvenci, viz. Obrazek 6.

cvwr

ni komplexni vl. tvary a absolutni hodnota skalarnich sou¢inti vl.tvarii a vektoru zatiZeni

(KTS 1I)
A fq g Y. F|
n
[/]:10° [Hz] [/] [/]

11]-0,0088 +0,12871 | 2,0490 | 0,0680 | 1,3945
-0,0120 + 0,13321 | 2,1199 | 0,0897 | 0,4080
-0,0148 + 0,16521 | 2,6295 ] 0,0894 | 1,3367
-0,0116 +0,17051 | 2,7135 ] 0,0681 | 1,0184
-0,0036 + 0,3954i | 6,2936 | 0,0091 | 0,1412
-0,0092 + 0,63491 | 10,1040 ] 0,0145 | 0,4745
-0,0177 + 0,93831 | 14,9340 | 0,0188 ] 0,4280
-0,0239 + 1,10181 | 17,5357 | 0,0217 ] 0,4566

(oI R Ko ) U KV, T = SN LUS I | \)
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Obrazek 6: Odezva proporcionalné tlumené lavky s pohlcovaci kmitd na buzeni skupinou
chodcii (KTS II)

V nasledujicich Tabulkéach 7. a 8. jsou uvedeny podily komplexnich vlastnich tvart na celko-
vé vertikalni odezvé v bodech A a B pro ob¢ rezonanc¢ni frekvence. Opét je patrny piispévek
vice tvard, coz ma za nasledek vzajemny fazovy posun slozek premisténi. Vlivem vétsiho
utlumu diky instalovanym tlumic¢tim kmitt doslo k zvétSeni fazového posunu a to na hodnotu
31,9 ° pro prvni rezonanci a sniZeni fdze na hodnotu 129,9 ° pro druhou rezonanci. Fazovy
posun téz vyjadiuje skutecnost, ze uzly kmitani nejsou pfi harmonickém buzeni v rezonanci
stacionarni, ale mohou se pohybovat. Graficky je fazovy posun znazornén na Obrazku 7.

Tabulka 7. — Amplitudy a faze ptispévkl nejnizsich vertikalnich komplexnich vlastnich
tvarii na celkovou odezvu - harmonické buzeni o frekvenci: f= 2,04 Hz (KTS II)

Bod A Bod B
’ (Yol [m] f @[°] | IYeal[m] | @[]
1]0,0004852 | -84,4 | 0,0013137 | -84.,4
21 0,0002046 | 115,3 | 0,0000808 | -64,7
310,0001996 | -18,9 | 0,0003087 | -18,9
410,0002024 | 166,9 | 0,0001540 | -13,1
510,0000025 | 179,6 | 0,0000007 | -0,4
6 | 0,0000078 | 179,6 | 0,0000044 | -0,4
7 10,0000022 | -0,3 | 0,0000024 | -0,3
8 1 0,0000004 | -0,3 | 0,0000023 | -0,3
> 10,0003212 | 260,2 | 0,0016358 | -67,9
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[AA4

na celkovou odezvu - harmonické buzeni o frekvenci: f= 2,74 Hz (KTS II)

Bod A Bod B

Yol [m] | @[°] | [Yeal[m] | @ [°]
0,0000823 | 193,1 | 0,0002228 | 193,1
0,0000559 | 19,4 | 0,0000221 | 199,4
0,0004232 | 247,4 | 0,0006545 | 247,4
0,0006587 | 83,8 | 0,0005011 | 263,8
0,0000027 | 179,5 | 0,0000007 | -0,5
0,0000081 ] 179,5 | 0,0000046 | -0,4
0,0000022 | -0,4 | 0,0000024 | -0,4
0,0000004 | -0,4 | 0,0000023 | -0,4
0,0002923 | 115,5 | 0,0012764 | 245,4

—

M oo |9 | [ | |w [

oX 10—3 x10 ‘ ‘
Im Im 6 /’
f,=2,04 Hz f,=274Hz 4 / /
5 \
05" \/
0

, -8
-1.5 Y / g
-10

0 5 10 Re -8 -6 -4 -2 0 Re
x 10 x 10

Obrazek 7. Zobrazeni slozek odezvy bodii A a B jako rotujicich vektort v Gaussove roviné
komplexnich ¢isel (Cervené —vysledny vektor, modie — piispévek dominantniho tvaru,
zelené — prispevek ostatnich tvari) (KTS II)
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4.2. Neproporcionalné tlumena soustava

Neklasicky tlumeny systém (NKTS) tvoti vypoctovy model lavky s pohlcovaci s redlnym
rozlozenim tlumicich prvki v konstrukci. Opét byly spocteny komplexni modalni charakteris-
tiky soustavy metodou komplexni iterace podprostoru, viz. Tabulka 9. Vlastni frekvence ne-
klasického systému pro prvni dva tvary jsou vyssi nez jim odpovidajici frekvence netlumené-
ho syst¢ému. Tento pifipad nemlze pii proporciondlné¢ tlumené soustavé nikdy nastat.
Z amplitudové charakteristiky pro zrychleni byli stanoveny rezonan¢ni frekvence f; = 2,12 Hz
a f, = 2,5 Hz, které se vyznamné¢ lisi od druhého feseného typu proporcionalniho systému a
nejsou tak vyrazné, viz Obrazek 8. MiiZeme také konstatovat, Ze tvar kiivky amplitudové cha-
rakteristiky pro zrychleni ma vice zplostély charakter.

cvwr

ni komplexni vlastni tvary a absolutni hodnoty skalarnich souc¢inti vl.tvart a vektoru zatizeni

(NKTS)
n A fy g [Y,'F]|
[/]:10° [Hz] [/] [/]

1]-0,0087+0,13181 | 2,0974 | 0,0657 | 1,5992
-0,0127 + 0,13641 | 2,1703 | 0,0925 | 0,4725
-0,0149 + 0,16151 | 2,5697 | 0,0922 ] 1,5349
-0,0109 + 0,16551 | 2,6501 | 0,0655 ] 1,0066
-0,0036 + 0,39541 | 6,2930 | 0,0091 | 0,1412
-0,0092 + 0,63491 | 10,1025 ] 0,0145 | 0,4744
-0,0177 +0,93831 | 14,9335 | 0,0188 ] 0,4280
-0,0239 +1,10181 | 17,5354 | 0,0216 ] 0,4566

(oI E I Ko ) W KV, T = SN LS I | ()

0.45 T

f[Hz]

Obrazek 8: Odezva neproporcionalné tltumené lavky na buzeni skupinou chodct (NKTS)
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V Tabulkach 10 a 11 jsou vypsany piispévky komplexnich vlastnich tvard na celkovou ode-
zvu pro dva body konstrukce. Je z nich patrno, Ze pro stejny vlastni tvar maji piispévky toho-
to tvaru v riznych bodech odlisny fazovy posun. To potvrzuje skutecnost, ze slozky vlastnich
tvari obecné tlumené soustavy maji riznou fazi. Graficky je to zndzornéno na Obrazku 9.

Tabulka 10. — Amplitudy a faze pfispévkl nejnizsich vertikalnich komplexnich vlastnich tva-
i na celkovou odezvu - harmonické buzeni o frekvenci: f=2,12 Hz (NKTS)

n Bod A Bod B
[Yealm] | @[°] | [Yeu[m] | @[]
1| 0,0006738 | 593 | 0,0017788 | -63.8
2 | 0,0002630 | 162,6 | 0,0001045 | -9,9
3| 0,0002467 | -48.4 | 0,0004198 | -64,8
4| 0,0002831 | 149,6 | 0,0001901 | -18,8
51 0,0000025 | 179,7 | 0,0000007 | -0,3
6 | 0,0000078 | 179,8 | 0,0000044 | -0.2
7| 0,0000022 | -0,3 | 0,0000024 | -0.4
8 | 0,0000004 | -0.3 | 0,0000023 | -0,3
s | 0,00054222 | _g9 4 | 0,0024093 | _s3 5

cvwr

i na celkovou odezvu - harmonické buzeni o frekvenci: f= 2,5 Hz (NKTS)

n Bod A Bod B

[Yea [m] [ @] | Yeal[m] | ¢[°]
1] 0,0002179 | 243.,5 ] 0, 0005680 | 238,8
0,0001463 | 94,1 | 0, 0000591 | -79,1
0, 0004827 | 261,9 0, 0008585 | 244,5
0, 0006443 ] 116 | 0,0004279 | -50,4
0, 0000026 | 179,7 | 0, 0000007 | -0,3

0, 0000078 | 179,7 | 0, 0000045 | -0,3

0, 0000022 | -0,4 | 0,0000024 | -0,4

0, 0000004 | -0,3 | 0,0000023 | -0,3

> 10,0004679 | 173,6 | 0,0016892 | 2574

o | | | | W o

Vyslednych fazovy posun mezi odezvou v bodé A a B byl uréen hodnotou 30,9° pro prvni
rezonanc¢ni frekvenci. To je, az na rozdilny fazovy posun odezvy bodl vici zatizeni, témét
shodné s proporcionalni soustavou s tlumici (31,9°). Naproti tomu pro druhou rezonanc¢ni
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frekvenci €inil vzédjemny fazovy rozdil bodu 83,8° oproti ,,proporciondlnim* 129,9°. V tomto
pfipad€ vybuzeny tvar jen vzdalené pfipomina pivodni druhy vertikdlni tvar lavky bez tlumi-
¢e. Pohyb uzli kmitdni resp. jejich vznik a zanik bude patrny nejen v oblastech malych vy-
chylek kolem rovnovazné polohy, kdy piispévek dominantniho tvaru bude minimalizovan, ale
1 pti vétsich premisténich, viz Obrazek 10.

o 10° x10*
Im : ‘ Im
5
05
0
-1
5
-1_5,
10
= 15 / '
25 0 5 10 15 290 5 0 5
Re 10" x 10 R
[ (3
f,=2,12 Hz f,=2,5Hz

Obrazek 9. Zobrazeni sloZzek odezvy bodii A a B jako rotujicich vektor v Gaussové roving
komplexnich ¢isel — neproporcionalni ptipad (Cervené —vysledny vektor, modfe — ptispévek
dominantniho tvaru, zelen€ — pfispévek ostatnich tvart) (NKTS)

Y 3 .
[mm] :

2 : ! i

E | i i i i | i i
30 5 10 15 20 25 30 35 40 45

I [m]

Obrazek 10. Pfemisténi hlavniho nosniku mostovky a pohlcovaci kmitd neklasicky tlumené
lavky na harmonické buzeni v prvni rezonan¢ni frekvenci (60% maximalni amplitudy v misté
buzeni) (¢arkovana ¢ara — vlastni tvar netlumené lavky bez pohlcovact kmiti) (NKTS)

467



Engineering Mechanics 2009, Svratka, Czech Republic, May 11 — 14

5. Zavér

Realné tlumici charakteristiky stavebnich konstrukci jsou velmi obtizné matematicky popsa-
telné. Utlum se napt. velmi li§i v zavislosti na vychylkach kmitani. Od nizkych hodnot mate-
ridlového utlumu pii malych vychylkdch po vys$s$i hodnoty konstrukéniho utlumu (tfeni ve
spojich) pfi vysSich amplitudach. Pies tyto t€Zce modelovatelné fakta je uziti neproporciondl-
niho tlumeni zcela jisté pfiblizenim se k realité. Klasicky utlum je pro zékladni posouzeni
konstrukce, kterd neni nijak vyznamné ¢i bodovée tlumena, dostatecny. Avsak pro detailngjsi
rozbor je zejména u specialné tlumenych konstrukei jiz nevyhovujici. V ¢lanku byla rozdil-
nost obou klasicky 1 neklasicky tlumenych systéml prezentovana na lavce pro pési
s instalovanymi pohlcovaci kmiti. Modalni analyza neproporciondlniho systému, provedena
komplexni iteraci podprostoru, ukézala fazovou rozdilnost slozek vlastnich komplexnich tva-
i oproti stejné fazi slozek vlastnich tvarii proporciondlné tlumené soustavy. TaktéZz imagi-
narni ¢asti nekterych vlastnich ¢isel neklasického systému dosahovala vétSich hodnot nez je-
jich odpovidajici netlumené vlastni Cisla, coz neni u klasicky tlumené soustavy mozné. Bylo
teoreticky odvozeno feSeni odezvy neproporcionalné tlumené soustavy na harmonické kmité-
ni rozvojem do vlastnich komplexnich tvart a oba typy tlumeni byly podrobeny analyze. Z ni
vyplynulo, Ze se pro oba typy tlumeni podileji na odezvé vSechny vlastni tvary, které nejsou
ortogonalni k vektoru zatizeni a které nemaji v mistech budicich sil absolutni hodnoty slozek
rovny nule. Pfi porovnani dvou ekvivalentnich soustav proporcionalné a neproporcionalné
tlumenych se ukazalo, Ze se vysledky odezvy v jednotlivych bodech konstrukce 1i8i jak fazo-
vé, tak amplitudové. To je zplsobeno zejména vlivem riznych fazi a amplitud piispévki jed-
notlivych tvarti. Oba systémy méli rizné rezonan¢ni frekvence a tvary amplitudovych kiivek
pro zrychleni. U obou systémtl dochédzelo pfi harmonickém kmitani ke vzniku, pohybu a za-
niku uzli kmitani v oblastech minimalizace vlivu dominantniho tvaru. Jednalo zejména
o oblasti rovnovazné polohy a malych vychylek, av§ak pro ptipad buzeni v druhé rezonan¢ni
frekvenci neklasicky tlumeného systému se jev projevil 1 u vySSich vykmitd. Z analyzy obou
typt vyjadieni Gtlumu se ukdzalo, Ze jejich dynamické charakteristiky jsou pro potieby pies-
n¢jSich vypocth odlisné a v pfipadé rozboru chovani lavky s pohlcovaci kmitii opatfenych
viskoznimi tlumici je vhodnéjsi uziti neproporcionalniho Gtlumu.
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