
LOCALIZATION PROPERTIES OF ISOTROPIC DAMAGE MODELS

M. Horák, M. Jirásek 1

Summary: Continuum damage mechanics provides an appropriate modeling fra-
mework for materials weakened by evolving defects. However, local damage models
fail to provide an objective description of the material behavior after the loss of el-
lipticity, which can be detected by classical methods of localization analysis based
on the acoustic tensor. This paper presents analysis of localization properties of the
family of isotropic damage models with one scalar damage variable driven by the
equivalent strain, and also of a more sophisticated model proposed by Comi and
Perego (2001) and designed specifically for concrete. Necessary conditions for the
formation of a weak discontinuity (jump in strain) are derived and the dependence
of the orientation of potential discontinuity surface and of the critical tangent mo-
dulus on the stress state is discussed. The results are confirmed by finite element
simulations.

1. Úvod

Pro popis porušovánı́ kvazikřehkých materiálů (jako je napřı́klad beton) je zapotřebı́ konstitu-
tivnı́ zákon se změkčenı́m. Jak je známo, změkčenı́ může vést k lokalizaci nepružné deformace.
Pro tradičnı́ modely založené na lokálnı́ mechanice kontinua může docházet k nerealistickým
jevům, jako je lokalizace do libovolně malých zón, při nı́ž se disipovaná energie blı́žı́ k nule.
Takové výsledky nejsou fyzikálně přijatelné. Dalšı́ obtı́že nastávajı́ při numerickém řešenı́ me-
todou konečných prvků, nebot’ výsledky velmi silně závisejı́ na velikosti prvků a docházı́ k pa-
tologické závislosti řešenı́ na použité sı́ti.

Z matematického hlediska jde zprvu o úlohu s eliptickým operátorem, ale změkčovánı́ vede
ke ztrátě eliptičnosti a v jejı́m důsledku k již zmı́něným nesrovnalostem. Je tedy velice důležité
vědět, v jakých přı́padech jsou modely mechaniky poškozenı́ schopné objektivně popsat reálné
chovánı́ materiálu. Z tohoto důvodu je užitečné zabývat se podmı́nkami, za kterých docházı́
k lokalizaci nepružné deformace.

Hlavnı́m cı́lem této práce je popsat nutné podmı́nky pro vznik slabých nespojitostı́ (tj. ne-
spojitostı́ v poli deformace) při použitı́ izotropnı́ch modelů poškozenı́ dvou typů:

• modelů s jednı́m skalárnı́m parametrem poškozenı́ a s různými definicemi ekvivalentnı́
deformace (Mazarsova, Rankinova, upravená Misesova),

• modelu pro beton se dvěma skalárnı́mi parametry, který navrhli Comi a Perego (2001).
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2. Izotropnı́ modely poškozenı́

2.1. Modely s jednı́m skalárnı́m parametrem poškozenı́

Tato skupina modelů je popsána konstitutivnı́m vztahem

σ = (1− ω)De : ε (1)

kde σ je tenzor napětı́, ε je tenzor deformace, De je tenzor pružné tuhosti a ω je vnitřnı́
proměnná popisujı́cı́ poškozenı́. Rozvoj poškozenı́ je řı́zen zákonem poškozenı́

ω = g(κ) (2)

a zatěžovacı́mi–odtěžovacı́mi podmı́nkami

f(ε, κ) ≡ εeq(ε)− κ ≤ 0, κ̇ ≥ 0, f(ε, κ)κ̇ = 0 (3)

kde f je zatěžovacı́ funkce, g je funkce poškozenı́ souvisejı́cı́ s tvarem pracovnı́ho diagramu pro
jednoosou napjatost, εeq je ekvivalentnı́ deformace (tj. skalárnı́ mı́ra hladiny dosažené defor-
mace) a vnitřnı́ proměnná κ představuje maximálnı́ hodnotu ekvivalentnı́ deformace dosaženou
v dosavadnı́m průběhu deformačnı́ho procesu. Konkrétnı́ volba výrazu pro ekvivalentnı́ de-
formaci silně ovlivňuje tvar obálky pevnosti a také lokalizačnı́ vlastnosti modelu, jak bude
předvedeno později.

2.2. Model Comi–Perego

Tento izotropnı́ model se dvěma parametry poškozenı́ je vhodný pro popis betonu. Podle něj je
objemový modul pružnosti K redukován faktorem (1 − ωt)(1 − ωc), pokud je objemová část
deformace εV = Tr(ε) kladná, respektive (1 − ωc), pokud je záporná. Smykový modul G je
vždy redukován faktorem (1−ωt)(1−ωc). Vztah mezi napětı́m a deformacı́ je vhodné rozdělit
na objemové a tvarové změny:

σm = (1− ωc)K [(1− ωt)〈εV 〉 − 〈−εV 〉] (4)

s = (1− ωt)(1− ωc)2Ge (5)

Přitom σm = Tr(σ)/3 je střednı́ (hydrostatické) napětı́, s je deviatorická část tenzoru napětı́ a
e je deviatorická část tenzoru deformace. Výraz 〈εV 〉 značı́ kladnou část objemové deformace
a 〈−εV 〉 jejı́ zápornou část. Pro εV > 0 můžeme rovnice (4) a (5) přepsat do tvaru

σ = (1− ωt)D
c
e : ε (6)

kde
Dc

e =
(
K − 2

3
Gc

)
δ ⊗ δ + 2GcI (7)

je tenzor sečné tuhosti, Gc = (1− ωc)G je smykový modul redukovaný tlakovým poškozenı́m,
δ je jednotkový tenzor 2. řádu a I je symetrický jednotkový tenzor 4. řádu.

Na rozdı́l od předešlých modelů nejsou parametry poškozenı́ přı́mo závislé na ekvivalentnı́
deformaci, ale jejich vývoj je určen složitějšı́ zatěžovacı́ funkcı́. Každý parametr poškozenı́ je
sdružený s jinou zatěžovacı́ funkcı́, takže vývoj tahového a tlakového poškozenı́ je nezávislý.
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Zatěžovacı́ funkce byly původně definovány v prostoru napětı́, ale po dosazenı́ z rovnic (4)–(5)
je lze přepsat v závislosti na deformaci a poškozenı́:

ft(ε, ωt, ωc) = 4(1− ωt)
2(1− ωc)

2G2J2(ε)− 9(1− ωc)
2K2at[(1− ωt)

2〈εV 〉2 + 〈−εV 〉2]
+ 3(1− ωc)Kbtrt(ωt)[(1− ωt)〈εV 〉 − 〈−εV 〉]− (1− αωc)ktr

2
t (ωt)

(8)

fc(ε, ωt, ωc) = 4(1− ωt)
2(1− ωc)

2G2J2(ε) + 9(1− ωc)
2K2ac[(1− ωt)

2〈εV 〉2 + 〈−εV 〉2]
+ 3(1− ωc)Kbcrc(ωc)[(1− ωt)〈εV 〉 − 〈−εV 〉]− kcr

2
c (ωc)

(9)

kde J2 = e : e/2 je druhý invariant deviatorické části deformace, α, at, ac, bt, bc, kt a kc jsou
nezáporné parametry a rt a rc jsou bezrozměrné funkce, které souvisejı́ s tvarem pracovnı́ho
diagramu v jednoosém tahu a jednoosém tlaku. Přı́pady, kdy obě funkce poškozenı́ nabývajı́
záporných hodnot, odpovı́dajı́ pružnému stavu a poškozenı́ zůstává konstantnı́. Jakmile je dosa-
ženo hodnoty ft = 0, materiál se začne poškozovat v tahu a ωt začne růst. Obdobně ωc roste,
pokud je fc = 0. Kladné hodnoty zatěžovacı́ch funkcı́ jsou nepřı́pustné. To vše lze popsat
podmı́nkami

ft(ε, ωt, ωc) ≤ 0, ω̇t ≥ 0, ft(ε, ωt, ωc)ω̇t = 0 (10)

fc(ε, ωt, ωc) ≤ 0, ω̇c ≥ 0, fc(ε, ωt, ωc)ω̇c = 0 (11)

Jak již bylo zmı́něno, tvar pracovnı́ho diagramu závisı́ na bezrozměrných funkcı́ch rt a rc.
Jejich konkrétnı́ podoba, kterou navrhli Comi a Perego, je

ri(ωi) =

⎧⎨⎩1−
(
1− σei

σ0i

) (
1− ωi

ω0i

)2

pro ωi < ω0i[
1−

(
ωi−ω0i

1−ω0i

)ci
]0.75

pro ωi ≥ ω0i

i = t, c (12)

Přitom index i nabývá hodnot t nebo c, σei představuje meznı́ pružné napětı́ (mez úměrnosti), σ0i

je maximálnı́ napětı́ na vrcholu pracovnı́ho diagramu (pevnost), ω0i je odpovı́dajı́cı́ poškozenı́
a ci je bezrozměrný parametr.

3. Lokalizačnı́ podmı́nka

Základnı́m úkolem lokalizačnı́ analýzy je najı́t podmı́nku, při jejı́mž splněnı́ může dojı́t ke
vzniku slabých nespojitostı́, tj. skoků v poli deformace, při zachovánı́ spojitosti pole posunutı́.
Slabé nespojitosti typicky vznikajı́ na plochách oddělujı́cı́ch oblast lokalizované nepružné de-
formace od oblastı́, které se pružně odtěžujı́. Nutnou podmı́nkou vzniku slabé nespojitosti (Hill
(1958); Rudnicki a Rice (1975)) je singularita tzv. lokalizačnı́ho (akustického) tenzoru Q, který
závisı́ na tenzoru tečné tuhosti D podle vztahu

Q = n ·D · n (13)

kde n je jednotkový vektor kolmý na potenciálnı́ plochu nespojitosti. Pokud je determinant
lokalizačnı́ho tenzoru v daném bodě pro všechny jednotkové vektory n kladný, všechny složky
rychlosti deformace musejı́ zůstat spojité a k lokalizaci nedocházı́. K lokalizaci může dojı́t
pouze, pokud existuje nějaký jednotkový vektor n, pro který

det Q = 0 (14)

Z matematického hlediska je tato podmı́nka ekvivalentnı́ již zmı́něné ztrátě eliptičnosti. Je-li
splněna, má rovnice Q ·m = 0 netriviálnı́ řešenı́ m, které charakterizuje mód nespojitosti.
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4. Lokalizačnı́ analýza modelů poškozenı́

Ze základnı́ch rovnic a rychlostnı́ho tvaru rovnice (1) pro izotropnı́ model s jednı́m skalárnı́m
parametrem, resp. z rovnic (4)–(5) pro model Comi–Perego, odvodı́me tenzor tečné (okamžité)
tuhosti. Abychom mohli lokalizačnı́ podmı́nku odvodit pro oba modely současně, omezı́me se
u modelu Comi–Perego na situaci, kdy je εV > 0 a tlakové poškozenı́ je ωc = 0. Pracujeme
tedy s rovnicı́ (6). Tenzor tečné tuhosti má pak pro oba modely stejný tvar

Ded = (1− ω)De − g′σ̄ ⊗ η (15)

Pro prvnı́ skupinu modelů majı́ symboly v této rovnici následujı́cı́ význam: g′ = dg/dκ je
derivace funkce poškozenı́ g, σ̄ = De : ε je efektivnı́ napětı́ a η = ∂εeq/∂ε je tenzor druhého
řádu, který vznikl derivovánı́m ekvivalentnı́ deformace podle tenzoru deformace. Pro model
Comi–Perego majı́ výrazy z rovnice (15) odlišný význam. Parametrem poškozenı́ ω = ωt se
rozumı́ pouze tahová část poškozenı́, tenzor pružné tuhosti De je třeba nahradit tenzorem Dc

e a
veličiny g′ = g′f = − 1

∂ft/∂ωt
a η = ∂ft/∂ε jsou odvozeny ze zatěžovacı́ funkce ft a závisejı́ na

deformaci a poškozenı́.
Lokalizačnı́ tenzor odpovı́dajı́cı́ tečné tuhosti (15) má tvar

Qed = (1− ω)Qe − g′(n · σ̄)⊗ (η · n) = Qu − g′σ̄n ⊗ ηn (16)

kde Qu = (1− ω)Qe je sečný akustický tenzor a pro zjednodušenı́ zápisu jsme označili σ̄n =
n · σ̄ a η̄n = n · η̄. Jak ukázal Jirásek (2007), lokalizačnı́ tenzor Qed ve tvaru (16) je singulárnı́,
pokud

g′ηn ·Q−1
u · σ̄n = 1 (17)

Součin ηn · Q−1
u · σ̄n závisı́ na elastických konstantách, na okamžitém stavu materiálu a na

směru plochy nespojitosti, určeném vektorem n. Pro daný materiál a jeho stav je to spojitá
funkce proměnné n, definovaná na kompaktnı́ množině (všech jednotkových vektorů), která
tudı́ž pro jisté n nabývá maxima. Minimálnı́ hodnota g′, při které docházı́ ke ztrátě eliptičnosti,
je

g′crit =
1

max
‖n‖=1

(ηn ·Q−1
u · σ̄n)

(18)

Pokud je g′ < g′crit, lokalizačnı́ tenzor je pro každé n regulárnı́ a ke vzniku slabé nespojitosti
nemůže dojı́t. V kritickém přı́padě g′ = g′crit je lokalizačnı́ tenzor singulárnı́ právě pro jeden
vektor n, který maximalizuje výraz ηn ·Q−1

u · σ̄n. Konečně v postkritickém přı́padě g′ > g′crit

existuje nekonečně mnoho vektorů n, pro které je Qed singulárnı́.

5. Lokalizačnı́ analýza v jedné dimenzi

Pro zı́skánı́ lepšı́ představy o fyzikálnı́m významu kritické hodnoty g′ je užitečné provést loka-
lizačnı́ analýzu izotropnı́ho modelu poškozenı́ s jednı́m skalárnı́m parametrem pro úlohu for-
mulovanou v jedné prostorové dimenzi. V tomto přı́padě všechny tenzory nahradı́me skalárnı́mi
veličinami. Tenzor pružné tuhosti De nahradı́me Youngovým modulem E, ekvivalentnı́ defor-
mace εeq je rovna deformaci ε a tenzor η přejde na skalár η = dεeq/dε = 1. Jednotkový vektor
n, který určuje plochu nespojitosti, je také nahrazen skalárem n = 1. Ještě je třeba vyhodnotit
efektivnı́ napětı́ σ̄ = Eε. Po dosazenı́ všech těchto veličin do (15) dostaneme tečnou tuhost

Eed = (1− ω)E − g′Eε = (1− ω − g′ε)E (19)
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Lokalizačnı́ podmı́nku det Qed = 0 nahradı́me podmı́nkou Eed = 0, která znamená, že k lo-
kalizaci docházı́ na vrcholu pracovnı́ho diagramu, tedy při dosaženı́ maximálnı́ho napětı́. Od-
povı́dajı́cı́ hodnota g′crit odpovı́dajı́cı́ vymizenı́ tečného modulu je

g′peak =
1− ω

ε
(20)

Pro model Comi–Perego je situace o něco komplikovanějšı́. Tenzor η můžeme také nahradit
skalárem, který má však v tomto přı́padě složitějšı́ tvar

η = (1− ωt)
2(1− ωc)

2
(

2
3
− 2at

)
E2ε + (1− ωt)(1− ωc)Ebtrt(ωt) (21)

Tečná tuhost pak bude dána vztahem

Eed = (1− ω)E − g′Eεη = (1− ω − g′εη)E (22)

I v tomto přı́padě k lokalizaci dojde přesně na vrcholu pracovnı́ho diagramu.

6. Lokalizačnı́ analýza za rovinné napjatosti

Lokalizačnı́ analýza v jedné dimenzi byla velmi snadná, nebot’ všechny tenzory jsme mohli
nahradit skaláry a nebylo tedy třeba provádět maximalizaci funkce ηn ·Q−1

u · σ̄n přes všechny
potenciálnı́ plochy nespojitosti. V této části se budeme zabývat analýzou ve dvou rozměrech za
předpokladu rovinné napjatosti. Tenzor pružné tuhosti za rovinné napjatosti má tvar

De = 2G

(
I +

ν

1− ν
δ ⊗ δ

)
(23)

kde ν je Poissonův součinitel. Přı́slušný elastický akustický tenzor je

Qe = n ·De · n = G

(
δ +

1 + ν

1− ν
n⊗ n

)
(24)

Pro dosazenı́ do (18) potřebujeme vypočı́tat inverzi tenzoru Qu = (1− ω)Qe,

Q−1
u =

1

1− ω
Q−1

e =
1

(1− ω)G

(
δ − 1 + ν

2
n⊗ n

)
(25)

Pro přehlednost zavedeme funkci

f(n) = ηn ·Q−1
u · σ̄n =

1

(1− ω)G

[
n · η · σ̄ · n− 1 + ν

2
(n · η · n)(n · σ̄ · n)

]
(26)

Pokud tuto funkci přepı́šeme ve složkovém zápisu vzhledem k hlavnı́m směrům tenzorů σ a η
(oba majı́ stejné hlavnı́ směry), dostaneme polynom 4. stupně

f(n1, n2) =
1

(1− ω)G

[
η1σ̄1n

2
1 + η2σ̄2n

2
2 −

1 + ν

2
(η1n

2
1 + η2n

2
2)(σ̄1n

2
1 + σ̄2n

2
2)

]
(27)

Tento polynom musı́me maximalizovat s omezenı́m n2
1 + n2

2 = 1. Označı́me-li n2
1 = N1 a

položı́me N2 = 1 − N1, přejde funkce f na kvadratickou funkci jedné proměnné N1. Musı́me
ale zabezpečit splněnı́ omezujı́cı́ podmı́nky 0 ≤ N1 ≤ 1.
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Za předpokladu σ̄1 ≥ σ̄2 a η1 ≥ η2 je maximalizovaná funkce konkávnı́ a globálnı́ho maxima
nabývá pro

N1,crit =
η1σ̄1 + νη2σ̄1 − (1 + ν)(η1σ̄2 + η2σ̄1)/2

(1 + ν)(η1 − η2)(σ̄1 − σ̄2)
(28)

Pokud je tato hodnota záporná, je hledaným řešenı́m N1,crit = 0 a plocha nespojitosti je kolmá
na směr největšı́ho hlavnı́ho napětı́. Pokud je většı́ než 1, je řešenı́m N1,crit = 1 a plocha
nespojitosti je kolmá na směr nejmenšı́ho hlavnı́ho napětı́. Kritická hodnota g′ se vypočte jako
g′crit = 1/f(n1,crit, n2,crit), kde n1,crit =

√
N1,crit a n2,crit =

√
1−N1,crit. Lepšı́ představu o

chovánı́ modelu než g′crit nám dá kritická hodnota tečného modulu

Eed,crit = (1− ω − g′critεeq)E =

(
1− ω − εeq

f(n1,crit, n2,crit)

)
E (29)

Závislost lokalizačnı́ch vlastnostı́ na volbě výrazu pro ekvivalentnı́ deformaci ukážeme na
třech přı́padech:

• Mazarsova ekvivalentnı́ deformace

εeq =

√√√√ 3∑
I=1

〈εI〉2 (30)

η =
〈ε〉
εeq

(31)

• Rankinova ekvivalentnı́ deformace
εeq =

σ̄1

E
(32)

η =
1

E

∂σ̄1

∂σ̄
:
∂σ̄

∂ε
=

1

E
(p1 ⊗ p1) : De =

1

1 + ν

(
ν

1− 2ν
δ + p1 ⊗ p1

)
(33)

• upravená von Misesova ekvivalentnı́ deformace

εeq =
(k − 1)I1ε

2k(1− 2ν)
+

1

2k

√
(k − 1)2

(1− 2ν)2
I1ε

2 +
12kJ2ε

(1 + ν)2
(34)

Výsledky lokalizačnı́ analýzy pro tyto tři přı́pady za rovinné napjatosti jsou znáznorněny na
obrázcı́ch 1-3. Směr potenciálnı́ plochy nespojitosti je popsán lokalizačnı́m úhlem α, což je
úhel mezi normálou na plochu nespojitosti a hlavnı́ osou, odpovı́dajı́cı́ největšı́mu hlavnı́mu
napětı́. Tento úhel se vypočı́tá jako α = arccos n1,crit = arccos

√
N1,crit. Mı́sto hodnoty

g′crit je vykreslen kritický poměr tečného a sečného modulu Eed,crit/Eu. Jak lokalizačnı́ úhel,
tak hodnota kritického modulu závisejı́ na zvoleném typu ekvivalentnı́ deformace, Poissonově
součiniteli a napjatosti. Napjatost je charakterizována poměrem σ̄2/σ̄1. Pro jejı́ názorný po-
pis zavedeme v rovině hlavnı́ch napětı́ polárnı́ úhel θ, pro který platı́ σ̄1 = c cos θ a σ̄2 =
c sin θ, kde c =

√
σ̄2

1 + σ̄2
2 je nezáporné čı́slo. Pro σ̄1 ≥ σ̄2 je θ ∈ [−135◦; 45◦]. Hodnoty

θ = −135◦, −90◦, −45◦, 0◦, 45◦ odpovı́dajı́ dvojosému tlaku, jednoosému tlaku, smyku, jed-
noosému tahu a dvojosému tahu.
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Obrázek 1: Výsledky lokalizačnı́ analýzy pro Mazarsovu definici ekvivalentnı́ deformace:
(a) závislost směru plochy nespojitosti na typu namáhánı́, (b) závislost kritického tečného mo-
dulu na typu namáhánı́

(a) (b)

Obrázek 2: Výsledky lokalizačnı́ analýzy pro Rankinovu definici ekvivalentnı́ deformace:
(a) závislost směru plochy nespojitosti na typu namáhánı́, (b) závislost kritického tečného mo-
dulu na typu namáhánı́

Výsledky lokalizačnı́ analýzy jsou poněkud překvapivé. Pro Mazarsovu definici ekviva-
lentnı́ deformace (obrázek 1) je za jednoosého tahu lokalizačnı́ úhel nulový pouze v přı́padě nu-
lového Poissonova součinitele. Pro typickou hodnotu ν = 0.2 je plocha nespojitosti odkloněná
a neprocházı́ tedy kolmo k hlavnı́mu napětı́. Ještě vı́ce překvapujı́cı́ je kritická hodnota tečného
modulu. V některých přı́padech může k lokalizaci docházet dokonce ještě před dosaženı́m vr-
cholu pracovnı́ho diagramu. Neplatı́ tedy přı́liš zjednodušená představa, že lokalizace nastává
pouze při změkčovánı́. Pro jednoosý tah je kritická hodnota tečného modulu rovna nule a loka-
lizaci lze očekávat na vrcholu pracovnı́ho diagramu.

Na obrázku 2 jsou zobrazeny lokalizačnı́ vlastnosti modelu s Rankinovou definicı́ ekviva-
lentnı́ deformace. Pokud jsou obě hlavnı́ napětı́ záporná, k lokalizaci nemůže docházet. To je
logické, protože v tomto přı́padě nenı́ ekvivalentnı́ deformace podle Rankinovy definice kladná
a nedocházı́ vůbec k rozvoji poškozenı́. Pro jednoosý tah je lokalizačnı́ úhel opět nulový pouze
při nulovém Poissonově součiniteli. Ve většině přı́padů je kritická hodnota tečného modulu
kladná a k lokalizaci opět může docházet ve zpevňujı́cı́ části pracovnı́ho diagramu.

Nakonec uvažujme upravenou von Misesovu definici ekvivalentnı́ deformace (obrázek 3).
Na prvnı́ pohled se zdajı́ být tyto výsledky v dobrém souladu s našı́m očekávánı́m, napřı́klad
za jednoosého tahu je lokalizačnı́ úhel nulový a plocha nespojitosti je tedy kolmá ke směru
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Obrázek 3: Výsledky lokalizačnı́ analýzy pro upravenou von Misesovu definici ekvivalentnı́
deformace: (a) závislost směru plochy nespojitosti na typu namáhánı́, (b) závislost kritického
tečného modulu na typu namáhánı́

zatı́ženı́, avšak tečný modul dosahuje v tomto přı́padě výrazně kladné hodnoty a lokalizace
může nastat velmi brzy před dosaženı́m vrcholu pracovnı́ho diagramu.

Vlastnosti modelu Comi–Perego závisejı́ na celé řadě parametrů. Lokalizačnı́ analýza byla
provedena pro následujı́cı́ hodnoty (převzaté od autorů modelu): E = 31.84 GPa, ν = 0.2,
at = 0.25, bt = 3.16 MPa, kt = 9.8 MPa2, σ0t = 2.882 MPa, σet = 1.729 MPa, ω0t = 0.3,
ct = 2, ac = 0.003, bc = 2.804 MPa, kc = 233.4 MPa2, σ0c = 30.84 MPa, σec = 15.42 MPa,
ω0c = 0.555, cc = 2. Výsledky s takto zvolenými parametry se v podstatných rysech shodujı́
s intuitivnı́m očekávánı́m. Za jednoosého tahu i tlaku vycházı́ lokalizačnı́ úhel kolmý ke směru
největšı́ho hlavnı́ho napětı́. Za jednoosého tlaku docházı́ k lokalizaci na vrcholu pracovnı́ho
diagramu, což odpovı́dá ωc = 0.555. Při jednoosém tahu ovšem docházı́ k lokalizaci až ve
změkčujı́cı́ fázi pracovnı́ho diagramu, pro ωt = 0.4411.

7. Simulace lokalizace metodou konečných prvků

Některé výsledky zı́skané teoretickou analýzou byly ověřeny numericky metodou konečných
prvků. Simulovaný vzorek obdélnı́kového tvaru byl zatı́žen jednoosým tahem. Výpočty meto-
dou konečných prvků byly provedeny za předpokladu rovinné napjatosti, prvky byly čtyřúhelnı́-
kové izoparametrické s bilineárnı́ aproximacı́ a čtyřbodovou integracı́. Poissonův součinitel byl
pevně zvolen jako ν = 0.2.

Bylo sestrojeno několik šikmých sı́tı́, obsahujı́cı́ch natočené pásy prvků. Ukázalo se, že nu-
merické řešenı́ spontánně lokalizuje do vrstvy prvků, která je natočena o úhel velmi blı́zký úhlu
předpovězenému teoretickou analýzou.

Obrázky 4–5 dokumentujı́ vliv sı́tě konečných prvků na lokalizačnı́ vlastnosti. Na obrázku 4a
jsou předvedeny výsledky pro dvě různé sı́tě s izotropnı́m modelem poškozenı́ a Mazarsovou
definicı́ ekvivalentnı́ deformace. Lokalizované poškozenı́ je znázorněno červeně, modrá čára
značı́ úhel určený teoretickou analýzou. Obdobně jsou prezentovány výsledky na obrázku 4b
pro model s Rankinovou ekvivalentnı́ deformacı́. Obrázek 5 ukazuje lokalizaci pro upravenou
von Misesovu definici ekvivalentnı́ deformace na stejné sı́ti, pro různé hodnoty parametru k,
který udává poměr pevnostı́ v jednoosém tlaku a tahu.
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Obrázek 4: Výsledky simulace jednoosého tahu metodou konečných prvků na dvou různých
sı́tı́ch pro (a) Mazarsovu, (b) Rankinovu definici ekvivalentnı́ deformace

(a) (b)

Obrázek 5: Výsledky simulace jednoosého tahu metodou konečných prvků pro upravenou von
Misesovu definici ekvivalentnı́ deformace s poměrem pevnostı́ (a) k = 1, (b) k = 10
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projektu GAČR 106/08/1508.

9. Reference

Comi, C. & Perego, U. 2001: Fracture energy based bi-dissipative damage model for concrete.
International Journal of Solids and Structures, vol. 38, 6427-6454.

Hill, R. 1958: A general theory of uniqueness and stability in elastic-plastic solids. Journal of
the Mechanics and Physics of Solids, vol. 6, 236-249.
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