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POST-CRITICAL BEHAVIOUR OF BEAM LOADED BY
FOLLOWER FORCE

P. Frantik !

Summary: The paper is focused on numerical simulations of a cantilever beam
loaded tangentially by follower force at its free end (Beck’s column). Main purpose
was to discover post-critical behaviour of the beam.

1. Uvod

Stabilita konstrukei je ndroénym a zajimavym problémem i kdyZ se soustfedime na ty nejjed-
nodussi konstrukce. Tento pohled je podloZen i historickym vyvojem této problematiky, ktery
se neobesel bez prekvapivych zvratl. Jeden z takovych zvratu se tykal tzv. sledujiciho zatiZend,
které méni svij smér v zavislosti na tvaru konstrukce. AZ do poloviny dvacatého stoleti nebylo
zndmo, zda-li a za jakych okolnosti ztraci konzolovy nosnik zatiZeny na volném konci tangenci-
alni sledujici silou (anglicky také nazyvany Beck’s column) svou stabilitu, viz Elishakoff (2005).

Tento nosnik je zndzornén v deformovaném stavu na obrdzku 1.
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Obrazek 1: Konzolovy nosnik zatiZzeny sledujici silou.

Je znamo, viz Elishakoff (2005), Ze takto zatiZeny nosnik ztrati stabilitu. Z ptivodné nepohyb-
livého stavu se rozvine limitni cyklus. Jedna se o tzv. Hopfovu bifurkaci (zrod limitniho cyklu
z pevného bodu), viz napt. (Arnold, 1983; Macur, 1995). Pro tento kriticky bod plati (Beck,
1952):

ET
Fcr,follower ~ 2005?7 (1)

kde Fi,. tonower J€ Kritickd hodnota velikosti sledujici sily, L je délka nosniku a £1 jeho ohybova
tuhost. Tento bifurkaéni bod, pfedstavujici kvalitativni zménu stavu nosniku, 1ze s vyhodou
pouZzit pro testovani numerickych modeld.
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2. Numericky model

Model nosniku je ekvidistantné rozdé€len na tuhé dilce vzdjemné spojené klouby opatfené
linedrnimi ohybovymi pruzinami, viz obr. 2. Nosnik je uvaZzovéan konstantniho prifezu, pruzny
a velmi Stihly. Smykové pretvoreni a konstantni slozka normalového pretvoreni je zanedbéna.
Vlastnosti nosniku jsou diny jeho celkovou hmotnosti M, délkou L a ohybovou tuhosti £'].

S

Obrazek 2: Model konzolového nosniku se tfemi dilci.

Odvozeni déle uvedenych pohybovych rovnic modelu je podrobné uvedeno v Frantik (2004a).
Pohybové rovnice modelu Ize maticové zapsat v nasledujicim tvaru:

d
M&w:Quﬂ—Kgo—i-D—i-F,
(2)
d

&90
kde t je Cas, ¢ a w jsou vektory stavovych proménnych modelu, pfi¢emZ ¢ je vektor dhlovych
pootoceni jednotlivych dilct a w je vektor jejich thlovych rychlosti. M je matice setrvacnosti,
Q je specifickd matice bez zndmého fyzikdlniho vyznamu, K je matice tuhosti, D je vektor
momentd tlumicich sil a F je vektor momentt vnéjSich sil. Matice setrvac¢nosti M ma nasledujici
podobu:

= Ww.

- 32(n—2)+1)  3(2(n—3)+1) 3 1
2(3(n—1)+1) cos(p2 — ¢1) cos(ps — ¢1) T cos(pn — 1)
3(2(n —3) +1) 3
1 2(3(n—2)+1) cos(p3 — ¢2) T cos(pn — p2)
_ - 2
M = 6ml 28(n—3)+1) - COS(@:_ 0s) | ©)
symetrie

L 2 -

kde m je hmotnost dilce a [ je jeho délka. Je-li nosnik (ekvidistantn€) rozd€len na n dilcti pak
jednoduse plati m = M /n a obdobné [ = L/n. Indexovani dilct probihd od vetknuti po volny
konec (dilec u vetknuti ma index 1).

Matice Q mé nésledujici podobu:
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r 2(n—-2)+1) 2(n-3)+1) 7

0 sin(p2 — 1) sin(ps — 1) sin(pn — 1)
-(2(r-2)+1) (2(n—3) +1) _
3 sin(p2 — 1) 0 sin(ps — ©2) sin(en — @2)
Q= “ml? —(2(n—=3)+1) —(2(n—3)+1) o - 4)
6 sin(p3 — ¢1) sin(p3 — @2) 0 sin(pn — ¢3)
—sin(pn — 1) —sin(pn — ¢2) —sin(pn — ¢3) A 0 i
Matice tuhosti K je pdsovd s Sitkou pésu tfi (tfidiagondlni) a lze ji zapsat ve tvaru:
[ 3 -1 ]
-1 2 -1
S 7 )
-1
-1 2 -1
-1 1

kde £ je tuhost typické ohybové pruziny (vSech kromé pruziny ve vetknuti nosniku, kde je
dvojndsobna). Pro tuto konstantu plati k = E1/I.

Vektor momentd vnéjSich sil F 1ze psat ve tvaru:

COS 1 sin 1
Cos ¢ sin

F=rl| . |-Fl| .7 (©6)
COS sin ¢,

kde F}, je slozka sily F' plisobici na konci nosniku ve sméru osy x (osa nepretvoreného prutu)
a I, je slozka sily F' ve sméru osy y (osa kolmd na osu nepietvoreného prutu v roviné ohybu).
Pro tyto slozky plati:

F, = Fcos(a+ ¢,),

F, = Fsin(a + ¢,), )

kde « je uhel sledujici sily, ktery svird s poslednim dilcem (dilec s volnym koncem).

Tlumeni je oproti odvozeni Frantik (2004a) formulovano v jiném tvaru. Plvodni tvar, kdy
tlumici momenty zdvisely pouze na lokalni dhlové rychlosti dilce w; se prekvapivé ukazal jako
nevyhovujici?. Pro vektor moment tlumicich sil D plati:

n : n
COS 1 Zizl Dm,i sin 1 Zi:1 Dy,i

D—1 cosway i oDy Sin s 351 o Dy

cos Dy p, sin ¢, Dy 4,
kde D, ;, D, ; jsou slozky tlumici sily D; pro které plati:

2 Tento problém bude po rozsihlejsi analyze publikovan v budoucnu.
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Dz,i = —CM Uy,
D,;=—cmuvy;,,

€))

kde c je koeficient linedrniho viskdzniho utlumu a v, ;, v, ; jsou slozky rychlosti v; ¢-t€ho kloubu
(klouby jsou ¢islovany od vetknuti s indexem O po volny konec s indexem n). Pro tyto slozky
rychlosti plati:

Uy = —l1 Z§'=1 wj sin ¢;, (10)
Uy,i = 523:1 Wj COS @j.

Vektor momentd tlumicich sil D lze s uzitim vyrazi (8,9,10) upravit:

cos p1 3y (35w sin ;) sin 1 Yo7 (352 wj cos ;)
Cos Z:L: St w;sinp; sin Z;L: S Wi oS Y,
D =cml? 2 2 R #) +cmi? 72 2 o= #) . (11)
COS ©p, Z?:l wj sin @; sin @, Z;‘:l W; COS P;

Pohybové rovnice modelu jsou feSeny pomoci standardnich numerickych metod pro di-
sipativni dynamické systémy. Konkrétné je uZita modifikovand Eulerova metoda a metoda
Runge-Kutta.

3. Simulace

Pro nastaveni parametri numerické simulace pomoci uvedeného modelu byl uZzit ocelovy prut
s vlastnostmi odpovidajicimi redlnému Stthlému ocelovému nosniku. Hmotnost nosniku M =
9.03 gramd, délka L = 0.3 metrti, tuhost £I = 0.0053 Nm?, viz (Frantik, 2004a,b).

Prut byl modelovén 15 dilci, pficemZ bylo pomoci modelu s 20 dilci ovéfeno, zda to je
v daném rozsahu konfigura¢niho prostoru® dostate¢n& jemné déleni. Obdobné byl testovén krok
Casové diskretizace, ktery byl nastaven na jednu desetitisicinu sekundy (ovéfovan krokem jedné
stotisiciny sekundy a zménou numerické metody).

Vystiznost modelu 1ze charakterizovat porovndnim namétrenych a vypoctenych kritickych sil
(tj. vyznamnych bifurka¢nich bodi). Eulerova kritickd sila, pro kterou plati F,, = w2E[/4L>
byla naméfena 0.1453 N, ptficemz teoretickd hodnota je pfiblizné také 0.1453 N. Kriticka sila
pro sledujici zatizeni byla zméfena 1.1716 N (20 dilcit), které odpovida teoretickd hodnota
piiblizné 1.1807 N (odchylka pfiblizné 0.8%). Uvedme, Ze uvedend kritickd hodnota sledujici
sily odpovida konzervativnimu systému (bez utlumu). Je totiZ zavisla na velikosti koeficientu
utlumu ¢, viz tabulka 1.

Pro sledovani vyvoje simulace je nutné vybrat vhodné stavové veliCiny. Je to obzvlasté
dilezité, je-li chovani systému slozité. V takovém piipadé je uZiteCné provadét zobrazeni ve
fazovém prostoru a vyuZzivat konstrukce Poincarého map, viz (Macur, 1995). Pro tento tcel byly
vybrany stavové proménné posledniho dilce (dilec s volnym koncem), tj. ¢,, a w,. Poincarého
mapa je konstruovdna z podminky y,, = 0 A v, ,, > 0. Ukdzalo se, Ze tento zplsob provadén{
Poincarého mapy je pouzitelny jen do urcité urovné pootoceni.

3 Rozsah konfiguraniho prostoru lze zhruba popsat rozmezim pro parametr tlumeni ¢ = 0.001 az 100
N-s:kg=t-m~! a pro silu ' = 0 az 8 N. OvSem horni mez sily je zdvisld na velikosti dtlumu. Uvedend ma-
xim4lni hodnota je pro dtlum ¢ = 100 N-s-kg=1-m~1.
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Tabulka 1: Zavislost kritické sily na dtlumu.

C [N'S'kg_l'm_l] Fcr,follower [N]
0.001 1.1716

0.01 1.1716

0.1 1.1717

1 1.1721

10 1.1877

100 1.8118

Ze simulaci vyplynulo, Ze nejzajimavéjsi chovani vykazuji systémy s vysokym ttlumem,
konkrétné s koeficientem ttlumu ¢ = 100 N-s-kg=!-m~!. Toto zjistén{ je ale ovlivnéno nume-
rickou stabilitou resp. nestabilitou dloh s nizkym tdtlumem potazmo jejich ¢asovou narocnosti.

Na obr. 3 je vidét bifurka¢ni diagram pro tuto hodnotu ttlumu v rozsahu zatézujici sily F' = 1
az 8 N.

1.0

0.5 1

©n, [rad]

Obrazek 3: Bifurkacni diagram pro koeficient dtlumu ¢ = 100 N-s-kg~!-m~! a rozsah zat&Zujici
sily F'=1az 8 N.

Tento diagram byl vytvoren tak, Ze pro kazdou hodnotu parametru velikosti zatéZujici sily /'
byla znovu spusténa simulace z pocdtecniho nedeformovaného stavu, ktery byl opatfen velmi
malou imperfekci*. V po¢atedni fazi diagramu patrny vyskytkritické sily Fer foliower = 1.8118 N.

Z tohoto diagramu bylo vybrano nékolik bodt pro zobrazeni trajektorii a vyslednych limitnich
cykl, viz obr. 4. Trajektorie F' = 2 N je tésné za bifurkacnim bodem. Limitni cykly F' = 2 az
6.2 N jsou jednoduché s jednim bodem v Poincarého mapé. AvSak limitni cyklus F' = 6.5 N ma
JiZ tf1 body v Poincarého mapé.

4 Imperfekce byla zvolena statickd ve formé sily plisobici na volném konci nosniku kolmo na jeho nedeformovanou
stfednici. Jeji velikost byla zvolena 10710 N,
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Obrazek 4: Vybrané trajektorie véetné€ vyslednych limitnich cykli pro koeficient utlumu ¢ =
100 N-s-kg~'-m~!. Body na trajektoriich znazorfiuji jeji vyvoj — ¢asovy odstup mezi nimi je
konstantni (umisténi limitnich cyklu je patrné z bifurkacniho diagramu na obr. 3).

Z chaotické oblasti byla vybrdna konfigurace ' = 7 N. Odpovidajici trajektorie je zobrazena
na obr. 5 a Poincarého mapa na obr. 6. Z Poincarého mapy je patrné, Ze neni zvolena zcela
optimdlné. Ze zobrazeni je patrnd deformace atraktoru.

Nalezeni optimélniho zptisobu provadéni Poincarého mapy neni v této tloze jednoduché
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wy, [rad/s]

-500 - - :
32 24 -16 -08 0.0 0.8 1.6 24 32

©n [rad]

Obrézek 5: Trajektorie chaotického atraktoru /' = 7 N (pro prehlednost zobrazeni jsou vyne-
chény spojnice bodu).

500

400 H

300 +

200 -

Wy, [rad/s]

100 -

Pr [rad]

Obrézek 6: Poincarého mapa chaotického atraktoru F' = 7 N.

z diivodu nesnadné identifikace dalsi (alespon) jedné stavové proménné. Z teorie nelinearnich
dynamickych systémil je znamo, Ze pro vznik chaotického atraktoru je tfeba minimalné trojroz-
mérny fazovy prostor, viz napf. (Macur, 1995). Uvedeny numericky model ma4 sice stavovych
proménnych 2n, nicméné ,,optimdlni tfeti* proménnou Zadn4 z nich jednotlivé zfejmé netvori.
Proto byla vybrana integralni y,,. Nalezeni vhodné&jsi proménné je tedy otdzkou budouci.
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Pro ilustraci pohybu nosniku je na obr. 7 zobrazena poloha volného konce nosniku pii pohybu
na chaotickém atraktoru.
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Obrazek 7: Poloha volného konce nosniku pfi pohybu na chaotickém atraktoru /' = 7 N (pro
prehlednost zobrazeni jsou vynechany spojnice bodu).

4. Zavér

Clanek se vénoval ndroéné tloze pokritického ptisobeni konzolového nosniku zatiZeného sle-
dujici silou plsobici tangencidlné na jeho volném konci. Pro numerické simulace byl podrobné
definovan numericky model, schopny vypoctu velkych deformaci a velmi presné vystihujici
znamé bifurka¢ni body. Tento model ale diky Stihlosti, tedy 1 pruznosti pii velkych deformacich,
zanedbdva smykové a normdlové pretvoreni nosniku.

Byl uveden vliv koeficientu linearniho viskdzniho utlumu na velikost kritického zatiZeni.
Ukdzalo se, Ze se tato vyrazné méni az pii zna¢né velkém utlumu.

Pro vytvoreni bifurka¢niho diagramu a zobrazeni vybranych limitnich cykli resp. chaotického
atraktoru byl vybran systém s nejvyssi sledovanou trovni utlumu. S timto souvisela podrobné;i
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rozebrand problematika vytvareni Poincarého mapy. Bylo konstatovano, Ze navrzeny zplsob
provadéni Poincarého mapy je pouzitelny, ale nikoliv zcela optimdlni kvili deformaci mapy
chaotického atraktoru.

Zavérem poznamenejme, Ze pfi simulacich byla zjiSténa prekvapiva zéavislost velikosti kri-
tického zatiZzeni na definici Gtlumu. Tento problém zde nebyl podrobnéji rozebran, jelikoZ se
pfimo netykd uvedeného a zasluhuje si vét$i pozornost. Po provedeni vyzkumu o tom bude
referovano.

S. Podékovani

Clanek byl vytvofen v ramci projektu GACR 103/08/0275.

6. References
Arnold, V.,I. 1983: Tedria katastrof (orig. Teorija katastrof, vydavatelstvo Moskevské univerzity
1983), vydavatelstvo Alfa, Bratislava, 1983.

Beck, M. 1952: Die Knicklast des einseitig eingespannten, tangential gedriickten Stabes, Zeit-
schrift Angewandte Mathematik und Physik, Volume 3, Issue 3, p. 225-228.

Elishakoff, I. 2005: Controversy Associated With the So-Called “Follower Forces”, Applied
Mechanics Rewiev, vol. 58, p. 117-142.

Frantik, P. 2004: Nelinedrni projevy mechanickych konstrukci, dizertatni préce,
Ustav stavebni mechaniky FAST VUT v Brné, Brno 2004. Dostupnd na adrese:
http://kitnarf.cz/publications/2004/2004.08.dizertace/2004.08.dizertace.pdf.

Frantik, P. 2004: MéFeni volného kmitdni prutu v pokritickém stavu, sbornik Cesko — Slovenské
konference Experiment 04, CERM Brno 2004, p. 93-97.

Macur, J. 1995: Uvod do teorie dynamickych systémii a jejich simulace, skripta, nakladatelstvi
PC-DIR, Brno 1995.

297



