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AN ALGORITHM FOR CORNER NODES SELECTION IN THE
FETI-DP METHOD

J. Broz, J. Kruis !

Summary: This contribution deals with a selection algorithm of corner nodes
in the FETI-DP method. Selection procedure is based on heuristic rules based on
the topology of decomposed mesh. The algorithm selects minimal number of cor-
ner nodes. The number of corner nodes is possible increase by additional selection
procedure. Efficiency of the proposed algorithms is presented on several numeri-
cal examples. Simultaneously, the behaviour of the FETI-DP method for various
numbers of corner nodes is studied.

1. Uvod

Metody rozkladu oblasti na podoblasti jsou stéle Castéji pouzivany v numerickém modelovéni
v inZenyrské a védecké komunité. Tyto metody fesi problémy s velkymi naroky na pocitacovou
pamét a vypocetni Cas, které vznikaji pti feSeni rozsahlych dloh. Metody rozkladu oblasti na
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vykon a rozsdhlejsi paméft.

2. Metoda FETI-DP

Metoda FETI-DP (Dual-Primal Finite Element Tearing and Interconnecting) je jednou z metod
rozkladu oblasti na podoblasti bez prekryvu. Metodu FETI-DP publikoval v roce 2001 prof.
Farhat se svymi spolupracovniky v ¢lanku Farhat et al. (2001). Metoda byla vyvinuta kvuli
obtizim se singuldrnimi maticemi v piivodni metodé FETI a s komplikacemi spojenymi s ¢asové
zavislymi problémy s matici hmotnosti ¢i matici kapacity.

Podminky spojitosti na hranici mezi podoblastmi jsou zajiStény Lagrangeovymi multiplika-
tory. Jsou zde vSak také tzv. rohové uzly, které zajiSfuji podminky spojitosti. Definice ro-
hovych uzla je pro pravidlenou sit, kterd je rozloZena na pravidelné domény jednoducha. Na
druhou stranu nepravidelnd sit rozloZena pomoci programu pro rozklad sit€¢ (napt. METIS,
http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis) vede k problémtim s tim, které uzly sité maji
byt vybrany jako rohové. Je tfeba stanovit minimdlni pocet rohovych uzlli tak, aby matice
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podoblasti byly regularni. Teoreticky miiZze byt pocet rohovych uzli roven pocétu vsech uzla
na hranici mezi podoblastmi.

Metoda FETI-DP zavadi déleni nezndmych na dvé skupiny, na nezndmé uvniti podoblasti
a na neznamé na hranicich podoblasti. Vnitini nezndmé jsou eliminovdny a vznikd tak hruby
problém, ktery obsahuje pouze nezndmé na hranicich podoblasti. Upravy vedouci k hrubému
problému Ize najit v Kruis, J. (2006). Hruby problém ma pak po upravéch tvar

—Qled  Rlerl dld —s

e d!“ je vektor obsahujici nezndmé definované v rohovych uzlech

kde

e ) je vektor obsahujici nezndmé definované na ostatnich hrani¢nich uzlech
o Sled Flerl Rl FIl jsou jednotlivé bloky matice hrubého problému.

Z prvni rovnice (1) je mozné obdrZet vyjadieni pro vektor d'° v nasledujici formé
di = — (Sld) (—s — Floln) 2)

Po dosazeni vyjddieni pro vektor d z rovnice (2) do druhé rovnice ve vyjddieni (1) plyne
vztah

1

<F[rr} + F[rc} (S[cc])_l F[cﬂ) A= g — F[T'C} (S[Cc])_ S. (3)

Vice informaci o metodé FETI-DP je moZné nalézt v ¢lanku Farhat et al. (2001) a v knihdach
Kruis, J. (2006) a Toselli & Widlund (2005).

3. Algoritmus vybéru rohovych uzlu

Rohové uzly jsou vybirdny pomoci algoritmu, ktery byl stanoven na zdkladé¢ heuristickych pra-
videl, jez vychazeji ze znalosti topologie rozlozené sité. UrCeni rohovych uzli je zaloZeno na
tzv. uzlové multiplicité. Uzlovd multiplicita je definovéana jako pocet podoblasti, na kterych
dany uzel lezi. Algoritmus vyhleddva uzly, které maji vysokou uzlovou multiplicitu. Ty jsou
pak oznaceny jako rohové uzly. Vybrany jsou téz uzly, které maji pouze jeden sousedni uzel se
stejnou hodnotou uzlové multiplicity jakou maji ony a ostatni sousedé té€chto uzli jsou uzly uv-
niti podoblasti. Vzajemna vzdalenost mezi rohovymi uzly zjiSténd ze soufadnic je porovndna s
velikosti podoblasti a uzly blizko sebe jsou ze seznamu rohovych uzld vymazany. Je téZ mozné
vybrat dal$i rohové uzly pomoci ptidavného algoritmu. Pfidavny algorimus je zaloZen na defi-
nici hrani¢nich kfivek, které jsou definovany mezi dvéma rohovymi uzly urenymi pomoci uz-
lové mulitplicity. Nové rohové uzly je mozné ptidat pomoci nékolika typt dodate¢ného vybéru.

Vv

n ndhodné vybranych bodi na hrani¢ni kiivce.

Algoritmus vybéru rohovych uzli bude popsan pomoci prikladu rozkladu ¢tvercové oblasti
(viz obr. 1) na Ctyfi mensi téz Ctvercové podoblasti (viz obr. 2). Podoblasti jsou diskretizovany
pomoci ¢tyfuhelnikovych kone¢nych prvki (viz obr. 3). Algoritmus pro vybér rohovych uzla
vybere uzly s nejvétsi hodnotou uzlové multiplicity. V uvedeném piikladu je to rohovy uzel
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Obrazek 1: Nerozlozena oblast.

X

Obrazek 2: RozloZend oblast na Ctyii mensi podoblasti.

s Cislem 3 (viz obr. 4), uzly 1, 2, 4, 5 jsou vybrany pomoci heuristického pravidla, které je
soucasti algoritmu pro vybér rohovych uzli.

V nékterych piipadech v§ak mize dojit k tomu, Ze minimdlni pocet rohovych uzlti vybranych
pomoci zakladniho algoritmu nestaci a je nutné definovat pridané rohové uzly. Je-li hrani¢ni
kiivka dlouhd, mize dojit k velké deformaci hranice mezi podoblastmi (viz obr. 5) a zavedeni
rovnovahy pomoci Lagrangeovych multiplikatrti je naro¢né na pocCet iteraci v hrubém problému.
Z toho divodu je vhodné definovat dalsi rohové uzly. V uvedeném piikladu jsou vybrany uzly
v t€zisti hranicnich kiivek (viz obr.6). Po zavedeni dodate¢nych rohovych uzld se deformace
hranice zmensi (viz obr.7) a tim se sniZi pocet iteraci.

Algorimus pro vybér rohovych uzli 1ze pouzit pro jakoukoliv topologii sité. Algoritmus
nelze pouzi pro hybridn{ sité, tj. sit€ s riznymi typy kone¢nych prvki (napf. Ctyfsténny a Sesti-
sténny prvek).
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Obrazek 3: Diskretizované podoblasti kone¢nymi prvky.
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Obrazek 4: Vyznacené rohové uzly (pomoci krouzka).
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Obrazek 5: Oddéleni podoblasti ,,sepnutych” rohovymi uzly.
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Obrazek 6: Pfidané rohové uzly do tézist hrani¢nich kiivek.
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Obrazek 7: Oddéleni podoblasti po ,,sepnuti” pfidanymi rohovymi uzly.
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4. Numerické experimenty

Metoda FETI-DP a navrhovany algortimus vybéru rohovych uzll jsou implementovany v pro-
gramu SIFEL (http://cml.fsv.cvut.cz/~sifel). Pro numerické experimenty byla zvolena pravi-
delnd Ctvercova oblast. Tato oblast byla rozdélena na Ctyfi mensi Ctvercové podoblasti. Podob-
lasti byly diskretizovany pomoci ¢tyfuhlenikovych konecnych prvki se dvéma stupni volnosti
v jednom uzlu a riiznou velikosti sit€ na podoblastech (100x100, 200x200 a 300x300 prvka). Ve
vypoctu byla uvazovéna linedrni elasticita a rovinnd napjatost. V nulovych x-ovych soufadnicich
byly predepsany dirichletovské okrajové podminky a v maximalnich hodnotach x-ovych sou-
fadnic bylo pfedepsano uzlové zatizeni ve sméru os x a y (viz obr. 8).
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Obrazek 8: Okrajové podminky pro vypocet - numerické testy.

V prvnim kroku testovéani byl pro testovaci dlohy vybridn pouze minimdlni pocet rohovych
uzli a to pomoci zdkladniho algoritmu zaloZeného na uzlové multiplicité. Ve druhém kroku tes-
tovani byl pouZit i algoritmus pro dodate¢ny vybér rohovych uzlid. Dodate¢né rohové uzly byly

Vv

pfidany do téziSt hraniCnich kiivek. Pfi vyuZiti této moznosti doSlo pro vSechny uvaZované
ulohy ke sniZeni poctu iteraci v hrubém problému zhruba o deset procet oproti iloze s mini-
malnim poétem rohovych uzl (viz tab. 1). Také doslo ke snizeni doby feseni hrubého problému.
V tab. 1 je pouzito nasledujici oznacent:

e NN - celkovy pocet uzli

e NCN - celkovy pocet rohovych uzli

e NBN - celkovy pocet uzli na hranici

e NI - pocet iteraci v redukovaném problému

o Cas - &as feseni redukovaného problému

e min - vybran pouze minimalni pocet rohovych uzli pomoci zakladniho algoritmu

e centroid - dodatecné pridané uzly do t€ZiSt hrani¢nich kiivek
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hrani¢ni kiivky.

Sit NN NCN NBN NI Cas [s]
min | centroid | min | centroid | min | centroid | min | centroid
100x100 | 40401 5 9| 396 392 | 68 59 7 6
200x200 | 160801 5 9| 796 792 | 89 76 | 66 57
300x300 | 361201 5 9| 1196 1192 | 105 92 | 256 228

Ve tfetim kroku testovani byly na hrani¢nich kfivkach vybirany n-té uzly pro n od 2 do 10
a pak pro 20, 30, 40, 50, 60, 70 a 80. Vysledky téchto vypoctl shrnuji grafy na obr. 9, 10 a 11.
Z grafli na obr. 9 je mozné zjistit, Ze priddvanim rohovych uzli 1ze vyznamnym zptsobem sniZit
pocet iteraci a z grafli na obr. 10 l1ze vypozorovat snizeni doby feSeni redukovaného problému.
Z grafli na obr. 11 je vSak patrné, Ze po pocateCnim sniZeni celkové doby feseni problému
dochézi k ndristu ¢asu nutného pro celkové feseni. To je zplsobeno zvétsenim bloku Sl v
matici hrubého problému. V pripadé mininalniho poétu rohovych uzli, ktery je roven pro tuto
tilohu péti, ma blok Sl ve vyrazu (1) velikost 10x10. V piipadé vybéru kazdého patého uzlu
na hrani¢ni kfivce roven pocet rohovych uzli hodnoté 241 pro sit 300x300 prvki a velikost
bloku Sl ve vyrazu (1) je 482 a rozklad tohoto bloku trvd mnohem del$i dobu neZ pro blok
o velikosti 10x10. Z tohoto pohledu se jevi jako optimalni mensi pocet rohovych uzla (napf.
kazdy 30., 40. uzel lezici na hrani¢ni kfivce).
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Obrazek 9: Pocet iteraci v zavislosti na po¢tu rohovych uzli - vybran dodate¢né kazdy n-ty.

Ve ¢tvrtém kroku testovani byly na hrani¢nich kiivkach vybirdny uzly v ndhodnych pozicich
a to pro 2 - 10 uzly, 20, 30, 40, 50, 60, 70 a 80 uzld. Vysledky téchto vypoctl shrnuji grafy na
obr. 12, 13 a 14. Z graft je opét mozné vypozorovat, Ze s nartstajicim poctem rohovych uzla
klesa pocet iteraci a Cas feSeni redukovaného problému. OvSem obdobné jako v pfedchozim
piipadé po pocate¢nim snizeni celkové doby feSeni problému dochazi k jejimu nardstu pro
velky pocet rohovych uzlli. V tomto piipad€ se jevi jako optimdlni na hrani¢ni kiivku umistit
pouze maly pocet ndhodné umisténych rohovych uzll (napf. 2 - 10).

V patém kroce testovani byla pravidelna ¢tvercova oblast rozloZzena pomoci programu ME-
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Obrizek 10: Cas feseni redukovaného problému v zdvislosti na poétu rohovych uzld - vybran
dodatec¢né kazdy n-ty.

TIS na devét podoblasti (viz obr. 15). VSech devét podoblasti mélo nepravidelny tvar. Nejdiive
byl vybran pouze minimélni pocet rohovych uzll, poté byly dodate¢né vybrany uzly v tézZistich
hrani¢nich kfivek, kazdy 5., 10., 15., 20. a 25. uzel na hrani¢ni kfivce a nakonec 5, 10, 15, 20
a 25 nahodné vybranych uzlii na hrani¢ni kiivce. Vysledky tohoto testu jsou shrnuty v grafech
na obr. 16 a v tab. 2. Opét doslo s nartistem poctu rohovych uzla ke sniZeni poctu iteract, jak je
patrné z grafti na obr. 16. V tabulce 2 je pouzito nasledujici oznaceni:

e NI - pocet iteraci v redukovaném problému

e NCN - celkovy pocet rohovych uzli

e NBN - celkovy pocet uzlui na hranici

e min - mininalni pocet uzli

e centroid - dodate¢né pfidané uzly do t€Zist hrani¢nich kiivek

e rand 5 - dodate¢n€ nahodné vybranych 5 uzli na hrani¢ni kiivece

e n-th 5 - dodatecné vybrany kazdy 5. uzel na hrani¢ni kiivce
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Obrazek 11: Celkovy cas feSeni problému v zdvislosti na poctu rohovych uzll - vybran do-
datecné kazdy n-ty.
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Obrazek 12: Pocet iteraci v zavislosti na po¢tu rohovych uzli - n uzli - ndhodné vybrané pozice.
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Obrazek 13: Cas feSeni redukovaného problému v zavislosti na poctu rohovych uzld - n uzli -
nahodné vybrané pozice.
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Obrazek 14: Celkovy Cas feSeni problému v zavislosti na poctu rohovych uzll - n uzld - nadhodné
vybrané pozice.

138



Broz J., Kruis J. #187

Tabulka 2: Vysledky vypoctu pro nepravidelnou sit .

Metoda | NI | NCN | NBN
min 32 16 | 2127
centroid | 31 32| 2111
rand 5 21 158 | 1985
rand 10 | 18 | 298 | 1845
rand 15 | 17 | 409 | 1734
rand 20 | 16 | 508 | 1635
rand25 | 15| 619 | 1524
n-th 5 9| 664 | 1479
n-th 10 | 13 349 | 1794
n-th 15 | 15| 232 | 1911
n-th 20 | 17 177 | 1966
n-th25 | 18 135 | 2008

Obrazek 15: Pravidelnd Ctvercova oblast rozlozend na 9 nepravidelnych podoblasti.
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Obrazek 16: Pocet iteraci v zavislosti na poctu rohovych uzll - nepravidelna sif na podoblas-
tech.

5. Zavér

Navrhovany algoritmus umoziiuje vybrat minimalni pocet rohovych uzli. Umoziuje také za-
husténi poctu rohovych uzlli na zdkladé raznych kriterii. Vysledky ukazuji, Ze pfidanim ro-
hovych uzlii dochdzi ke sniZeni poctu itraci a doby feSeni hrubého problému. Je vsak nutné
uvazit vhodny pocet pridanych uzli. V piipadé jejich velkého poctu na jedné podoblasti dochazi
k prodlouZeni doby nutné pro kondenzaci matice tuhosti podoblasti a vysledna doba vypoctu

Vv v

malého poctu uzli (napt. kazdy 10., 20. uzel na hrani¢ni kiivce) na hrani¢ni kiivku.
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