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1.

Zékladni dkol pfi aeroelastickém navrhu mostu spoc¢iva ve formulaci interakce samobuzenych
sil s odezvou konstrukce. Z teoretického hlediska vede tato interakce ke vzniku nekonzerva-
tivnich, respektive gyroskopickych sil, které ovliviiuji leny matice tuhosti, respektive matice
utlumu soustavy a mohou byt pfiinou ztrity stability této konstrukce. Interni mechanismus
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ildings are susceptible to vibrations under certain circumstances due to wind load
action or due to special aeroelastic effects. Interaction between structural response
and wind load, having the influence on the stability, is nowadays of basic impor-
tance in advanced technical design of such structures. Finding the stationary points
and determining stability characteristics of a system is an important undertaking
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and permits a semi-trivial solution of two types, one of which being unstable. Apart
from that the response may be non-trivial in both phase coordinates. Conditions of
existence of stationary points and their types are investigated using primarily the
Lyapunov function. The procedure presented is applicable for Hamiltonian holono-
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on the generalised forces. The singular points are classified with respect to their
asymptotically stable/unstable character together with adequate physical interpre-
tation. Attention is paid to attractive and repulsive areas surrounding these points.
Using this background several types of post-critical response in non-linear formu-
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amplitudes of both components, or quasi-periodic response processes having a form
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degrees of freedom.
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samobuzeného kmiténi je silné ovlivnén nelinearitami rozli¢né drovné. Na linedrni urovni, jako
specidlniho pfipadu trovné nelinearity prvniho fddu, lze formulovat dvé paralelni vétve ana-
lyzy samobuzenych sil. Jedna se o dudlni pristupy v casové a frekvencni oblasti, z nichZ kazda
poskytuje urcité vyhody, viz Caracoglia (2003). Aeroelasticky problém zahrnujici modelovéni
aerodynamickych sil vzniklych v ndhodném nestacionarnim proudu vzduchu s uvaZzovéanim ne-
linearit je shrnut v publikaci Chen (2003). Pro praktickou potifebu piimého stanoveni kritické
rychlosti se pouzivd modelu s kombinovanym casové-frekvencnim zdpisem i pres to, Ze ke kvan-
titativnimu vyhodnoceni je nutné pouZzit iterativnich metod vypoctu. Z matematického hlediska
jsou vsak tyto modely silné problematické, nebot’ zahrnuji mnoho pfedpokladu, které nemohou
byt splnény jiz naptiklad v ptipadé, Ze odezva ztrati Cisté harmonicky charakter s jednoznacné
,»viditelnou* frekvenci, viz Ndprstek (2000).

Kromé toho tato analyza ukdzala zna¢nou pestrost zavéra ziskanych z terminologické nejed-
noznacnosti a experimentt. Tato jistd roztfiSténost ma ziejmé historické diivody. Problematikou
aeroelasticity se zabyvala fada oborl bez vyznamnéjsi vzdjemné komunikace. Kazdy z nich
se pohyboval v jiné oblasti parametri, a tudiz zdirazioval jiné piistupy k problematice, k je-
jim individudlnim vétvim a také k mnoha rtiznym oblastem nestability a bifurka¢nich bodd.
systému. Ackoliv né€které z t€chto piistupi umoziuji na jedné strané predpovédét spodni meze
ztraty aeroelastické stability, nedovoluji analyzu postkritického chovéni se silné nelinedrnim
charakterem, které je z hlediska mozné restabilizace systému rozhodujici. Jednim z dalSich
dilezitych hledisek je skutecnost spocivajici v moznosti vzniku autoparametrické resonance,
viz Tondl (1997), zvlasté s ohledem na moZnou nelinedrni restabilizaci. VSechny tyto jevy jsou
vysoce nebezpecné piredevSim s ohledem na degradaci konstrukénich vlastnosti, nebot’ tsti do
postkritické odezvy obsahujici zpravidla superharmonické slozky. V nékterych piipadech se
takové konstrukce mohou chovat jako selektivni rezonatory. Na druhé strané nékteré nelinearni
efekty, které vznikaji z té€chto interakci, mohou piisobit jako stabiliza¢ni faktory. Jsou zpiisobilé,
alespon po urcitou dobu, obnovit néktery z niZ$ich typu nestability poté, co konstrukce ztratila
svou exponencidlni nebo asymptotickou stabilitu, Tondl (1999). Nékolik specialnich jeva, které
vychazeji z existence parametrickych Sumil a nesymetrie matice tuhosti a matice ttlumu, bylo
velmi uspésSné teoreticky popsano napiiklad v publikaci Néprstek (2001).

Obr. 1. Schematicky obrdazek modelu se dvéma stupni volnosti v proudu vzduchu.

Vedle cistého analytického pfistupu existuje ve svétové literatufe velky pocet experimental-
nich praci, které se vztahuji k tématu, viz napf. Ricciardelli (2002). Kazda z uvedenych védec-
kych vétvi vytvorila svou vlastni experimentdlni zdkladnu danou okamzZitou potfebou s diirazem
na typickou mnozinu parametrii. Neni proto v kone¢ném disledku ziejmé, ktery z parametra je
z hlediska ztraty stability rozhodujici a ktery se vztahuje jen k specidlnimu pfipadu. Nejasna role
jednotlivych parametri systému pii ztraté stability tak vede k potfebé systematického studia,
zaloZeného na vyvoji jednotného teoretického i experimentdlniho pfistupu, pokryvajiciho jak
znamé pripady ztraty aeroelastické stability (galloping, flutter), tak i restabilizacni a repulsivni
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chovani zpiisobené nelinedrnimi a nesymetrickymi ¢astmi modelu.

Predkladany obecny matematicky model popisuje vertikdlni a torzni vibrace prismatického
nosniku podle obr. 1, ktery je obtékdn proudem vzduchu podél své delsi strany. VyuZijme sku-
teénosti Ze nosnik je symetrick}’/ vzhledem ke svym dvéma osém a stfed kroucenl’ je identicky
vazani aeroelastlckych tvart je tudiz zptisobeno vyhradné proudénim a oscilacemi v ohybu a
kroucent, které vytvareji Casové proménny zdvih L(¢) a moment M (). Problematika stanoveni
aeroelastickych sil, ¢i koeficienti, je probirdna do zna¢nych detaild v mnoha monografiich, nové
viz. napf. Strgmmen (2006). Vztah mezi silami a proudem vzduchu je vSak vétSinou popsin
linearnimi vztahy. Aerodynamické soucinitele, které jsou ptivodem aeroelastickych interakci, se
vyjadfuji jako funkce tzv. redukované frekvence x = d - w/V/, coz respektuje skute¢nost vycha-
zejici z fyzikdlni podstaty, Ze se nejednd o statické hodnoty, nybrz Ze své hodnoty s frekvenci
méni. Napiiklad zdvizna sila v ptipadé ¢ist€ harmonického pohybu s nizkou, respektive vysokou
frekvenci bude mit zcela rozdilnou amplitudu. Z matematického hlediska je tedy takovy koncept
pfijatelny pouze v ptipadech, kdy je odezva systému Cisté harmonicka.

Dynamickou odezvu §tihlého prutu s proporciondlnim dtlumem miiZeme formulovat jako
¢asové linedrni kombinaci vlastnich tvarti. Vzhledem k ortogonalité jsou vlastni tvary vzajemné
nezdvislé v deterministické oblasti. Pokud netvoii vlastni frekvence shluky a jsou mezi nimi
dostate¢né rozdily, je mozné vyslovit domnénku, Ze odezva konstrukce muze byt dostate¢né
popsana pomoci nékolika mélo prvnich vlastnich tvari. Je-1i rozdil mezi prvni vlastni frekvenci
v ohybu a v krouceni nizky, Ize vyvodit z praktickych pozorovani a energetickych rozbort,
ze kmitani znamé jako flutter l1ze obvykle uvazovat jako kmitani sloZené ze samostatnych
oscilacnich tvarG bez vlivu tvarii ostatnich. S ohledem na kvalitativni analyzu skute¢ného
nosniku je mozné v takovém piipade€ vytvorfit matematicky model se dvéma stupni volnosti.
Matice tuhosti bude formulovana tak, aby frekvence odpovidaly vlastnim frekvencim ptivodniho
nosniku.

K popisu chovéni nosniku volime nasledujici obecny zapis slozeny Ze dvou diferencidlnich
rovnic, viz Ndprstek (2007):

i — 2wt + Wi = Ko (1 = Yuu® = Yup®) (bu @t + bupsp) +
+ K (1 = Buutt® = Bup®®) (Cuutt + Cupp) (a) "
P — 2wy + W = K;(1- ”YsouuQ - ’Ysososb2)( pull + bppp) +
+ K1 - @ouuQ - ﬁwgoz)( Coull + Coptp) (b)

nebo alternativné:

i — 2wp e+ wiu = Kp(1 — Bt — Bup?) (Cuntt + Cupp + byt + by ) (a) @
G — 2w + wigp = Kj(1 = B,ut? — Bppp?®) (—Coutt + Cppp — boutt + bypp)  (b)

V rovnicich (1), (2) jsme oznacili: w, - vlastni frekvence vertikdlniho pohybu, w, - rotaéni
vlastni frekvence, wy,, Whe - tlumeni. Soucinitelé 3;; a 7;; reprezentujl ndsobky nelinedrni ¢4sti
a tvoff nesymetrické matice. Parametry c;;, b;; tvoii rovnéZ nesymetrické matice a mohou byt
povazovany za dobfe znamé aeroelastické derivace, které je nutné stanovit pomoci experimentd.

Koeficienty K ;, K, zavisi na geometrii prifezu a vyjadiuji charakteristiky vétru:

1
K, =-——oV?-2d ; Ky = oV 2 3
o @ » Ky=570 3)
pri¢emz: V' - rychlost vétru, d - hlavni (typicky) rozmér prifezu, o - hustota vzduchu za béZnych
podminek.
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Zavedeme-li externi buzeni na pravé strané rovnice (la), bude posunuti u(t) rozdilné od
nuly, zatfmco rotace o (t) mize byt za uréitych podminek identicky nulova. Podobny vysledek
obdrzime, pokud externi buzeni zavedeme pouze na pravé strané rovnice (1b). VySe uvedené
uvahy plati analogicky pro soustavu rovnic (2). Zhruba fe¢eno, modely (1) a (2) jsou oriento-
vany na nelinearity, které jsou popsany rychlostmi a vychylkami. V tomto smyslu mohou byt
srovnavany s pohybovymi rovnicemi systému s jednim stupném volnosti s nelinedrni tuhosti
(Duffingova rovnice) kombinované s rovnici, kde nelinedrni tltumenf je funkci kvadrétu rychlosti
odezvy (Rayleighova rovnice), nebo naopak v kombinaci s rovnici, kde skute¢ny Gtlum zavisi na
kvadratu vychylky (Van der Polova rovnice). V disledku toho nazyvame systém (1) systémem
Rayleigh-Duffingovym a rovnici (2) systémem Van der Pol-Duffingovym.

2. VySetrovani stability

Soustfedme se nyni na piipad, kdy je systému umoznéno pohybovat se pouze s rotaénim stupném
volnosti. A¢koliv se jednd o zjednodusujici predpoklad, dovoluje provést analyzu nejdilezitéj-
Sich vlastnosti modelu a porozumét vlivu jednotlivych parametrl ¢i najit zrod anebo zanik
periodické orbity pfi zméné charakteru stability. VySetfovani stability nelinearniho systému v
okoli staciondrnich bodl mtize byt v prvnim kroku provedeno pomoci odpovidajiciho linear-
niho modelu, pfi¢emZ je nutné mit na zfeteli omezeni takového kroku, napiiklad jedna-li se o
analyzu v okoli bodu zndmého jako stied linearniho systému, nebo potfebujeme-li znét oblasti
asymptotické stability.

Relativné jednoduchy postup pouzijeme v situaci, kdy je staciondrni bod hyperbolicky, a
tedy vSechna vlastni ¢isla linearizac¢ni (Jacobiho) matice maji nenulovou redlnou cast. Jsou-li
vSak vlastni ¢isla Jacobiho matice v rovnovazném bod¢€ ryze imaginarni, nemtze byt lokalni
dynamika v jeho okoli popsana jen na zakladé€ znalosti téchto vlastnich ¢isel. Zda je rovnovazny

bod stabilni, nestabilni nebo asymptoticky stabilni, zavisi totiZ na vysSich, nelinedrnich, ¢lenech
rozvoje.

Usudek ohledné stability rovnovazného bodu si miizeme udélat na zakladé rozboru vlastnosti
vhodné pomocné funkce zvané Ljapunovova funkce . Jeji totdlni Casovy diferencidl ¥ lze
identifikovat s mirou zmény funkce ® podél trajektorie predstavujici feSeni systému v bodé
fazové roviny. K sestaveni Ljapunovovy funkce neexistuje obecnd metoda a €asto jsme odkazani
na metodu pokusu a omylu. Nicméné pouZzijeme-li nékteré obecné vlastnosti mechanického
systému, miZeme obdrzet uspokojivé vysledky. Napfiklad ndstroje zaloZené na energetické
bilanci anebo na prvnich integrdlech systému jsou mnohdy velmi efektivni. Nékteré ndvrhy a
procedury této metody lze nalézt napiiklad v monografii Glendinning (1993). Pokud systém
obsahuje nékolik prvych integrali, Ize Ljapunovovu funkci psat jako jejich linearni kombinaci.
Koeficienty této linedrni kombinace 1ze povazovat za Lagrangeovy multiplikatory, pfi¢emz je
nutné je stanovit tak, aby vysledna funkce méla vlastnosti pozitivné definitni kvadratické formy.

Ljapunovovu funkci stanovime na zakladé pomérné jednoduchych vztahii znaimych z elemen-
tarni algebry, které 1ze vyuZit pti konstruovani pozitivné definitnich nebo negativné definitnich
funkci. Pfedpokladdme tedy funkci ve tvaru:

(g, ) = ko® + gt + my)? )
Tato funkce je pozitivné, respektive negativné definitni pouze tehdy, je-li k£, m > 0, respektive

k,m < 0a4dkm —1? < 0, respektive 4km — [2 > 0. Systém je stabilni, pokud je totalni derivace
Ljapunovovy funkce podle ¢asu negativné definitni.
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2.1. Rayleigh-Duffingova a Van der Pol-Duffingova verze rovnice

Pokud uplatnime pfedpoklady uvedené v prfedchozim odstavci, miZzeme Rayleigh-Duffingiiv
systém napsat v nasledujicim redukovaném tvaru:

o =19, 5)
V== [2wh — Kby (1 — Yopth?)] ¥ — [Wi — Kjcpp (1 — @9%02)} ¥

zatimco Van der Pol-Duffingova verze rovnice by méla néasledujici z4pis:
oY : . : (©)
V== 2w — Kybpu(l = Bpp®) ¥ — [ o Kycpp(1 = Bopp )} P.

Soufadnice rovnovaznych bodu lze urcit z feseni piislusnych algebraickych rovnic vyplyvajicich
zrovnice (5) nebo (6) a z pozadavku, aby prvé derivace na levé strané rovnic byly nulové. Kazdy
z téchto systémil pfipousti tfi nezavisla feseni. Prvé feseni odpovida piipadu, kdy je jak rychlost,
tak vychylka rovna nule:

p=0; ¢=9=0 (7
Druhé a tfeti feSeni zahrnuje nulovou rychlost, coZ plyne z prvé rovnice, zatimco druhd rovnice
ziska tvar:

p=03 p=1 = £/ (Kscp — w2)/(Ksbpotn,) = %a ®)

Témito kroky zjistime polohu vSech tff rovnovaznych bodi: Py = (0,0) aPy 3 = (£a,0). Body
P5 a P3 jsou vzhledem k pocatku symetricky poloZeny na ose z, tudiZ je moZné se zabyvat pouze
jednim z nich. Abychom mohli analyzovat rovnovadzny stav v bodé P», zavedeme uZiteCnou
transformaci, kterd ndim dany a bod presune do pocatku souradnicového systému.

p=a+&; P=0+¢ 9)
Pro transformovanou Rayleigh-Duffingovu rovnici (5) potom plati:
¢
§ ) ) ) (10)
¢ = —[2wp — Kbpp(l — 75,(*)] € — [Wg; — Kjcpu(1 = Bpp(u + a) )] (§+a)

2.2. Analyza stability

V ptedchozich odstavcich jsme stanovili, Ze systém ma4 tii rovnovazné stavy v bodech P, P5 a
P3. Linearizované rovnice vektorového pole daného pravymi stranami rovnic (5) ¢i (6) vedou
na charakteristickou rovnici a k vlastnim ¢islim Jacobiho matice, kterou piSeme:

0 ;o1

=] - (W2 — oo K7 (1 = 30,,0%)] 3 — [2wh — bpp K5 (1 = 37,,0°)] (11)

Charakteristickym polynomem v bodé P; je ndsledujici rovnice:
A =N+ X(2wpp — by K5) + W) — oo Ky (12)
Obdobné v bodé P, obdrzime charakteristicky polynom ve tvaru:

A =N+ X2wpp — by Kj) — 202 + 2¢,,K (13)
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Nyni jiZ neni obtiZné vypocist vlastni ¢isla v misté€ rovnovaznych bodi, které budou vyuzity pri
hodnoceni typu stability pivodnich nelinearnich systémi kromé& né€kolika singuldrnich piipada.

s v

V bodé P lze vlastni ¢isla stanovit z rovnice (12) s timto vysledkem:

1 1
)\172 = —E(QUJIM — b<p¢KJ) + 5\/(2(4)1)90 — b%OKJ)Q — 4(&)3 — C%OKJ) (14)

7 w7

Vlastni ¢isla v bod€ P, obdrzime ze vztahu (13):

1 1
Mo = =5 (2w — b Ky) £ 5\/ (2 — by K )2 — 8(w2 — oK) (15)

Samotnd analyza stability se provede na zdklad¢ Jacobiho matice (11).

V dalsi ¢asti této kapitoly jsou vykresleny pribéhy derivace Ljapunovovy funkce na trajektorii
reprezentujici feSeni systému a umoZznujici stanovit, zda se jedna o stabilni rovnovazny bod c¢i
nikoliv. Pochopitelné to zdvisi na vybéru parametri. Jak je patrné z obr. 2, 3 a obr. 4, 5,
Ljapunovovy funkce @ a jejich derivace ¥ jsou zobrazeny pomoci vrstevnic. PferuSované ¢ary
znazoriiuji negativni hodnoty, tuéné znacené Cary jsou vrstevnice nulovych hodnot obou funkci
a plné ¢ary zobrazuji kladné hodnoty.

Miéme-li vzorce pro vypocet vlastnich ¢isel, dokdZeme z nich vycist, Ze o charakteru stability
rovnovaznych bodii rozhoduji v podstaté dva klicové parametry. V piipadé€ rovnice Rayleigh-
Duffingova typu, rovnice (5), se jedna o nésledujici vztahy:

"R — waw — K‘jbww 3 TorR — wi, — C%OKJ. (16)
V piipadé rovnice Van der Pol-Duffingovy dané soustavou (6) obdrZzime analogickymi kroky

(nicméné s ponékud rozdilnym vysledkem) dva parametry, které zna¢ime 1y and 7oy .

Grafy na obr. 2 jsou piikladem Ljapunovovy funkce a jeji ¢asové derivace vztahujici se k
systému (5) v okoli bodu P;. Obé funkce jsou popsany rovnicemi:

2

<I>=902+ws0+%; U =-3p" = 30p° — ¢* — 60%p — Yo — 6y* —*  (17)

Funkce @ je pozitivni v celém okoli pocétku, zatimco funkce ¥ je negativni.

— _ _y\ Wb ¥
2 \1\1 2 ‘1\ N \\1\ 2
~ —~
=T N\
e A TEINSCOINY
ESSINN

NN
NN

Obr. 2. Priklad Ljapunovovy funkce (vlevo) a jeji derivace (vpravo) systému (5) v okoli bodu
Pi.71r > 0,795 > 0ar?y — 4dreg > 0; rovnovéazny bod je stabilni.

Na obr. 3 je demonstrovan pribéh obou funkci v okoli bodu Ps.
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Obr. 3. Priklad Ljapunovovy funkce (vlevo) a jeji derivace (vpravo) systému (5) v okoli bodu
Py.m1p > 0, 79r < 0ariy — 8ryr > 0. Rovnovédzny bod je stabilni.

Dalsi dva priklady na obr. 4 a 5 dokumentuji chovani Ljapunovovy funkce a jeji derivace
vztahujicich se k Van der Pol-Duffingové rovnici v bodech P; a P,. V okoli bodu P; plati pro
tyto funkce vztahy:

2

@ = — o W= —5p" — 100 + 6% + Yo+ 1 (1)

Z obrazki je patrné, Ze specidlni vybér parametrii 1y, a 79y vede k tomu, Ze funkce ¢ mize
reprezentovat kriticky sedlovy bod a systém ztrati v tomto bodé stabilitu.

Obr. 4. Priklad Ljapunovovy funkce (vlevo) a jeji derivace (vpravo) systému (6) v okoli bodu
Py.ry < 0, 9y < 0 and 7%y, — 49y > 0. Rovnovéha je nestabilni.

¢

Obr. 5. Priklad Ljapunovovy funkce (vlevo) a jeji derivace (vpravo) systému (6) v okoli bodu
Po. 71y > 0, rop < 0 and T%v — 87y > 0. Rovnovazny bod je nestabilni.
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2.3. Ryze imaginarni a nulova vlastni ¢isla

7 w7

Podivejme se na pripad stability a bifurkace rovnovahy soustavy rovnic (5), kdyz vlastni Cisla
prislusné Jacobiho matice vytvareji ryze imagindrni dvojici. K tomuto piipadu dojde, viz vzo-
rec (14), budou-li splnény nasledujici podminky:

r1=0 ; r>0 (19)

Podminky (19) jsou obecné platné jak pro rovnici Rayleigh-Duffingovu, tak i pro jeji Van der
Pol-Duffingovu verzi.

Prekracuji-li vlastni ¢isla Jacobiho matice imagindrni osu, dochdzi ke zméné typu stability.
Tento jev je zndzornén na obr. 6 a 7. Za této situace prochdzime degenerovanym piipadem
soustavy rovnic (5), kterou miZeme psat v takovém piipadé ve tvaru:

p =1

; (20)
Y = —waﬂww?’ - (Wz - KJCgogo)SO - ﬁwwKJcapgo(pg

Levy graf v obr. 6 zndzoriuje pfipad feSeni soustavy rovnic (20), kdyZ r; = 0 a ry > 0.
S vyuzitim pfevedeni systému do Jordanova tvaru a s vyuZitim vlastnosti Ljapunovovy funkce a
principu invariance zjistime, Ze po&tek je asymptoticky stabilni. Re$ime situaci ryze imaginarni
dvojice vlastnich Cisel, kterd vede ke spirdlovému rovnovaznému bodu.

Pokud je r; = ro = 0, dochdzi ke specidlnimu piipadu. Pocétek je asymptoticky stabilni,
nicméné pribliZzovani jiZ neni exponencialni, protoZe se nejedna o hyperbolicky rovnovazny bod
soustavy rovnic (20).

Konec¢né pravy graf na obr. 6 reprezentuje piipad, kdy dojde k poruSeni druhé podminky (19).

Jedna se o stav, kdy 7 = 0 a r, < 0. Vlastni Cisla jsou redlné se shodnou absolutni hodnotou.
Pocatek P, je nestabilni a v rovin€ vzniknou dva asymptoticky stabilni body P, Ps.
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0.5 0.5 0.5
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Q¥ 2040608 1 =——525040608 1 ¢
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-0.5
-0.75 ~-0.75
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Obr. 6. Fazovy diagram degenerovaného piipadu popsaného soustavou pohybovych rovnic (20).

Na obr. 7 je patrny vznik superkritického limitniho cyklu. Prekro¢ime-li s vlastnimi Cisly
imaginarni osu, dostdvime nestabilni pocatek a limitni cyklus - levy graf. Prostfedni graf

predstavuje piipad, kdyzZ je pocatek asymptoticky stabilni jako disledek podminek r; > 0 a
r9 > 0. Pravy graf zobrazuje ptipad, kdy r, < 0ary > 0.
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Obr. 7. Vibrace se vznikem superkritického limitniho cyklu.

3. Experimentalni FeSeni

Navrh poddajnych konstrukci, ktery respektuje vliv nestabilit typu flutter, se neobejde bez
experimentalniho a numerického modelovani. Experimentélni ¢innost v aeroelasticité¢ se po
dlouhou dobu orientovala na ziskéni tzv. aeroelastickych derivaci a na stanoveni kritického stavu,
resp. ziskdni bodt pocatku aeroelastické nestability. V soucasnosti se jednd o pomérné dobie
zvladnuty ukol, ktery vSak nevyhovuje skutecné podstaté flutteru, kde dochazi k ,,okamzitému*
zlomu stability s velkou amplitudou odezvy. Z hlediska zakladniho vyzkumu, jakoz i z hlediska
pouZitelnosti a doby Zivota konstrukce, je dulezité ziskat informaci o chovani systému nejen
pied krizovym stavem, nybrz také béhem prechodu a pfedevsim v postkritickém stadiu.

Autofi provedli fadu numerickych analyz a experimentdlnich méteni pro proménlivé para-
metry a pocate¢ni podminky. Ukézalo se, Ze odezva je mimotadné citliva na jejich velmi malé
odchylky. Tlustraéni piiklad vysledkd numerického modelovani odezvy nosniku pojatého jako
soustava se dvéma stupni volnosti je piedveden na obr. 8. V okoli kritického bodu miiZze am-
plituda vibraci dramaticky vzristat, mize dojit ke stabilizaci a k opétovnému ndristu, pricemz
dochdzi k prelévani energie mezi dvéma tvary kmitdni - stupni volnosti. Numericky byla tato
analyza provedena pro vice hodnot parametrt, véetné rychlosti vétru.

@ u
0.15
0.01 0.1
0.05
0 0
-o.osv
-0.01 o
-0.15
t
2 4 6 8 10 2 4 6 8 o'

Obr. 8. Casovy pribeh rotaéniho pohybu ¢ (vlevo) a linedrni vychylky u (vpravo) zjisténé
numerickym vypoctem; hodnota koeficientl 3;;,v;; atd. ziistdvala konstantni; na obrdzku je
zietelné prelévani energie mezi dvéma stupni volnosti.

Pti experimentech bylo vyuZzito nového zkuSebniho zatizeni podle obr. 9, jez bylo vyvinuto

specidlné pro aeroelastické zkouSky a popsédno v publikaci Ndprstek (2007). UmoZiiuje respek-
tovat matematické predpoklady zaroven s moznosti velmi rychlé obsluhy pfi zméné parametra
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konstrukce. Po pfipevnéni testovaného profilu na zkuSebni zafizeni se méfily tlakové sily jak
pfi pohybech s malymi (linedrnimi) vychylkami, tak i pfi pohybech s vysokymi amplitudami.

Zkoumaly se pfipady, kdy dochdzelo ke ztrité stability za podminek, kdy béhem experimentu
se rychlost proudu v aerodynamickém tunelu rovnomérné zvySovala. Zvlastni pozornost se
vénovala detailni odezvé testované soustavy v postkritickém stavu pfedevsim v rotacni sloZce,
kdy jsou linearni modely zcela nedostatecné. Jeden z takovych piipadl se vznikem limitniho
cyklu je znazornén na obr. 10. Uk4zalo se, Ze rotace nosniku pfed dosazenim bifurkacniho bodu

jsou nepatrné. Pfi zachovani konstantni rychlosti proudu (vétru) ziskal limitni cyklus podobu
Rayleigh-Duffingova typu.

Studovaly se tfi typy nosniku pro rtizné poméry stran obdélnikového profilu. Jejich vychylky
se méfily akcelerometry. Pfiklad vysledkii méfeni je uveden na obr. 10 a 11. Tento piipad
je vztazen k vysledkiim odezvy s vysokymi amplitudami na modelu obdélnikového prifezu
s pomérem stran 1:5 umisténého v méticim zafizeni.

Obr. 9. Nové vibra¢ni zafizeni urcené k identifikaci nelinedrnich aeroelastickych jeva.

1

‘\“-m 1%

\\\\\\

55 60 65 70! -02 -0.1 0 0.1 02 ¢

Obr. 10. Vlevo: pohyby zkusSebniho télesa s velkymi amplitudami v aerodynamickém tunelu;
¢erchovand ¢dra naznacuje tlaky na povrchu télesa; tlaky sméfujici ven z télesa jsou kladné,
tlaky sméfujici dovnitf jsou zdporné; vpravo: odezva konstrukce a fazovy diagram ziskany
z experimentd za rostouci rychlosti proudu az do stddia vzniku limitniho cyklu.
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Obr. 11. Linearni identifikace aeroelastickych derivaci na modelu mostu pro vychylku (vlevo)
a krouceni (vpravo).

Tlaky byly zaznamendvany celkem Sestndcti tlakovymi snimaci vyusténymi na povrchu
modeld. Cerchovand ¢ara v levé ¢asti obr. 10 predstavuje tlaky na vrchni plose télesa, ¢arkovana
¢ara tlaky na spodnim lici. Tato strategie dovolila porovnani nejen odezvy nosnikii, nybrz i sil

v jednotlivych bodech povrchu.

Tato procedura byla vyuZzita nasledujicim zptisobem: vychylky a pootoc¢eni experimentalné
ziskané v aerodynamickém tunelu byly dosazeny do levych stran rovnic (1). V dal§im kroku
byly vyhodnoceny pravé strany, které reprezentuji aeroelastické tlaky. Srovnani vysledki pro
levou stranu (modr4 kiivka) a pravou stranu (Cervena kiivka) je patrné z obr. 11. D4 se fici, Ze v
pripadé€ svislého posuvu u, rovnice (1a), si obé kiivky dobie odpovidaji - levy graf. Z porovnéni
kiivek pro pootoceni ¢, rovnice (1b) - pravy graf, vyplyvaji jisté rozdily mezi levou a pravou
stranou. Pfi¢inou je linedrni model pouZzity pro identifikaci. Jeho nedostate¢nost za béznych
podminek se mnohem vyraznéji projevuje u pootoceni ¢ nez u posuvu u.

4. Zavér

Podrobnd analyza nelinedrniho matematického modelu kroutivé-ohybového flutteru umoznila
teoreticky popis fady vlastnosti tohoto aeroelastického jevu. Tento rozbor v sobé obsahuje li-
nedrni pristup charakteristicky pro nizké rychlosti proudu, kdyZ systém prochdzi podkritickym
stabilnim reZimem. Hlavnim piinosem v pfislusné diferencidlni soustavé jsou vSak nelinedrni
¢asti Duffingova, Rayleighova a Van der Polova typu v zobecnéné viceslozkové formé, kterd
se vyznacuje cyklickou symetrii. Tyto nelinedrni ¢leny ptisobi jako logicka expanze linearniho
piistupu. Proces matematického modelovéni sledoval spiSe intuitivni kroky a inherentni popis
chovéani procest znamych z experimentt a numerickych feseni ve dvojrozmérném i tfirozmér-
ném prostoru.

Zakladni vlastnosti nelinearniho systému byly prozkoumany v oblasti pfechodd hranic sta-
bility. Byly posouzeny moZznosti postkritické restabilizace na drovni stabilnich limitnich cykla
(v pripadé jejich existence). Za pouZiti navrZenych nelinedrnich ¢lend a modeld Ize popsat
fadu pomérné znamych efektl typickych pro postkritické rezimy rozli¢ného typu. Mezi jinymi
bylo detekovano né€kolik druhti rozvétveni rovnovéahy s oividnymi vétvemi stabilni a nestabilni
rovnovahy. Vyzna¢nym vysledkem je sestaveni podminek existence a pfisluSnych portrétt limit-
nich cykld. S tim souvisi identifikace kvazi-periodického, ¢asto vyrazné nesymetrického prenosu
energie mezi jednotlivymi stupni volnosti. K rozboru chovani systému v okoli rovnovdznych
bodu byla vyuzita Jacobiho matice vektorového pole.

Po ztraté stability trividlniho feSeni mé systém s jednim stupném volnosti snahu stabilizovat
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se ve formé harmonického nebo periodického feseni. Ristu amplitud odezvy po ztraté stability
je zamezeno vyznamnou energetickou bariérou. Systém ma sklon k odezvé ve vSech slozkach
pohybu. Pokud dojde k pfekondni této energetické bariéry, systém se destabilizuje a jeho odezva
zacne rast nade vSechny meze. Tento typicky proces ma n€kolik mezistupiiti a specidlnich stavii,
které vznikaji na zakladé vhodnych kombinaci parametrii naznacenych v textu. Ljapunovova
metoda se ukdzala jako velmi cennd pfi poskytnuti obrazu o chovani systému v pfipadé mnoha
stavil, kombinaci parametrii a po¢ate¢nich podminek.

Vysledky, ke kterym dospéli autofi v tomto ¢lanku, zavisi do jisté miry na hodnotach vstup-
nich parametrii. V praktickych piipadech tyto parametry mohou byt identifikovany experimen-
talné a za pouZiti nekonvenénich metod, které kombinuji méfeni a numerické postupy. Na vyvoji
téchto metod se intenzivné pracuje.
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