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NUMERICAL ANALYSIS OF THE FOKKER-PLANCK EQUATION
FOR SYSTEMS WITH MULTIPLICATIVE AND ADDITIVE NOISES

J. Naprstek, R. Kral *

Summary: Fokker-Planck (FP) equation is frequently used when the response of
the dynamic system subjected to additive and/or multiplicative random noises is
investigated. It provides the probability density function (PDF) representing the
key information for further study of the dynamic system. Various analytic and
semi-analytic solution methods have been developed for various systems to obtain
results requested. However numerical approaches offer a powerful alternative. In
particular Finite Element Method (FEM) seems to be very effective. A couple of
single dynamic linear/non-linear systems under additive and multiplicative random
excitations are discussed using FEM as a solution tool of the FP equation.

1. Uvod

Existuje fada metod analyzy odezvy a stability dynamickych soustav s vnéj$im buzenim, které
ma povahu nahodnych procesti proménnych v ¢ase. Da se fici, Ze klasické metody feseni téchto
problémt zaloZené na korelac¢nich ¢i spektralnich principech jsou efektivni pouze v piipadé
linedrnich uloh s aditivnim gaussovskym buzenim. I kdyz o dil¢im pouziti téchto metod lze
uvazovat i v obecnéjSich pfipadech, jejich ucinnost je tfeba vzdy velmi dobfe zvazit. Postup
feSeni by se mohl i v jednoduchych piipadech snadno odchylit od piivodniho zdméru a vysledek
by neddval odpovéd na puvodni zadani. Diivodem je fada skrytych vlastnosti t€chto metod
opirajicich se v podstaté o princip superpozice. Tuto silnou zdrZenlivost je tedy tfeba uplatnit ve
vSech pripadech multiplikativniho ndhodného buzeni a zejména potom u nelinedrnich soustav.

Mnohé z téchto potizi tltumi anebo odstranuje vyuZiti teorie Markovovych procest. Metody na
nich zaloZené jsou mnohem obecnéjsi z hlediska typu a skladby dynamické soustavy. Obsahuji
vsak v sobé nékteré podminky omezujici piipustné typy vstupnich procestii. Obvykle je nutné
predpokléddat, Ze budici procesy jsou Wienerova typu. V takovém piipadé€ Ize hustotu pravdé-
podobnosti odezvy (PDF) popsat Fokker-Planckovou (FP) rovnici, kterd pfipousti evoluci PDF
v Case. Pokud se tuto funkci podaii najit s pfijatelnou presnosti, d4 se fici, Ze ziskany vysledek
je ptirozenym rozSifenim deterministického vysledku. PIné popisuje ndhodny charakter odezvy
a umoznuje odvodit 1 dal$i specidlni vlastnosti, jako je jeji frekvencni skladba a dalsi.

2. Fyzikalni soustava a Fokker-Planckova rovnice

Chovéni dynamické soustavy se obvykle popisuje pomoci diferencidlni soustavy v norméalnim
tvaru. Tato soustava je obecné podrobena soucasné deterministickym a ndhodnym budicim
procestim, které jsou funkcemi Casu. Ndhodné Gc¢inky se zavadéji oddélené ve tvaru jistych
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linearnich kombinaci vstupnich procesti. D4 se fici, Ze dostate¢né€ obecnou soustavu Ize vyjadrit
ve tvaru:

dz;(t)
dt

= fi(x,t) + gjr(x, O)w,(t) , x=[21,...,%a,) , n — poCet stupiii volnosti (1)
w,(t) - gaussovské bilé Sumy s konstantni vzdjemnou hustotou K,; = E{w, - w;};

r,s = 1,m, , m — poCet pusobicich Sumi
E{-} - operdtor matematického stfedu v gaussovském smyslu,

fi(x,t), gjr(x,t) - spojité deterministické funkce stavovych proménnych x a ¢asu; j = 1, 2n.

Je-li mozné vstupni procesy w;, w, pokladat za spojité bilé gaussovské Sumy, lze soustavé (1)
pfifadit FP rovnici pro nezndmou PDF odezvy v proménnych x, ¢:

Ip(x, 0 1 0?
P ) e ) + 5 0 plet) (2
ot) = £05 0+ o G2 0 = Ko g 1) 3)

k;(x,t) - koeficienty driftu; ki (x, t) - koeficienty difuze.

Rovnice (2) je linedrni parabolickd parcidlni diferencidlni rovnice. Lze ji najit i s podrobnym
odvozenim a analyzou riznych vlastnosti v fadé monografii prvotné vénovanych stochastickym
diferencidlnim rovnicim, viz napt. Gihman & Skorohod (1972), Bolotin (1979), Pugachev &
Sinitsyn (1987), Lin & Cai (1995), Arnold (1998) a mnoho dalSich. Mimoto existuji stovky
specidlné zamérenych Casopiseckych publikaci na toto téma uvetejnéné béhem nékolika deseti-
leti. Existuji sloZit€jsi a obecnégj$i varianty FP rovnice obvykle odvozené pro specidlni skupiny
uloh (negaussovské vstupy, problémy optimalni filtrace, identifikace, atd.). Nejcastéji uvadény
je vSak jeji zakladni tvar (2).

Je moZné uvazovat i o obecnéjSich formulacich soustavy (1), kdy ndhodné a deterministické
vnéjsi ucinky jsou zcela provazany a popsany vzdy jednou nelinearni funkci na pravé strané
prislusné rovnice. Ve fyzikdlnich aplikacich se vSak objevuji jen vyjimecné a zminéné mono-
grafie se jimi podrobnéji nezabyvaji. I v pfipadech, kdy je nezbytné nelinedrni vstup ndhodného
procesu respektovat, je mozné si obvykle pomoci zavedenim pomocnych proménnych a tako-
vyto vstup modelovat jako vysledek nelinedrni filtrace bilého Sumu zavedeného prostiednictvim
linedrni kombinace jako v zdkladnim pfipadé.

Pokud jsou koeficienty driftu a difuze nezévislé na Case, je z hlediska aplikaci obvykle snaha
zaméfit se na staciondrni feSeni FP rovnice, nebot’ dava nejdilezitéjsi informace o dlouhodo-
bém chovani systému. Je-li odezva systému staciondrni, hustota pravdépodobnosti odezvy neni
zavisla na Case, a proto se anuluje leva strana rovnice (2).

V fadé ptipadt je vSak nezbytné hledat nestaciondrni feseni rovnice (2), i kdyZ jsou koeficienty
driftu a difuze nezavislé na ¢ase. Divodem miiZze byt fyzikdlni podstata problému, nutnost
posoudit pfechodovy jev anebo skuteCnost, Ze staciondrni feSeni neexistuje, napt. Soize (2001),
Néprstek (2005). Uloha se v takovém piipadé zna¢n& komplikuje, nebot je tieba vyfesit otdzky
pfipadné post-kritické konvergence feSeni, apod. Nicméné FP rovnice v zdkladnim tvaru je
linearni, a proto se dd uvazovat o analogiich riznych metod, které jsou zndmy z klasické
deterministické analyzy. Je v§ak nezbytné respektovat specifické vlastnosti operatoru (2), které
mohou pouzitelnost té€chto metod v konkrétnich ptipadech ovliviiovat ¢i znemoZziovat.
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Otéazkou je, jaké metody zvolit pro feSeni této rovnice v piipadé konkrétni mechanické
soustavy. Praci na toto téma bylo uvefejnéno tisice. I kdyZ existuji nékteré ptipady analytic-
kého feSeni v uzavieném tvaru, viz zminéné monografie a fadu dalSich praci, prevdzna vétSina
publikaci se zaméfuje na piibliZzna feSeni rizného typu.

Prvni skupinu metod lze nazvat postupy semi-analytickymi. Jsou zaloZeny na dopliicich a
upravach Cist€ analytickych vysledkt. VyuZivaji napt. vlastnosti Boltzmannovy entropie prav-
dépodobnosti, pracuji s riznymi varianimi principy, vyuZivaji rozkladt podle stochastickych
momentil ¢i kumulantd, atd. Asymptotické metody jsou shrnuty v monografii Grasman, van
Herwaarden (1999). Mnoho dalSich metod je popsdno v monografiich, jako jsou jizZ vySe zmi-
néné knihy, nebo v mnoha specidlnich Clancich, viz napt. Weinstein, Benaroya (1994).

Druhd skupina vychdzi z Cist€ numerickych postupt. Obsahly prehled o stavu poznédni ve
vyuziti numerickych metod pro feSeni FP rovnice byl uvefejnén kolektivem dvaceti autort
Schuéller (edt.) (1997). Pred timto 1 po tomto datu byla publikovana fada praci, které se vénuji
vyuziti metody kone¢nych prvki (MKP) pro feseni FP rovnice. Prvni pokusy o vyuZziti MKP pfi
feSeni FP rovnice sahaji do sedmdesatych let. Za prvni skute¢né systematické prace zavadéjici
MKP do této problematiky lze pokladat price Bergmana, Spencera a spoluautord. Jmenujme
na piiklad: Bergman & Heinrich (1981), Bergman & Spencer (1992), Spencer & Bergman
(1993), Bergman et al. (1996), Masud & Bergman (2005), atd. MoZnost numerického feSeni FP
rovnice pomoci MKP pfipomnéli neddvno Néprstek & Kral (2008). PfestoZe piinos téchto praci
je nesporny, autorska zakladna se stdle nezdd byt pfili§ Sirokd. Zatimco diivéjsi citované prace
se zaméfuji na soustavy s jednim stupném volnosti, cilem autorti této studie je dopracovat se v
blizké budoucnosti k bézné tesitelnosti PDF pro dynamické soustavy s mnoha stupni volnosti.

Mnoz{ autofi se zabyvali riznymi aspekty specidlnich variant MKP v souvislosti s Galerkino-
vou metodou uplatnénou na FP rovnici, kterd neni samoadjungovand, a proto vyzaduje nasazeni
varianich metod zaloZenych na operacich ortogonalizace. Otdzkdm staciondrnich feSeni se
vénuji napt. Langley (1985), ¢i Langtangen (1991), multiscale ndstrojim mezi mnoha jinymi
napt. Masud & Khurram (2004). U&innost MKP v feSeni FP rovnice se zd4 velikd. Ndstroj MKP
umoziiuje bez velkych potiZi opustit jinak obtizn€ pfekonatelny pfedpoklad gaussovskych Sumi
ve vstupech v soustavé (1). Pokud se FP rovnici podaii sestavit i pro jiné vstupni Sumy, napf.
poissonovské fetézce, metoda funguje pomérné spolehlivé, viz napf. Wojtkiewicz et al. (1999)
s ndvaznosti na dal$i prace, napt. Vasta (1995), Grigoriu (1996), Di Paola & Vasta (1997). For-
mulace feSeni, kdy nékteré stavové proménné mohou nabyvat hodnot pouze na daném intervalu
a na hranicich maji sloZzité;jsi okrajové podminky, necini potiZe.

Zaroven vsak nelze prehlédnout nékteré nedostatky MKP v této aplikaci. Zavést skutecné
deterministickou poc¢atec¢ni podminku pro hustotu pravdépodobnosti ve formé Diracovy funkce
je v podstaté nemozné, coz ovSem nemusi pfili§ vadit. Hors{ je otdzka rstu poctu nezavislych
proménnych s poctem stupnd volnosti soustavy (1). Tim ostatné trpi i analytické metody fesen.
Zde se toto uskali projevuje nékolika faktory. Prvnim je nutnost vyhodnocovat integraly na ko-
necnych prvcich v prostoru o velkém poctu dimenzi (pfi n stupnich volnosti ma prostor dimenzi
2n). DalSi nepfijemnosti je exponencialné rostouci rozsah soustavy obycejnych diferencidlnich
rovnic, ktera vznikne diskretizaci vyrazu na pravé strané rovnice (2). Problematické miiZe byt
feSeni staciondrniho problému (s nulovou levou stranou v rovnici (2)) zejména na nekonecné
velké mnohorozmérné oblasti, kdy mizi ¢astecné nebo tplné diskrétni povaha vlastnich ¢isel
FP operatoru. Sestavime-li ke konkrétni soustavé (1) FP rovnici (2), musime pokazdé sestrojit
novy konec¢ny prvek, nebot’ v koeficientech driftu a difuze rovnice (2) jsou obsazeny veskeré
informace o skladbé soustavy (1).

Presto se zd4, Ze v fadé prakticky vyznamnych pfipadt vyhody prevazuji a MKP by tak mohla
poskytnout cenny efektivni prostiedek pro feSeni FP rovnice. Uvedeme nékolik ukazkovych
piikladi soustav s jednim stupném volnosti s buzenim aditivnim i multiplikativnim gaussovskym
Sumem. K nékterym vysledkiim fesSeni MKP existuje analytické feSeni at'uz v uzavieném tvaru
nebo pfiblizné, které se da odvodit z Boltzmanova feSeni, viz napt Lin & Cai (1995). Soucasné je
vhodné si uvédomit, Ze soustavu (1) je obvykle mozné po transformaci do Itoova tvaru podrobit
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pfimému numerickému feSeni. Je vSak nezbytné prihlédnout k jeji stochastické povaze, viz
napf. Kloeden, Platen (1992). To ndm umoZni porovnat vysledky ziskané prostfednictvim MKP
s vysledky analytickych vypocti a s vysledky pfimého numerického feseni.

Nejprve upozornime na n€kolik vlastnosti kone¢nych prvki a metod numerické integrace
pouzitych v daném piipad€. Vzhledem k nesymetrii FP operdtoru a jeho dal§im vlastnostem
byla za zdklad vypoctu zvolena Galerkinova metoda v Petrovové tpravé. Z divodi vylouceni
jakékoli sekundarni nehomogenity byla oblast rozdélena ve vSech piipadech na ¢tvercové prvky
o stejné velikosti, bez jakéhokoli zhustovani v mistech “dramati¢téjSich” zmén PDF. FP rovnice
je linedrni a v konkrétnich ptipadech, o kterych budeme hovofit, pouze ve dvou prostorovych
proménnych x = (x1, z2). V tomto piipadé tedy prozatim odpadé problém vyrazné mnohoroz-
mérnosti prvkil a je moZné integrovat klasickymi postupy. Vzhledem k tomu, ze FP rovnice je
v proménnych x 2. fddu, postaéi prvky s linedrni aproximaci mezi uzlovymi body, abychom
splnili pozadavky na stupeni “hladkosti” aproximacnich funkci a ziskali tak zaruku konvergence,
pokud feSeni FP rovnice existuje a je stabilni. Zavedme tedy v oboru jednoho prvku aproximacni
funkci, viz obr. 1, sloZenou z tvarovych funkci:

pe(af,25) = E S ooy (et a5)  pf(af,25) = pj; Py(X1,X;)
pll = (hl -+ 2x1)(h2 + 21’5)/4h1h2,
p12 = hl — 2x¢ )(hQ + 2%2 /4h1h2,
)
)

( )
P51 = (ha + 22%)(hy — 225) /4Ry ho,
P5e = (hl —2x%)(he — 2932)/4h1h2-

2§, x§ - soufadnice v rdmci jednoho kone¢ného prvku,
pj; - tvarové funkee, Obrézek 1: Schéma aproximace
Pé - hodnoty PDF v uzlech prvku, PDF v oboru kone¢ného prvku.

hi, ho - rozméry prvku.

Jako jednoduchou ukdzku predpokladejme, Ze v soustavé pasobi pouze jediny aditivni Sum
W, (0 = 2,m = 1). Pro funkce g;, tedy zavedeme konstanty: g;; = g1 = 0,091 = g2 =
1. Aproximaci (4) dosadime do rovnice (2). DalSimi kroky v Galerkin-Petrovové smyslu se
dopracujeme k maticim M€, S¢ (2 x 2) pro jeden prvek. Prvky téchto matic plynou ze vzorci:

Z / PijPrdridrs , 0 — integrani oblast jednoho prvku

kl=1¢,
(9f1($1,.1'2,t> af2(x(12ax57t)>
-y / i (P L
e e e a a apze a %
+Pij (fl(xlaxmt) 8pk1l + fa(x], 25, 1) ;;Z) + Koq (91:; al;l;l] dz,dz,

Matice (5) po transformaci do globélni soufadné soustavy nacteme do globélnich matic M, S.
Tim ziskdme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic:

MP = SP (6)

kde P je vektor hodnot PDF v uzlovych bodech sit€. Prvky matice S budou vzhledem ke
strukture (1) obecné funkcemi Casu.

Pokusy o vyssi aproximace s Lagrangeovymi polynomy anebo spojitymi derivacemi v uzlech
(I’Hermite) se neosvédcily. Vypocetni Casy se prodlouZzily a numericka stabilita nezlepsila. Jako
integraéni metoda soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic (6) se nejlépe osveédcil postup
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Obrazek 2: Schéma linearni sou-

. . . Obrazek 3: Vrstevnicové zobrazeni vyvoje PDF ode-
stavy o jednom stupni volnosti.

zvy linedrni soustavy o jednom stupni volnosti od za-
héjeni buzeni (¢ = 0) do staciondrniho stavu.
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5 Obrazek 5: Axonometrické zobrazeni vy-
Obréazek 4: Rez PDF z; (vychylka) ve vybra- voje PDF odezvy linedrni soustavy o jednom
nych okamZicich od pocatecni podminky do stupni volnosti od zahdjeni buzeni (¢t = 0) do
staciondrniho stavu. staciondrniho stavu (¢t = 90s).

typu prediktor-korektor zalozeny na Adamsové algoritmu. Hlavnim pouzitym ndstrojem pro
vyvoj prvku a proces vlastnich vypoétd byl COMSOL MULTIPHYSICS™™,

3. Linearni soustava s jednim stupném volnosti
Ptredpokladejme, Ze linearni soustava o jednom stupni volnosti, viz obr. 2, je zatiZzena aditivnim
Sumem a multiplikativnim Sumem v dtlumu. Pfislusna diferencidlni rovnice ma tvar:
P4 2wp(1+wp) +wg -z = w, =
= £L:1 = To (7)
To

—wiTy  —2wpTy —2wpTawy + Wy

Procesy w, = wy(t), w, = w,(t) jsou staciondrni centrované gaussovské bilé Sumy. Pro jejich
hustoty miZzeme zavést symboly: Ky, Ky, K,,.. Koeficienty driftu a difuze vyplyvaji ze vzorct
3):
K1 =Ty, ko= —|wazs+ 2wpra(l —wyKp) + WK
Koo =4+ Ky - wizd —4- Ky - wpy + Kog

(8)

659



FP rovnici dostaneme dosazenim (8) a naslednou tdpravou z obecného tvaru (2):

0 0 (x 0
ait) - _ é;lp) + o {(wgm + 2wpma (1 — wyKpp) +waab)p} ©)
1 07
"‘5871‘% [(4 - Ky - ngg — 4 Ky - wpxo + Kaa)p}

D4 se ukézat, viz napt. Pugachev & Sinitsyn (1987), Lin & Cai (1995), Ze staciondrni feSeni
rovnice (9), to jest po uplynuti nekonecné dlouhé doby po zahdjeni buzeni, l1ze formulovat ve
tvaru Boltzmannova feSeni:

p(z1, 332) =N- eXp(_wb(ng% + x%)/Kaa) (1())

kde N je normalizacni faktor, jehoz velikost je odvozena z pozadavku, aby integrdl z funkce
(10) po celé oblasti byl roven jedné.

Pro numerické feSeni rovnice (9) volime parametry soustavy takto: wZ = 1.0, w, = 0.05, K,, =
0.2, K, = K = 0.0. Buzeni je zahdjeno v okamziku ¢ = 0, prficemz piredpokladdme, Ze odezva
soustavy nevychazi z klidové polohy, ale z bodu:

T1,0 = 5.0 s Ta2,0 = 0.0 (11)

Pocate¢ni podminku pro PDF volime ve tvaru:
p(21,29,0) = N - exp(—wj (11 — 10)%/0°) exp(— (12 — 20)*/0?) (12)

kde N = 1/270?,0? = 1/9. Po&étetni podminka (12) se pro malou hodnotu ¢? blizi k
ptivodné pozadované Diracové funkci. Pfipousti, Ze pohyb soustavy nezacind v bodé€ (1o, z2,)
s naprostou jistotou, jak by odpovidalo Diracové funkci, ale s moZnosti nepatrnych odchylek
kolem tohoto bodu, které se tidi podle PDF dané vzorcem (12).

Pribéh numerického feSeni nepfindsSel potiZe, které by vedly k nutnosti jakkoli vypocet
upravovat. Zména tvaru PDF od pocatecni podminky aZ po stacionarni stav je spiSe jen kvanti-
tativni, neznamend zdsadni zmény tvaru PDF v rozmezi tohoto ¢asového intervalu. Cely proces
numerické integrace zde miZzeme chépat jako jistou analogii procesu dynamické relaxace, kdy
nasadime jisty poc¢ate¢ni odhad konecného statického feSeni. Zde tuto tlohu piebird prislusna
PDF, kterd odpovida staciondrnimu, a tudiZ na ¢ase nezavislému stavu. Po¢4tecni i kone¢ny stav
ve tvaru exponencidlni funkce v obou proménnych z1, zo tedy nezaklada potencidlni pti¢inu
ohroZeni numerické stability.

Vybrané vysledky feSeni MKP jsou zndzornény graficky na obr. 3 - 5. Z vrstevnicového
zobrazeni na obr. 3 je ziejmé, Ze vrchol PDF odezvy sleduje v roviné xy, x5 exponencidlni
spirélu, kterd odpovida spirdle ziskané deterministickym vypoctem vlastniho kmitdni této sou-
stavy pro poc¢ate¢ni podminky (11). Pocatek je atraktor, ke kterému soustava smétuje do klidu
(deterministicky piipad bez vnéjs$iho buzeni) anebo ke staciondrnimu ndhodnému pohybu, jenz
je popsan soucinem dvou Gaussovych funkci (10).

Pokles vrcholu PDF s ristem Casu je nejlépe patrny z obr. 4. Jednotlivé ¢asti obrazku
znazoriuji fez PDF ve sméru z; - vychylka. Ukazuje se opét priblizné exponencidlni pokles
z hodnoty dané pocatecni podminkou az k vodorovné asymptoté naznacené v pravé dolni
¢asti obrazku. Tato tendence je zfejmd i z axonometrického zndzornéni vyvoje PDF na obr.
5. Porovname-li hodnoty numerického feSeni MKP s Boltzmannovym feSenim (11), zjistime,
Ze shoda je témér absolutni. Kontrolni vypocet spektrdlni metodou vedl taktéZz k identickym
vysledkdm.

Konkrétni zadani hustot vstupnich Sumi prakticky vyloucilo ze hry parametricky Sum wy,.
Cilem vSak bylo pfedev§im demonstrovat ucinnost feSeni MKP na feSeni rovnice (9) za obvyk-
lych podminek porovnatelnych se zndamymi vysledky. Pro zvySujici se hustotu parametrického
Sumu se objevi efekty parametrické ztraty stability ve stochastickém smyslu.
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4. Nelinearni soustava Duffingova typu

Duffingovu rovnici Ize psat v zdkladnim a normdalnim tvaru pii aditivnim a multiplikativnim
buzeni bilym Sumem takto:

i+ 2wt — wi - x(l +ws — a?2?) = w, =
= 2 = T (13)
Ty = wiri(1 — a?2?) —2wyry +wiriws + w,

Ze vzorcu (3) vyplyvaji koeficienty driftu a difuze:

K1 =Ty, ke=uwiri(l—a?z})—2wyzs, (14)
K11 = Kig = ko1 = 0, Koo = Kywiai + 2K wiz, + Kaq
Na zékladé (13), (14) piSeme FP rovnici:
Op _ _ O(wp)  Of(wom (1~ o) — Qwpaa)p] |
@t 8[)31 8x2 (15)
107 [(Kys - wgr? 4+ 2 - Ko - Wiy + Kog)p)
+5 2
2 03

Soustava (13) plyne pfi absenci multiplikativnitho Sumu z jednoduchého hamiltonidnu, a proto
1ze také tentokrat snadno formulovat Boltzmannovo feSeni staciondrni verze rovnice (15) (K, =
K,s = 0) ve tvaru:

2.2 1 2
p(z1,29) = N - exp (wb;:jl (1-— 204213%)) - exp ;Zfz (16)

Rovnici (13) 1ze vystihnout pohyb Miesessova vzpéradla buzeného bilym Sumem, viz obr. 6.
Linedrni ¢4st tuhosti je zdpornd, a proto m4 soustava v poCatku (0, 0) nestabilni staciondrni bod.
Dva stabilni staciondrni body maji polohu (41 /«). Mira repulsivity v poCétku zdvisi na vztahu
obou ¢4sti tuhosti a na hustoté multiplikativniho Sumu w;.

Rozdé€leni oblasti na prvky a ostatni okolnosti vypoctu jsou podobné jako v piredchozim
pfipadé: w? = 1.0,w, = 0.05 a mira nelinearity o> = 0.1. Zahajime-li proces feSeni z bodu
(21,0, 72,0) podle (11) a pocate¢ni podminky (12), miZzeme opét sledovat vyvoj PDF v Case.
Proberme podrobné;ji piipad samotného aditivniho buzeni.

Ukazalo se, Ze hustotu budiciho procesu K, je nutno zavést vétsi neZ je jista prahova hodnota.
Tento jev vyplyva z vlastnosti dynamické relaxace. Vysledna stacionarni PDF (pokud existuje)
se nesmi liSit od pocatecni podminky piili§ zdsadné. Z numerickych experimentt vyplynulo,
Ze takovou hodnotou je K, = 4.0. Prubéh integrace pro tuto hodnotu hustoty buzeni miZzeme
sledovat na vrstevnicovych diagramech na obr. 7. Cést (a) zobrazuje po&ateéni podminku. Po 1, 2
a 3s, ¢asti obr. (b) - (d), je PDF stédle unimodélni a matematicky stfed nesleduje spirdlu podobnou
linedrnimu piipadu. Zvlasté v ptipadé (d) - 3s je tvar PDF bizéarni. Po 4s jiz tvar PDF nabira
tvar se dvéma extrémy. Po 90s, ¢ast (f), je PDF soumérnd podle obou os a mé dvé rovnocenna
maxima. PfevySeni nad sedlovym bodem nenf pfiliS velké. Pro K,, = 4.0 je vidét zavér tohoto
procesu na prostorovém grafu v obr. 8 (a) t = 45 a pro staciondrni stav v obr. 8 (b), ktery nastane
zhruba po 60-90s. V zdvére¢né fazi, obr. 8 (a) je patrnd periodicka alternace absolutniho vrcholu
PDF mezi obéma extrémy. Tento proces se postupné utlumi béhem piechodu do staciondrniho
stavu, kdy PDF je symetrickd v obou soutfadnych oséch.

SniZime-li hustotu buzeni na hodnotu K,, = 0.2 a startujeme z po¢ate¢ni podminky (12),
proces integrace selze. D4 se vSak provést, pokud za jeho pocate¢ni podminku volime stacionarni
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(a) t=0 (b) t=1.0 (c) t=2.0

i) t=90.0
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Obrazek 6: Schéma Duffingovy Obrazek 7: Vrstevnicové diagramy vyvoje v ¢ase PDF
soustavy o jednom stupni volnosti.  odezvy Duffingovy soustavy; hustota buzeni K,, = 4.0.

Obréazek 8: Prostorové zobrazeni stavu PDF Duffingovy soustavy pro K,, = 4.0 v okamziku
t = 4s a ve stacionarnim stavu - ¢asti (a), (b); stacionarni PDF pro K, = 0.2 - ¢4st (¢).

0.10

0.08 |-

0.06 |-

0.04 |-

0.02

0 ! I

Obrazek 9: lvlezy PDF pro Duffingovu soustavu ve staciondrnim stavu pro K,, = 0.2: x;-
vychylka, x,-rychlost.
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(6) wi=10,wy=0102=0.1, Ku =0.80,K,, =0.50, K, =0.25.
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(d) w?=10,w,=010%=01 K =080,K, =050, K, = 0.50.

Obrazek 10: Duffingova soustava ve stacionarnim stavu pii sou¢asném puasobeni aditivniho a
multiplikativniho ndhodného buzeni; budici procesy w,, w, nezavislé (K,s = 0) - ¢asti (a), (b);
procesy w,, ws zavislé (K s > 0) - &asti (c), (d).
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stav platny pro K,, = 4.0. Vysledek tohoto vypoctu je zndzornén v axonometrii na obr. 8 (c).
Prevaha obou stabilnich stacionarnich bodu je velmi vyrazna. TotéZ je zifejmé i z fezd vysledné
plochy PDF podle obou os 1, x5, viz obr. 9. PDF pro rychlost odpovidd obvyklé Gaussové
kiivce, zatimco PDF vychylky se soustieduje kolem obou rovnovaznych bodi (bimodalni
charakter). Dodejme, Ze shoda numerickych a analytickych vysledkd je také tentokrat vynikajici.

Pokud je hustota Sumu w, mal4, prevazuje pohyb ve staciondrnim stavu kolem jedné ze dvou
rovnovaznych poloh, viz obr. 8 (c). Pfi stoupajici hustoté tato vyrazna vlastnost postupné€ mizi
a pro velké hodnoty hustoty buzeni se kvalitativné PDF odezvy pfiliS nelis$i od vysledku, ktery
odpovida Cisté kubické charakteristice tuhosti. V takovém piipad€ bimodélni charakter PDF
postupné slabne, viz obr. 8 (b). Potom pfechdzi téméf v unimodélni jako u linedrni soustavy,
viz pfedchozi kapitola. Kvalitativni rozdil vSak zlistava vzhledem k dominantni kubické ¢asti
tuhosti. Za zcela urcité souhry parametri soustavy a buzeni dojde ke stochastické rezonanci.
Vyznacuje se pravidelnymi preskoky mezi obéma rovnovaznymi body. Kolem kazdé z téchto
rovnovaznych poloh potom dochazi k ndhodnému pohybu o relativné malém lokdlnim rozptylu.
Tento quasi-periodicky d€j je pomérné stabilni, pokud piesné€ zachovdme zminénou konfiguraci
parametrq.

Z.(16) je dale patrné, Ze PDF ve sméru x1 - vychylka a x5 - rychlost jsou nezavislé. Se vzriistem
utlumu se snizuje rozdil mezi lokdlnim extrémem v sedlovém bod¢€ a maximem v obou stabilnich
staciondrnich bodech. Tyto poznatky vyplyvaji nejen ze zndmého vzorce (16), ale také z MKP
reSeni FP rovnice (15). Jak potvrzuje (16) a MKP feSeni rovnice (15) pii samotném aditivnim
buzeni, PDF je ve staciondrnim stavu symetrickd podle obou os z1, x5, viz obr. 7 (f).

Vénujme se nyni vysledkiim zndzornénym na obr. 10. Tykaji se staciondrni odezvy pro ¢tyfi
kombinace zadani. Trojice obrazki v kazdé z ¢asti (a) - (d) znamenad vrstevnicovy diagram PDF,
axonometrické zobrazeni téze plochy a svislé fezy vedené osami z1, r5. Samotnd soustava a
hustota aditivniho Sumu je vzdy stejnd (w3, wy, @2, Ky, ). Méni se hustota multiplikativniho Sumu
K¢ a vzdjemnd hustota obou /. Stoupé-li hustota multiplikativniho Sumu, klesd bimodalni
vyraz odezvy. Extrémy PDF v bodech (+£1/«) mizi a v politku se zacind objevovat maly
vrchol, porovnej obr. 10 (a), (b). Tento vrchol se zvétSuje se vzristem hustoty K. Postupné
ziskd dominanci a zcela potlaéi oba vrcholy v bodech (£1/«). Tento jev lze vysvétlit zvySujici se
efektivitou multiplikativniho Sumu, ktery postupné potlacuje vliv negativni linedrni ¢asti tuhosti.
Chovani soustavy pak spiSe pfipomina ptipad, kdy tuhost je vZdy kladné a nejpravdépodobné;si
poloha soustfedéné hmoty je v pocatku.

Pokud jsou oba Sumy nezdvislé, plocha PDF je ve stacionarnim stavu stile symetricka podle
svislé osy vedené pocitkem, 1 kdyZ oproti stavu bez multiplikativnitho Sumu ztraci symetriii
podle os z1, x2 a zejména pii vrcholech se staci v kladném sméru, viz obr. 10 (a), (b). Jakmile
je vsak K,s > 0, obraz PDF ztraci symetrii a vznikajici jediny vrchol se piesouvé do oblasti
blizké bodu (—1/c, 0). Vyvoj této tendence miZzeme sledovat na serii obr. 10 (a) - (c).

5. Nelinearni soustava Van der Polova typu

Van der Polova rovnice v zdkladnim a normdalnim tvaru s aditivnim a multiplikativnhim buzenim
buzenim bilym Sumem ma tvar:

&= 2wy(l+wp — )i +wi-v = w =
Ty = —wggjl—i— 2wy (1 — 52113%)%2 +2wpTowy + Wq

Ptislusné koeficienty driftu a difuze podle (3):

K1 =22, Ko= —wgl‘l + waxg(l — /621'% + wabb) + WbKab , (18)
K11 = K12 = ko1 = 0, Koo = 4Kpwias + 4K pwprs + Kag
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Obrazek 11: Van der Polova soustava ve staciondrnim stavu pfi pisobeni aditivniho ndhodného
buzeni (bez multiplikativniho buzeni); niZsi, resp. vys$si linearni Gtlum: ¢ast (a), resp. ¢ast (b).

Van der Polové soustavé (17) odpovida FP rovnice:

Op _ 0O(xap) n O [(wgz1 — 2wywa (1 — (2] 4 W Kp) — wp Koy )p)
+182 [(4 : Kbb . wg:c% +4- Kabwb.fll'g + Kaa)p]
2 03

Na rozdil od pfedchozich dvou piipadl neexistuje zndmé jednoduché feseni stacionarni verze
rovnice (19) obdobné Boltzmannovu feSeni (10) nebo (16). Stav pro ¢ — oo je vSak mozné
porovnat s fadou pribliznych vysledkt analytického feseni, viz napf. Lin & Cai (1995).

Vypocty byly provedeny ve dvou skupine’lch V prvni skupiné byla poc¢ate¢ni podminka pro
numerické feSeni zavedena ve tvaru (12) pfi 19 = 5.0,229 = 0.0, tj. s po¢atecni vychylkou.
Za podminek, ze wi = 1.0,w;, = 0.05, 3% = 1.0, nastane staciondrni stav zhruba po 60 az 90
vtefinich. Tak jako pfi analytick}’/ch rozborech potvrdilo se i zde, Ze tvar PDF ve staciondrnim
stavu a délka prfechodového procesu jsou velmi citlivé viici hladiné hustoty buzeni K.

Z hlediska pribéhu samotnych vypocti dodejme, Ze zavedeni hustoty K, libovolnou hod-
notou na intervalu K,,€(0.2,6.0) necinilo béhem vypoctu zaddné potiZze. Rozdéleni na dvé ¢i
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Obrazek 12: Van der Polova soustava ve staciondrnim stavu pii sou¢asném ptisobeni aditivniho
a multiplikativniho ndhodného buzenf; budici procesy w,, wy: nezavislé (K,, = 0) - asti (a),
(b); procesy wg, wy, zavislé (K, > 0) - éast ().
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vice etap, tak jako v pripadé Duffingovy soustavy, nebylo nutné.

Pro pomérné vysokou hodnotu K,, = 4.0 pfi absenci multiplikativniho buzeni ma pre-
chodovy proces PDF od zahdjeni buzeni aZ po stacionérni stav rysy podobné s vyvojem pro
Duffingovu soustavu za srovnatelnych podminek. Pro tuto hodnotu hustoty aditivniho buzeni
pfipomind vysledny staciondrni stav PDF vysledek pro Duffingovu soustavu, i kdyZ pootoceny
kolem svislé osy cca o 7/4. To znamend dva dominantni stacionarni body a jedno nestacionarn{
sedlo v pocatku. Stoceni osy maxim PDF (pfibliZzn€ osa z;) oproti ose z; je typickym znakem
PDF odezvy ve vSech zkoumanych pfipadech. S tim souvisi skute¢nost, Ze vrstevnicovy diagram
neni nikdy soumérny podle os x1, x5 ani podle z1, z5. Z toho vyplyva asymetrie vzestupné a
sestupné faze odezvy ve smyslu Sirokého pasma frekvencéni skladby odezvy.

Pokud sledujeme podrobné pfi daném zaddni pfechodovy proces, zjistime, Ze poté co vyvoj
PDF opusti vyrazné unimodélni podobu odpovidajici pocatec¢ni podmince, stfidavé roste jeden
a soucasné klesa druhy vrchol bimodalniho tvaru. Tento jev je zde jeSté vyraznéjsi neZ v pripadé
Duffingovy soustavy, jak jsme vidéli v pfedchozi kapitole. Také tentokrit v§ak postupné ztraci
alternujici charakter a sméfuje ke stacionarnimu stavu, ktery se vyznacuje stfedovou symetrii
PDF vzhledem k pocatku.

K vyrazné rozdilné podobé PDF ve staciondrnim stavu se dostaneme pro malé hodnoty K.
Je-li K,, = 0.2, dospéje PDF az k téméf rotacnimu tvaru s hlubokou “proldklinou” kolem
pocatku. Je to stav, kdy soustava pisobi silné jako rezonator se samobuzenim, které vyplyva z
negativni linedrni ¢4sti utlumu. Tento jev je dan existenci stabilniho limitniho cyklu, ktery je za
uvedenych podminek zaddni deterministické ¢asti dlohy a pfi nizké hodnoté K, pro Van der
Polovu rovnici typicky.

Ve druhé skupiné€ vypocti byl zaveden multiplikativni Sum, popf. respektovana jeho korelace
s aditivnim buzenim. Vychdzelo se z pocate¢ni podminky (12) pfiz1 9 = 0,229 = 0, tj. z "téméef
jist€” klidové polohy. Pfi nékterych kombinacich vstupnich dat bylo tfeba vypocet provést v
nékolika etapdch podobné, jako se postupovalo u Duffingovy soustavy pro nizké hodnoty K.

Porovnejme pét typickych piipadil pro stiedné velkou hustotu aditivniho Sumu K, = 0.8 pfi
wi =1.0,3% = 0.1. Vobr. 11, 12 jsou zobrazeny vysledky tykajici se pouze staciondrniho stavu.
Jejich usporadani je stejné, jako na obr. 10 pro Duffingovu soustavu. Ve vSech péti piipadech se
na vrstevnicovém diagramu rysuje (na rizném stupni ostrosti) limitni cyklus typicky pro Van der
Polovu rovnici v dané oblasti parametrti deterministické ¢asti zadani. Obr. 11 se tyka pfipadu pro
samotné aditivni buzeni, tedy navazujici na prvni skupinu vypoctl. Vliv linedrn{ ¢asti dtlumu na
portrét odezvy je zna¢ny. Pro vy$si hodnoty (w, = 0.3) se PDF vyrazné v&tsi mérou soustfeduje
kolem limitniho cyklu, viz obr. 11 (b). Odpovidajici axonometrické zobrazeni ukazuje silnou
proménnost PDF na hfebenové kiivce s nejpravdépodobnéjsi polohou ve dvou bodech leZicich na
ose z1. Tento obraz demonstruje téméf deterministickou odezvu v jednoduchém limitnim cyklu.
Zobr. 11 (a) (wp = 0.1) je viditelnd siln&jsi stochastickd povaha odezvy a dominantni role prvn{
harmonické v limitnim cyklu. Pokles stochastické a vzrist deterministické sloZky odezvy se
vzrustem utlumu wy, vyplyva z posilovani zdporné linearni ¢asti utlumu, a tudiz ze zvySovani
miry nestability soustavy v pocatku. Odezva je pak ddna pfevazné procesem restabilizace vlivem
nelinedrni ¢asti dtlumu, ktery ziskd kladné hodnoty az ve vétSich vychylkéch.

P1i pasobeni multiplikativniho Sumu v linedrni ¢4sti titlumu obraz limitniho cyklu pfi vétSich
hodnotach wy, za¢ind ztracet unimodalni charakter a zjevné nabira vySsi harmonické slozky. PDF
ma sklon se vice rozSifovat smérem k pocatku a omezovat se smérem ven mimo utvar patrny
ve vrstevnicovych diagramech na obr. 12 (a), (b). Zavedenim pozitivni vzdjemné korelace obou
Sumt ztraci obraz PDF symetrii podle pocatku, viz obr. 12 (c), tak jako u Duffingovy soustavy.
Popisované tendence zavislosti polohy nejdilezitéjsich bodii PDF na parametrech soustavy a
vnéjsiho buzeni jsou patrny ze svislych fezi v obr. 11 (a), (b) a v obr. 12 (a) - (¢), které jsou vedeny
osami 21, z3. Z porovnani obr. 12 (a) a (b) vyplyva, Ze v piipadé spolupisobeni multiplikativniho
Sumu se vzrast dtlumu wy, uplatiiuje jesté vyraznéji nez pii buzeni pouze aditivnim Sumem.
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6. Zavér

Fokker-Planckova rovnice predstavuje vyznamny ndstroj pro analyzu pravdépodobnostniho po-
pisu odezvy dynamickych soustav podrobenych aditivnimu a multiplikativnimu ndhodnému
buzeni gaussovskymi bilymi $umy. ReSeni této rovnice analytickymi & semi-analytickymi
prostfedky vSak ma omezené moznosti. Zda se, Ze Metoda konecnych prvkli mize zaujmout
vyznamné misto mezi pouzitelnymi metodami numerického feSeni této rovnice. Velmi pozi-
tivni je skutecnost, Ze MKP je schopna odhalit fadu jev, které ziistavaji skryty pro analytické
postupy. Ukédzkové priklady tfi soustav s jednim stupném volnosti a s aditivnim a multiplikativ-
nim buzenim (linedrni, Duffingova, Van der Polova) ukdzaly dobré numerické vlastnosti MKP
pfi zavedeni hustoty vnéjSiho buzeni v pomérné Sirokém rozsahu. Porovnani analytickych a
pribliznych vysledki s vysledky analyzy MKP ukdzalo téméf dokonalou shodu.

Je vsak tieba respektovat fadu specifickych vlastnosti Fokker-Planckova operatoru, kterymi
se 1isi od operdtort typickych pro linedrni ¢i nelinedrni mechaniku pretvarnych téles. Hlavnimi
rozdily je nesymetrie FP operdtoru, nutnost definovat jej na oblasti vétSinou s teoreticky neko-
vyhodu, ktera je nenahraditelna pri pouziti analytickych metod. Tou je snadné zavedeni prak-
ticky libovolnych tvart oblasti, na nichZ se ma rovnice fesit, a jakékoli matematicky pripustné a
vécné smysluplné kombinace okrajovych podminek. Nestandardni je obecné velkd mnohoroz-
mérnost prvkd. Ta bude vyzadovat zavést specidlni metody integrace zaloZené napf. na metodé

vvvvvv

4. 2 M

Pres optimistické pocateéni zkuSenosti zustava fada otevienych otazek. Ty se tykaji nume-
rické spolehlivosti a stability pfi zavadéni riznych typi multiplikativnich Sumi, mnohoroz-
mérnych prvki, formulace pocate¢nich podminek, rozeznani nutnosti etapizace vypoctu, atd.
Mozné cesty k feseni nékterych z téchto otdzek jsou vsak jiZ naznaceny v predchozim textu.
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