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COUPLED WITH A SPHERICAL PENDULUM DAMPER
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Summary: The non-linear auto-parametric system with three degrees of freedom
is investigated. System consists of a slender structure with one degree of freedom
coupled with a spherical pendulum damper with two degrees of freedom. A harmonic
external force is considered. A semi-trivial solution and its stability are analyzed.
Special attention is paid to the resonance domain. The semi-trivial solution can
lose its stability and various post-critical regimes occur. Three different types of
the resonance domain are investigated. Their main properties depend significantly
on dynamic parameters of the system and of the external excitation amplitude.
Practical recommendations are focused to keep stability of the semi-trivial state.

1. Uvod

Ve stavebni i strojni praxi se vyskytuji rizné typy zafizeni, které slouzi ke zmirnéni dynamickych
ucinkd vnéjsiho buzeni. Je mozné zminit napiiklad §tihlé stavebni konstrukce vystavené dyna-
mickym dc¢inktim vétru, zdklady rotacnich strojti, dopravni prostiedky anebo potrubi, na které

ptisobi buzeni umélého piivodu. Utlumu kmiténi je vénovano mnoho knih a odbornych &lankd,
viz napt. den Hartog (1956), Naprstek (1998, 2000), Naprstek, O.Fischer (1999), Pospisil et
al. (2006). Mezi nejpopularnéjsi tlumici systémy patii kyvadlové tlumice a podobnd zafizeni.
Jsou laciné, nendro¢né na tdrzbu a spolehlivé, viz napt. KolousSek et al. (1984), Naprstek, Pirner
model s jednim stupném volnosti, pracujici pouze ve vertikdlni roviné (xz), viz obr. 1. Tento
model je moZno akceptovat pouze v piipadé, Zze amplitudy buzeni v bodé zavésu jsou velmi

malé a frekvence nezasahuje do rezonan¢ni oblasti kyvadla.

Chovani redlného kyvadla popisuje nelinedrni systém. V zdvislosti na jeho parametrech pak
dochazi k riznym typim rezonan¢niho chovani, kdy systém ztraci stabilitu. Systém se dostane
do nékterého z postkritickych stavii. Nasledky mohou byt pro tltumenou konstrukci fatalni. Proto
je tfeba ditkladné€ studovat podminky vzniku a stability nelinearni prostorové odezvy.

Postkritické stavy v rezonan¢ni oblasti mohou byt stabilni ¢i nestabilni, stacionarni ¢i ne-
staciondrni. S rostouci frekvenci buzeni systém na pocatku rezonan¢ni oblasti opusti kmitani
ve vertikdln{ roviné (zz) a samovolné se rozkmitd v pfi¢ném sméru. Pohyb ziskd prostorovy

charakter. Nad hornim okrajem rezonanc¢ni oblasti pficnd sloZka pohybu zmizi a obnovi se
stabilni feSen{ ve vertikalni roviné (zz). Existence a droveii stability jednotlivych typi feSeni
pfi priichodu rezonan&ni oblasti zavisi na geometrii kyvadla a struktufe buzeni. Sirokopdsmové
buzeni, zvlasté ma-li nahodny charakter, miZe v praxi vést k odezve, kterd opusti obvykly pohyb
ve vertikdlni roviné. Kyvadlo ztrati svij tcel a zacne konstrukci ovliviiovat negativné.
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2. Matematicky model s kinematickym buzenim

UvaZzujme v prvnim kroku sférické kyvadlo s kinematickym
buzenim a(t) v bod€ zdvésu. Sférické kyvadlo je tieba popiso-
vat jako siln€ nelinedrni autoparametricky systém. Odezva je v
nejjednodussim piipadé popsana dvojici nelinedrnich diferen-
cidlnich rovnic druhého fadu, které jsou vzdjemné provazany
pouze nelinearnimi Cleny.

Autoparametrické systémy byly v poslednich desetiletich in-
tenzivné studovany. Teoretické zédklady pro préci s takovymi
systémy uveftejnili patrné poprvé Haxton, Barr (1974). Béhem
Casu se objevila fada praci pojednévajicich analytické, nume-
rické i experimentalni aspekty autoparametrickych systémt, viz
napi. Hatwal et al. (1983), Bajaj et al. (1994), avSak zejména
Tondl, Nabergoj et al. (1994a 1994b, 1994¢c, 1997) a mnoho Obré .
dalSich praci. K dispozici je rovnéZ fada monografii, napt. Tondl rizek 1. Schema sou-

P P ] g p tavy a pouZzitych souradnic.
et al. (1991, 2000), které prezentuji shrnujici prehled pouZzitel- stavyap y
nych metod a vysledkd.

x&(t) Y. &)

Matematicky model mé tvar soustavy dvou Lagrangeovych rovnic druhého druhu doplnénych
linedrnim tlumenim, které vychézeji z kvadratického tvaru Rayleighovy funkce. Diferencidlni
soustavu pfiblizné vyjadiime v kartézskych soufadnicich podle obr. 1. Divodem je pruhledné;si
mechanismus prechodu prostorového pohybu v pohyb rovinny a moznost pfimé limitace poruch
k nule. Podrobné odvozeni a dalsi rozbor, viz Néprstek, C.Fischer (2007):

Ed 5 at@+ ) 4 g+ W+ ggtE@+ ) = i, (0

2

)
Et 5 30(€ + O 4 gl H B 5@+ ) =0 ()

kde wi = g/r je vlastni frekvence linedrniho kyvadla.

Jednotlivé rovnice uvedené soustavy jsou na linedrni rovni vzajemné nezavislé, jsou prova-
zané pouze nelinedrnimi ¢leny. Kazdou ze slozek odezvy &, ¢ je mozno povazovat za libovolné
malou nezdvisle na druhé a spojité ji limitovat k nule.

Abychom prozkoumali semi-trividlni feSeni, dosadme do rovnic (1) { = 0 a jako buzeni
pouZzijme harmonickou funkci:

a(t) = apsinwt . (2)
Zatimco (1b) je identicky splnéno, z rovnice (1a) dostaneme:
52 1 2
(14 )+ fﬁ + wb§+w0§(1+2 5€%) — agw’ sinwt =0 . (3)
Reseni rovnice (3) budeme hledat ve tvaru:
&0 = a.coswt + agzsinwt . (4)

Koeficienty a., as jsou pro obecné feSeni zdvislé na Case: a, = a.(t), a; = as(t). Pokud vSak
pro danou frekvenci buzeni w existuje staciondrni feseni, budou a.(t), as(t) konvergovat pro
rostouci ¢ ke konstantdm. Na druhou stranu, pokud pro néjaké budici frekvence bude mit feSeni
silné€ nestacionarni charakter, budou amplitudy pro ménici se ¢ leZet na periodické nebo 1 jiné
kfivce. Proto je mozno koeficienty a., as povazovat za konstantni pouze tehdy, kdyZ ocekdvame
staciondrni odezvu, viz napf. monografie Arnold (1978), Guckenheimer, Holmes (1983), atd.
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Jako prvni krok se pokusime vyhodnotit frekven¢ni charakteristiky systému, ktery se po-
hybuje pouze ve vertikdlni roviné (zz), tzn. za podminek danych rovnici (3). Tato frekvenéni
charakteristika bude platna pouze pro takové budici frekvence, pro které existuje staciondrni fe-
Seni. Vztah (4) dosadime do rovnice (3) a uplatnime operaci harmonické rovnovéhy. Po ipravach
ziskdme nésledujici podminky:

1 /3 1
e ((wg —wh) + 53 <4w§ - w2) (a2 + ai)) + QUWb s = 0, (a)
(5)
1 /3 1
as ((wg —w?) + 52 <4w§ - w2> (a2 + ai)) — QW e = ap- w? . (b)

Umocnénim a souctem obou rovnic ziskdme vztah pro amplitudu odezvy:

Re

ww? + 4 ((wg —w?) + 53 (%w% - w2) Rgf] —4w'ay = 0, Rf=al+aZ. (6)
Pokud zvySujeme ag nebo wj, (amplitudu buzeni nebo koeficient tlumeni), miZeme ziskat sadu
rezonancnich kfivek jako funkci budici frekvence. Podle poctu redlnych kofent rovnice (6),
v zéavislosti na koeficientech ag, wp, nemusi rezonan¢ni kfivky v nékterych intervalech w repre-
zentovat jednoznacné funkce. Obr. 2 (a) ukazuje sadu rezonancnich kiivek pro pevnou amplitudu
buzeni a rostouci koeficient titlumu, obr. 2 (b) pak pfipad fixovaného koeficientu tlumeni a ros-
touci amplitudu buzeni. Obrazky byly vytvoreny s uvazenim nasledujicich parametrii kyvadla:
r = 1.0m,g = 9.81ms™2 wy = 3.13s71. Z hlediska fyzikélni interpretace obou obrazki je
treba mit na paméti omezeni vyplyvajici ze zjednodusSeni zavedenych soustavou rovnic (1).
M¢éknouci charakteristika systému i1 oblasti nestability pochédzejici z viceznanosti rezonan¢nich
ktivek jsou dostate¢né patrné.

Jako druhy krok posoudime stabilitu semi-trividlniho feSeni. Vymezeni intervall stability
umozni urcit defini¢ni obory parametrii, pro které neni zarucena existence stacionarniho feseni

(4). ReSeni soustavy (1) napiSeme ve tvaru souctu semi-trividlniho feSeni &, viz rovnice (4), a
malych perturbaci u resp. v v jednotlivych soufadnicich:

£ =6 +u (u=u(?)) (a)
(=0 4+ (v=w } (7)

Po dosazeni (7) do soustavy (1) vyuZijeme faktu, Ze vyraz (4) je feSeni rovnice (1a). V souladu
s predpokladem ponechdme v rovnici pouze ¢leny s prvnimi mocninami u, v a jejich derivaci.
V okoli hranic stability je moZné obé perturbace psat v nasledujicim tvaru:

(8)

u(t) = u,coswt + ugsinwt , (a)
v(t) = v.coswt + vgsinwt . (b)

Aproximace (8) dosadime do soustavy (1) a uplatnime operaci harmonické rovnovéhy. Vysled-
kem budou dvé nezavislé algebraické soustavy pro u., us a v, vs:

(@8 —w?) + & (30 — w?) (3a2 + a)] uct
%wwb + r% (%wg — wz) acas] us = 0,
{%2 (%w% - wQ) aes — %wwb} U+
[(wg —w?) + 55 (%wg — w2) (a? + 3a§)} us = 0,
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2+ wp=0.2

Obrézek 2: Rezonandni kiivky jako amplitudy semi-trividlniho feSent; (a) konstantni amplituda
buzeni, proménny ttlum; (b) konstantni dtlum, proménnd amplituda buzeni.
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Soustavy rovnic (9), (10) jsou homogenni a nezavislé na amplitud€ buzeni, zavisi pouze na budici
frekvenci a parametrech dynamického systému. Abychom dostali netrividlni feSeni u., u, resp.
V¢, Vs, determinanty soustav (9), resp. (10) musi byt nulové. Tim jsou definovany dvé nezavislé
podminky:

R2L ( Wi —w ) (33327 (7 3 — wQ) + 4wk — w2)> +
(R = u? +u3) +(W§ —w?)? + qwief = 0, (a)
(11)
RQ(ZTQ( )—I—RUM4 (f 8—w2)(w0+w))
(R? = v? +0?) + (Wg —w?)? + Jw?wi = 0. (D)

Rovnice (11) je mozno interpretovat jako podminky, které rozdéluji rovinu (R2, w) na stabilni
a nestabilni oblast.

Obr. 3 shrnuje hranice stability obou typt pro koeficienty dtlumu wj, € (0.0;0.5), jak vyplyvaji
z rovnice (11). PIné ¢ary v obr. 3 (a) odpovidaji hranicim oblasti stability nulové hodnoty
proménné (. Tuto kiivku nazveme hranici stability (. PrekroCeni jednotlivych kiivek zleva-
zprava nebo zdola znamend, Ze soutfadnice ( ztraci stabilni nulovou hodnotu a odezva systému
ziska charakter prostorové kiivky. Ma-li odezva opustit nestabilni oblast, je nutné budto sniZit
amplitudu buzeni pod naznaceny limit, anebo zvysit-snizit frekvenci.

PIné cary v obr. 3 (b) ukazuji hranice, kde odezva soustavy pro konkrétni ag,w, ztraci
jednoznacnost a odpovidajici rezonancni kiivka ma dvé stabilni a jednu nestabilni ¢ast. Tuto
kfivku budeme nazyvat hranice stability &.

Obr. 4 prehledné ukazuje vztah rezonanc¢nich kiivek a hranic stability pro rizné konfigurace
parametrd. Obrazky ve sloupcich odpovidaji pevné hodnoté utlumu a proménné amplitudé
buzeni, zatimco obrazky v jednotlivych fddcich maji stejnou amplitudu buzeni. Je ziejmé,
Ze nestabilita v proménné ¢ a okamzik, kdy odezva zacind mit prostorovy charakter, nastava
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Obrazek 3: Hranice stability semi-trividlniho feSeni pro rtizné hodnoty tlumeni: (a) kolmo
k roviné (zy) - hranice (; (b) v roviné (xy) plane - hranice &.

v intervalu w € (e, eq), ktery obsahuje frekvenci wy. Délka tohoto intervalu pak zdvisi na
amplitudé buzeni a koeficientu tdtlumu. Interval nestability milize zmizet tplné, jako na obr. 4
(ac), anebo mit nezanedbatelnou velikost, jako napf. na obr. 4 (ca). Doporuceni pro realizaci
tlumici je pak nasnadé: koeficient itlumu nesmi poklesnout pod jisty limit. V opa¢ném piipadé

s 2V

totiz hrozi omezeni G¢innosti kyvadla zv1ast€ pro Sirokopadsmové buzeni.

3. Postkriticka odezva v rezonané¢ni oblasti
3.1. VSeobecné poznamky

Vratime se k rovnici (1). Rdmcovy piehled o jejim chovéni v rezonanéni oblasti w € (cq, e3),
je mozné ziskat z numerickych simulaci. Ukazuje se, Ze v tomto intervalu se objevuje nékolik
typt rezonan¢ni odezvy. Z Fourierovy transformace numericky vypoctené odezvy je vidét, ze
odezva obsahuje v celé rezonancni oblasti pouze jednu harmonickou slozku, kterd odpovida
budici frekvenci w. Pouze pro silné nestacionarni odezvu se objevuje nékolik mensich slozek
v t&sném okolf w. Zadné skute&né sub- nebo superharmonické slozky nebyly pozorovény. Tento
vysledek je v souladu s pracemi: Abarbanel et al. (1990), Hammel (1990).

Na zékladé téchto pozorovani je moZno povazovat nésledujici zdkladni feSeni za dostate¢né
obecné:

E(t) = ac(t)coswt + as(t) sinwt , (a) (12)
C(t) = be(t) coswt + by(t) sinwt . (b)

Protoze uvazujeme Ctyfi neznamé funkce namisto ptivodnich dvou, miZeme definovat dvé
dodatecné podminky, coz vyuZzijeme pii zdpisu prvnich derivaci:

£(t) = —aewsinwlt + a,w coswt | (a)
. , (13)
((t) = —bewsinwt + bsw coswt . (b)
kde a. = a.(t),as = as(t), b. = b.(t),bs = bs(t). Ddle ziejmé plati:
£(t) = —aew? coswt — auw?sinwt —dewsinwt + dywcoswt , () (14)
C(t) = —bw?coswt — byw?sinwt —bywsinwt + bywcoswt . (b)

Po dosazeni vyrazu (12), (13), (14) do diferencidlni soustavy (1) provedeme opét operaci har-
monické rovnovéhy. Po delSich upravach ziskdme soustavu diferencidlnich rovnic pro nezndmé
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Obrazek 4: Stabilni a nestabilni oblasti v roviné (R? w) pro tfi amplitudy buzeni ag =
0.02,0.04,0.06 (fddky) a tfi hodnoty tlumeni w, = 0.1,0.2,0.3 (sloupce); body ey, e5 or ¢y, ¢y
vyjadiuji zacdtek a konec intervalu nestability ¢, resp. £ ; typy rezonancnich oblasti: bilé pole -
1. typ, modré pole - 2. typ, Zluté pole - 3. typ.

amplitudy a., as, b, bs:

—2a.a;, 4r2 + 3a§ + ag, —agb. — acbs, 3acbe + asbg Qe
" —4r? — ag — 3@3, 2a.ag, —ache — 3agbs, agb. + acbs as |
—aghe — acbs,  3ache + asbs,  —2b.bs, ar2 4302+ 02 | | be |
—ache — 3ashs,  asbe + acbs, —4r? — b2 — 3b2, 2b.b, bs
ac (80r? + (a2 + a2 + b2) Q1 + b2Q3) + 2a; (2wpwr? + bebsSly)
1 —8w?agr? + as (8Qr? + (a2 + a2 + b2) N + 2Q3) — 2a. (2wpwr? — bebsSly) (15)
2 be (8Qr? + (a2 + b2 + 02) Q1 + a2Q3) + 2bs 2wpwr? + acasl) |
bs (80ar% + (a2 4 b2 + b2) Q1 + a2Q3) — 2b. (2wpwr? — acas4)
kde jsme oznacili:
O =3w) —4w®, Dy =wi —w?, Q3 =wi +4w®, Q= Wi — 42 (16)

Je nutné piipomenout, Ze rovnice (15) maji vyznam pouze za podminky, Ze operace harmonické
rovnovihy ma smysl, tzn. pokud existuji pfislu$né integraly a jsou konecné. Aby tato podminka
byla splnéna, musi se amplitudy a., as, b, bs v ¢ase ménit vyrazné pomaleji nez funkce sin wt.

Soustava (15) neni (az na nékteré specidlni pfipady) feSitelnd analyticky. Pro nékteré zajimavé
pfipady, zejména pro pifipady pouZité v obr. 4, byla proto feSena numericky. PouZita byla
kombinace Adamsovy a Gearovy metody v algoritmu predictor-corrector, jak je implementovina
v systétmu MATHEMATICA (Wolfram Inc.). V pribéhu vypoctu byl testovan Ljapunoviv
exponent, viz napt. Moser (1973), Benettin et al. (1980).

Vysledky simulace feSeni soustavy (1) a (15) jsou porovnany v nasledujicich odstavcich.
Ukazuje se, Ze existuji tii vzajemné vztahy rezonanc¢ni kiivky a hranic stability. Tyto vztahy pak
uréuji charakter odezvy soustavy v rezonan¢nim intervalu w € (cy, e2).
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3.2. Prvni typ rezonan¢ni oblasti

Prvni typ rezonance je charakterizovidn stavem, kdy rezonancni kiivka protind obé hranice
stability £ 1 ¢, viz obr. 4 (aa,ba,bc,bb,cb,cc). Existuji body ¢y, ¢o, €1, €2, a1 kdyz ¢; < ey, body
c1, eq zpravidla splyvaji. Za téchto podminek je moZno pozorovat v intervalu w € (cq, e3) Ctyfi
rizné rezonan¢ni reZimy. Reprezentantem tohoto stavu mize byt konfigurace ag = 0.06m, w, =
0.2571, viz obr. 4 (cb) a obr. 5.

(a) w € (c1,c2) - Odezva ztistava sta-
bilni v roviné (zz), ¢ je prakticky nu-
lové. Amplituda rovinné odezvy drama-
ticky roste. Stfedni a horni vétev rezo-
nan¢ni kiivky je nestabilni. Horni vétev
neni mozno dosdhnout volbou vhodné po- 15 |
¢ateCni podminky pfi numerickém feSeni.
To proto, Ze oblast nad horni vétvi rezo-
nancni kfivky je rovnéz nad hranicfi stabi-
lity £. Stabilita horni vétve je “kiehkd” a 1.0 -
zcela vymizi v bodé€ ey, kde se horni vétev
setkavd se stfedni vétvi, kterd je nestabilni

z povahy problému. ReSeni tihne k jedi- 05 |
nému, velmi stabilnimu stavu na spodni
vétvi rezonanéni kiivky, viz silnou ¢aru
w € (c1,¢2) v obr. 5. Tomuto stavu od- \\\1’/‘”0=3-73

povida casovy pribéh odezvy zobrazeny 00 ' ' ' e
na obr. 6 (a). Primét slozek &, ( do roviny 28 30 32 34 36
(xy) (po odeznéni poéate¢niho prechodo-
vého jevu) je ukdzan ve Ctverci na levé
strané, zatimco Casovy prubéh jednotli-
vych slozek &, ¢ je vykreslen na dvojici
grafi na pravé strané obr. 6 (a). Rovinny
charakter pohybu ke ziejmy.

2.0 +

Obrazek 5: Podrobné schema prvniho typu rezo-
nanéni oblasti w € (cy,e2) pro ag = 0.06,w, =
0.2, viz obr.4(cb); pod-rezonancni oblast w €
(0, ¢1) a nad-rezonanéni oblast w € (eg, 00) se sta-
bilnim semi-trividlnim feSenim.

(b)w € (e2, ¢s) - Objevuje se chaotickd odezva, viz obr. 6 (b) (pro bliZ$i sezndmen{ s matema-
tickym pojetim chaosu v nelinedrnich dynamickych systémech viz napf. Lichtenberg, Lieberman
(1983), Schuster (1988), Ott (1993)). Odezva v obou slozkach &, ¢ tvofi zaznéje, pohyb v sou-
fadnici ¢ je dominantni. Pohyby v soufadnici ¢ maji charakter vyboceni. Perioda téchto Vyboéenf
se s rostouci budici frekvenci zkracuje. Amphtudy ]1z nekonvergup ke konstantam, zdstavaji
kvazi-periodické a jejich vnitini struktura se méni i v rdmci jednotlivych period. Prevladajici
charakter slozky & prameni v pfitomnosti hranice stability £ v tomto intervalu. Tomuto intervalu
neodpovida zadna Cast rezonancni kiivky v obr. 5, nebot’ staciondrni odezva v tomto pripadé
neexistuje.

(c) w € (¢4, €5) - Charakter odezvy je podobny jako v pfedchozim pifipadé. Periody zaznéja
jsou kratké a pohybu se ucastni ob€ slozky takika stejn€. Soustava je mimo oblast nestability
&, ale velmi hluboko v oblasti nestability (. To vede k chaotickému pohybu, ktery pfipomina
protahlou hypocykloidu, obr. 6 (c). S dal$im narGstem w aZ k hornimu okraji intervalu se odezva
uklidiiuje, zaznéjové efekty mizi, viz obr. 6 (d). Nicméné stdle nemd smysl hovofit o rezonan¢ni
kiivce. Ljapunoviv exponent potvrzuje chaoticky charakter odezvy v piipadech (b) a (c).

(d)w € (e, e2) - Dolni okraj tohoto frekvenéniho intervalu je din minimem hranice stability
(. Odezva soustavy dosahuje staciondrni feSeni reprezentované prostorovou kiivkou pfipomi-
najici elipsu, obr. 6 (e). Toto feSeni je velmi stabilni, jak je ukdzdno pomoci linedrni perturbace,
viz Cast 3 vySe, anebo pomoci hodnot Ljapunovova exponentu. ProtoZe je feSeni staciondrni,
je mozné zavést né&jaky ekvivalent rezonanéni kiivky, napiiklad vyraz /&2 + (2, viz obr. 5.
Vysledek v§ak neodpovida piivodni rezonan¢ni kiivce, ale hranici stability (. To nepfekvapuje,
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Obrazek 6: Prvni typ rezonan¢ni oblasti pro ag = 0.06, w, = 0.2, viz obr. 4 (cb); pfimé integrace

pro budici frekvence ve &tyfech rezimech odezvy: (a) w € (c1,¢2), (b) w € (c2,c¢s), (cd)
w € (Csy€5), () w € (€5, €2).
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nebot’ soustava stdle ziistdva v oblasti nestability ( a uvedené feSeni je nejbliZsi stabilni stav.
Tyto podminky se zdsadné 1i8i od podminek, pro néz byla ur¢ovdna pivodni rezonan¢ni kiivka.

Ve frekvenc¢nich intervalech w € (0,¢1) aw € (eq, 00) existuje stabilni feSeni v roving (zz),
jak bylo ukdzano v predchozi ¢asti. Rovnéz to plati pro interval w € (e, e3). V téchto tfech
intervalech mé feSeni charakter stabilni uzaviené kiivky, jak se ukazuje z numerického feSent,
viz obr. 6 (a), 6 (e).

Pokusme se existenci téchto limitnich cykll potvrdit pomoci soustavy (15). Ustadlend odezva
v limitnim cyklu je charakterizovana konstantni amplitudou (pro ¢ — o0). Proto musi byt za
téchto podminek ¢asové derivace a., as, b, bs rovny nule. Ndsledné musi byt nulovad rovnéz
leva strana rovnice (15). Prava strana tvoii algebraickou soustavu, kterou je mozno upravit do
ndasledujiciho tvaru:

ac - (8Qr* + R3Q) + 20,53 + 4daswpwr? = 0
as - (80r? + R4Qy) — 20,5404 — da.wpwr® = 8w?agr? (17)
be - (8012 + R4Q) — 2a,5%Q + 4bwywr? = 0
bs - (8Q0r% + R3Q) + 2a.54Q — 4bewpwr? = 0
kde jsme oznacili:
Ri=a+a>+b+b>; S5 =ab.—abs (18)

Hodnota R4 musi byt kladnd, zatimco S% miZe nabyvat libovolnych realnych hodnot. Prvni
rovnici ze soustavy dvou rovnic pro neznamé R%, S% ziskame tak, Ze jednotlivé rovnice (17)
umocnime a secteme. Druhd rovnice pak vznikne jako rozdil sou¢inu prvé a ¢tvrté rovnice (17)
a soucinu druhé a tieti rovnice soustavy (17). Po dalSich dpravich je mozno psit:

R% - [(8Qr? + R40;)? + 454032 + 16wiw?rt]—
—854(80r? + R401)Qy = 64wra’r? (a)
S% . [2R2(800r2 + RA0:)Q—
—(8Qr% + R40y)? — 16wiw?rt —45402] = 0 (b)

(19)

Tim jsme nahradili ¢ty¥i amplitudy dvéma parametry R%, S% podle rovnice (18). Prvni z nich
je moZno interpretovat jako zobecnénou celkovou efektivni amplitudu zahrnujici obé slozky
odezvy (12). Parametr S% pak charakterizuje fdzovy posuv. Rovnici (19b) je moZno splnit,
pokud (i) S% = 0 anebo (ii) S} # 0 a vyraz v zdvorce bude nulovy. Prvni piipad znamend, Ze
vektory [a., as], [be, bs] jsou rovnobé€zné, a proto (s ohledem na (12)) plati: £(t)/((t) = const
pro libovolné ¢. To reprezentuje pohyb ve vertikdlni roving, jak bylo rozebrano vySe. Vskutku,
dosadime-li S% = 0 do prvni rovnice (19a), dostaneme rovnici (6), kterd reprezentuje rezonanéni
kiivku semi-trividlniho feSeni, platnou pouze ve stabilni oblasti feSeni. Proto piipad S% = 0
charakterizuje limitni cykly v intervalech w € (0,¢3) a w € (e2,00), kde je mozno slozky
pohybu £(t), ((t) povaZovat za synchronni.

Pifpad, kdy S% # 0 odpovidd intervalu w € (e, €3). V tomto pfipadé mizeme vydglit rovnici
(19b) faktorem S%. Je ihned vidét, Ze vyraz S se v rovnici (19a,b) objevuje jen jako S%. Je proto
moZné piipustit zdporné hodnoty S%. Po eliminaci nezndmé S% ze soustavy (19a,b) ziskame:

(8% + RAO)[(RAwW? + 401%)% + dwiw?r?] = 8Quuwta?r? (20)

Parametry R%, S% vykreslené v zavislosti na w, jak byly vypo&teny podle rovnic (18)-(20) pro
jiz dfive uzité hodnoty parametrt, jsou vykresleny na obr. 7. Na vodorovné ose se objevuji dva
bifurka¢ni body By, Bs. Oba souvisi s fazovym posunem S%. Obecny vyraz, vznikly eliminaci
R? z rovnice (19b), je mozno vyjadiit ve tvaru

5,2472'(04 + ﬁij,i + ”stl,i) =0 (i=1-5) (21)
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ProtoZe kofen S% 5 = 0, budou dalsi kofeny S4 (i =1—4) budto (i) dva komplexné sdruzené
komplexni koreny, nebo (i1) jeden kladny a Jeden zaporny realny kofen, anebo (iii) dva rizné
kladné redlné koreny. Aplikace odmocniny pak da (i) Zddnou, (ii) dvé anebo (iii) Ctyfi redlné
vétve pro S%. Bifurka¢ni body B;, B, pak odd&luji jednotlivé naznacené frekvenéni intervaly.

Navic poloha B; vyplyvé rovnéz z podminky existence nasobného kotene S% = 0.

Jednotlivé &asti kiivky pro R% jsou vy-
kresleny rovnéZ v obr. 7. Je zde vidét vztah
mezi vétvemi S% a R? pro jednotlivé frek-
ven¢ni intervaly. Vétev S% = 0 odpovida
rezonan¢ni kfivce. Jeji vztah s hranic{ sta-
bility ( je zfejmy. Soufadnice w jejich pri-
se¢iku e, a poloha B; splyvaji.

Jesté je tfeba zminit vlastnosti stabi-
lity vypo&tenych parametri R?, S%. Obé
bifurkace typu pitchfork S% jsou ziejmé.
Stabilni a nestabilni Casti kiivek jsou Vy-
kresleny plnou, resp. ¢arkovanou carou.
Trividlni stabiln{ feSeni (5% = 0), které
reprezentuje pohyb ve vertikdlni rovinég,
existuje v intervalu w € (0, By). V inter-
valu w € (By, By) existuji dvé stabilni
netrividlni a jedno nestabilni trividlni fe-
Seni. Pro w > B, zbyva jedno stabilnf tri-
vidlni a Ctyfi nestabilni netrividlni feSeni
S2. Stejné Clenéni odpovidd i R% s vy-
jimkou intervalu w € (By, e5), kde se R%
velmi rychle méni. Proto v tomto intervalu
neexistuje Zadny limitni cyklus.

3.0 T c, 6
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

0.0

28 29 30 31 32 33 34 35

Obrazek 7: R%,S% - amplituda a fdzovy po-
suv; spojitd kfivka - stabilni cast, ¢arkovana
kiivka - nestabilni ¢dst; (rc), (sl) - rezonanéni
kiivka, resp. hranice stability (; B, Bs - bifur-
kac¢ni body kfivek S%; B; = c1,e1, By = es;
es - minimum hranice stability ¢ a prisecik (rc)
s kiivkami R%; (i), (ii) - typy limitniho cyklu.

3.3. Druhy typ rezonan¢ni oblasti

Druhy typ je charakterizovan piipadem, kdy rezonancni kiivka protind pouze hranici stability
(. Existuji jen body ej, ey, viz obr. 4 (ab, bc). Je moZzno ocekdvat dva rezimy v intervalu
w € (e, e).

(a) w € (e1,e5) - Poté, co nastane ztrta stability (, je pfenos energie mezi soufadnicemi £
a ( patrny podobné jako pfi alternativach (b,c) predchozi ¢asti. Zaznéjové jevy vSak nejsou tak
dramatické a nelisi se prili§ od staciondrniho feSeni popsaného v odstavci (d), viz obr. 8 (b).

(b) w € (e, )
vyse, viz obr. 8 (b).

- Stabilizované feSeni porovnatelné s feSenim pojednanym v odstavci (d)

3.4. Treti typ rezonancni oblasti

V tomto pripad€ se rezonancni kiivka neprotind s Zadnou hranici stability, soustava neopousti
vertikdlni rovinu (xz). Semi-trividlni feSeni ztstava stabilni pro libovolné w; viz obr. 4 (ac) a
obr. 8 (a).

Obr. 8 ukazuje priméty kyvadla do roviny (zy) pro rizné hodnoty vstupnich parametri a
ukazuje vSechny pojednané typy rezonanc¢nich oblasti. Jeho vyznam je mozno shrnout nasle-
dovné. VSechny tfi ¢asti (obr. (a),(b),(c)) jsou spocteny pro stejny koeficient utlumu w, = 0.3
a pro rostouci amplitudu buzeni ay = 0.02,0.04,0.06. Porovnani obr. 8 (¢) s (zy) praimétem
v levém sloupci obr. 6 (ag = 0.06,w, = 0.2) ukazuje silnou zavislost odezvy na koeficientu
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Obrazek 8: Tti typy rezonancnich oblasti pro tlumeni w;, = 0.3; pribéh odezvy v €asu v roviné
xy; fadek (a) obr. 4 (ac) - tfeti typ, fadek (b) obr. 4 (bc) - druhy typ, fadek (c) obr. 4 (cc) - prvni
typ; ve vSech fadcich jsou znazornény typické rezimy odezvy pfi prichodu rezonanéni oblasti.

utlumu. Je moZno fici, Ze charakter odezvy je velmi citlivy na zménu jak amplitudy buzeni, tak
koeficientu ttlumu, a pfedevSim zavisi na vzajemné poloze rezonan¢ni kiivky systému s jednim
stupném volnosti (tzn. s potlacenou slozkou () a hranic stability obou sloZek £ a (.

Podivejme se bliZze na piipad, kdy rezonancni kfivka semi-trividlniho feSeni mine hranici
stability ¢ a dotkne se hranice stability (, viz obr. 4 (ac), 8 (a), které reprezentuji tieti typ
rezonan¢ni oblasti. V praxi pouZzité kyvadlo by tuto oblast nemélo nikdy opustit.

Uréime podminky pro parametry ag, wy, w, &2 takové, aby systém bezpe&né spadal do tfetiho
typu rezonancni oblasti. Dotyk rezonan¢ni kfivky a hranice stability ¢ nastane v okamziku, kdy
obé& kiivky maji spole¢ny pravé jeden bod v roviné w, R?. Ze vztahti (6) a (11b) pak vyplyva
dvojice implicitnich rovnic:

F1 . R2 [uﬂwf + 4 (QQ + 871"2QIR2)2:| - 4w4a(2) =0 (a)
(22)
Fy: R (80, + R 0Qs) + Q3 + 1w’wf = 0 (b)

64r4

V témZe bodé w musi byt slozky tecnych vektorG obou kfivek rovnobézné. Slozky te¢nych
vektortl je mozno zapsat v parametrickém tvaru:

_OFJOR? = —[16r(wko? + 402) + 3RO + 32r2R20, 0] /1674

OF /0w = [16R?w(2wir® — (2r* + R?*)(R?*Q; + 8r%Qy)) — 256w°ad] /1614
—0Fy/OR? = [—32r*Qawi — 2R*Q; Q3] /64r*

OFy /0w = 16w(2rt(w? — 8Qy) — 4r? R%w? + R*Q,)/64r*

(23)

Jejich vektorovy soudin A = [—0F, /OR? - 0F; /0w + OF) /0w - OF;/JR? musi byt nulovy, a
proto plati:

A = [167’4(w2w§) + 320, R? + 3Q%R4] [R4Q4 — 47’2R2w§ + 2r4(w§ — 8Q)]— (24)

—[R*(2wir* — (2r® + R?)(8r*Qy + Q1 R?)) — 16w2a]][32%wiQs + 2R*Q1Q3] = 0
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Obrazek 9: Treti typ rezonancni oblasti; vztah rezonanéni kiivky a ( hranice stability pro
amplitudy buzeni ¢y = 0.01,0.05, 0.09.
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Obrazek 10: Podminka zachovéni reZimu ve tfetim typu rezonanc¢ni oblasti pfi amplitudé buzeni
ap; minimalni potfebny Gtlum wj, (levéd ¢dst) a odpovidajici amplituda vychylky kyvadla R?
(prava cast); frekvence w dotykového bodu hranice stability  a rezonan¢ni kiivky se méni jen
velmi mdlo v Gzkém intervalu w € (3.14;3.18).

Nelinedrni algebraickou soustavu (22), (24) pro nezndmé parametry wy, w, k2 je nutno vydislit
pro riizné hodnoty parametru a,. Je tfeba pouzit vhodnou numerickou proceduru a peclivé
vybirat po¢ate¢ni piiblizeni, abychom se vyhnuli nesmyslnym vysledkim.

Nékteré numerické vysledky jsou vykresleny na obr. 9, 10. Je vidét, Ze pfi rostouci amplitudé
buzeni ay je nutné zvySovat odpovidajicim zptisobem koeficient Gtlumu wj. Hranice stability &
neni nikdy dosaZena a posunuje se pry¢ od bodu dotyku rezonanc¢ni kiivky a hranice stability (,
viz obr. 9. Koeficient atlumu w; potfebny k udrzeni soustavy ve tfetim typu rezonan¢ni oblasti
je ukdzan na obr. 10 spolu s odpovidajici amplitudou tlumi¢e R?. Frekvence w bodu dotyku se
méni jen zvolna v intervalu (zhruba) w € (3.14; 3.18).

4. Kyvadlo s vazbou na konstrukci

Vratme se k soustavé (1). Predpokladejme, Ze kyvadlo je soucésti konstrukce, kterou idealizu-
jeme linedrni soustavou s jednim stupném volnosti, ktery je vyjadien pohybem hmoty M ve
sméru x. Celd soustava spolu s kyvadlem tak ma4 tfi stupné volnosti a je buzena jednou vné;jsi
silou F'(t) ve sméru z, viz obr. 11.

Zopakujeme postup zalozeny na energetickych bilancich, Hamiltonové funkcionélu a Raylei-
ghové kvadratické funkci. Dospéjeme tak k soustavé tii Lagrangeovych rovnic v soufadnicich
6, ¢,~. Zavedenim pfiblizné transformace do kartézskych soufadnic dostaneme soustavu ti{
rovnic, kterd je rozsifenim soustavy (1):

N4 KE + 2wy + Wiy = Fu(t), (a)

> 1 o 1 . 1
5 + ﬁ (52 + CQ) + §Wbp€ + w(%p(g + ﬁ (62 + C2)) + ’}/ =0 , (b) (25>
. 1 . 1 . 1

CH 53¢+ ) + Sl g, (C+ 5 508+ ) —0. (9
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V rovnicich (25) jsme oznacili:

£(t),¢(t),~(t) - slozky odezvy;
wh, = g/7, Wy - “linedrni” vlastni frekvence a tdtlum kyvadla,

w2, = C/(M + m),wys - "opravend” vlastni frekvence a Gtlum
konstrukce,

F.(t) = F(t)/(M + m) - vn&j&i buzen{ soustavy ve sméru x,

k =m/(M + m) - pomér hmotnosti.

Posudme semi-trividlni feSeni a jeho stabilitu. Za téchto podminek
plati, Ze (, = 0 arovnice (25¢) je splnéna identicky. Semi-trividlni
feSeni ma dvé nenulové slozky &y, 7o nezavislé na linearni trovni
na (. Vnéjsi buzeni a nenulové slozky semi-trividlni odezvy pi-

Seme ve tvaru: X, E(t) ¥, €
F.(t) = fosinwt , 79 = c.cosyt + ¢ sinyt | (26 Obrizek 11: Model kon-
& = a.cosyt + a,sinyt. strukce s kyvadlem.

Vyrazy (26) dosadime do rovnic (25a, b). Tak jako v pfedchozich pfipadech uplatnime operaci
harmonické rovnovahy. Po delSich dpravich dostaneme pro amplitudy vychylek tyto rovnice:

R? [(rw' Q30 + Q5 03)2 + (5w Qo + Q3,(Qp + 520, - B2)?] = fRuh(Q3, - 03,) (27)

8r2
RE (98, + (o + gy - BY)?) = B2 -’ (28)
kde jsme oznacili:
R =al +a?, R2=cl+cl,
02, = 4wt w? + (Wi, — w?)?, Qs = Wi, — w? Q3 = 2wpsw, (29)
Qup, = 3wg, — 4w?, Qop = Wi, — w?, Qsp = wipw/2.

Rovnice (27) je nezavislana (28). Je tietiho stupné v R? aumoziuje vykreslit zdkladni rezonancni

kiivku pohybu kyvadla (bez ohledu na nestabilni ¢asti). Z rovnice (28) potom nasledné plyne
zakladni rezonan¢ni kiivka amplitudy vychylky konstrukce Rg.

Hranice stability semi-trividlniho feSeni stanovime podobné jako ve tfeti kapitole. Semi-
trividlni feSeni doplnime ve vSech slozkach poruchami, které nasledné rozepiSeme v harmonic-
kém tvaru, viz (7), (8):

Y=Y tw, w = w.coswt + wgsinwt ,  (a)
§=6&+u, U = U, coswt + ugsinwt | (b) (30)
¢ =0+w, v = v.coswt + vgsinwt . (c)

Vyrazy z prvniho sloupce v (30) dosadime do soustavy (25). S vyuzitim skute¢nosti, Ze (7o, £o, 0)
je semi-trividlni feSeni pivodni soustavy, a se zanedbanim vyssich mocnin a derivaci vSech ti{
poruch dostaneme ze soustavy (25) soustavu tfi homogennich linedrnich diferencidlnich rovnic
pro w,u,v. Rovnice pro w,u jsou spfaZené, rovnice pro v je samostatnid. Do téchto rovnic
dosadime podle druhého sloupce (30) a provedeme operaci harmonické rovnovahy. Dostaneme
se k algebraickym soustavam, které jsou analogické (9), (10). Rovnicim (9) odpovida homogenni
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soustava pro Ctyfi amplitudy w,, ws, U, Us.

_'%w2 " Ue _QZS * We +Q3s cWs = 0 (a>

— kw?  uy —Qzs - we + Qo -ws = 0 (b) a1

31
[QZP le (30’ +a )} *Ue [QSp Ar2 afca's:| Us _w2 *We = O (C)
{ QBp 47"2 a'ca's} [QQp le (Cl + 3a ):| s Usg —w?- w, = 0 (d)

Hranice stabilniho semi-trividlniho feSeni ve sméru £ jsou ddny vyrazem pro nulovy determinant
soustavy (31). Po eliminaci w,, w, se dal§imi Gpravami dostaneme k bi-kvadratické rovnici pro
R2:

u

302 Q2

Q
<2718 1p R4 Sop
6474

3 (0,00 — mw' ) R+
Q%S(Q%p + Qgp) — 2/{0}4(9259217 - Q3395p) + /{2w8 =0

(32)

Zpétnym dosazenim do soustavy (31) a s vyuZitim vztaht (29) vznikne jednoduchy vzorec pro
kvadrat amplitudy R :

s _ KW,
R: = R, 33
- (53)
Amplitudy R? R? v rovnicich (32), (33) majf tvar:
R? = u? + 2, R2 = w? +w? (34)

Rovnice (25c¢) je totozna s rovnici (1b) a spolu s (30c) vede k téZe podmince stability dané
rovnici (11b) pro amplitudu R?:

R2=v>+02 (35)

Sledujme vyvoj rezonancnich kiivek R% RZ, hranic stability R2, R} a dal3ich vlastnosti sou-
stavy podle obr. 11, resp. soustavy rovnic (25). Jako pevné Vohme parametry: 7 = 1.0m, wo, =
31357 wos = 3.00s7 k = 0.1, wps = wip/4. Z (25a, b) vyplyvaji vlastni frekvence li-
nearizovaného” modelu: wy; = 2.670s, wps = 3.711s71. Soustavu provéfujeme pro wy, €
(0.0,0.200), krok 0.025s~! pfi amplitudach buzeni f, € (0.050,0.500), krok 0.05. Vybrané
vysledky jsou zndzornény jako funkce w € (2.5,4.0) na obr. 12. V horni poloviné obrazku
(pole (aa) az (ai)) je znazornén vyvoj pro fixovanou amplitudu f, = 0.35 a rostouci dtlum wy,.
Podobné je upravena dolni polovina obrdzku (pole (ba) aZ (bi)), ze které je patrny vyvoj téchze
kiivek pfi fixovaném utlumu wy, = 0.20s~! a rostouci amplitudé buzeni f;.

Z obrazu rezonancnich kfivek R2 R5 (zelend, Cervend) ve vSech 18 polich na obr. 12 jsou
zietelné dvé rezonancni oblasti. Vy§§1’ znich navazujici na wys se vztahuje ke kyvadlu samotnému
a nese znaky vyrazn€ nelinedrniho systému s méknouci charakteristikou. NiZ§i rezonan¢ni
oblast v okoli wy; vyplyva z pfidaného stupné volnosti, jimz jsme idealizovali pohyb samotné
konstrukce. Vzhledem k linedrni povaze (25a) odpovidad v této oblasti sestava rezonancnich
kiivek spiSe linedrni soustavé, 1 kdyz vliv silné nelinearniho prvku je patrny i zde. Stoupajici
ttlum wyy, a sniZujici se amlituda buzeni f, sniZuje hodnoty rezonan¢nich kiivek ve vrcholech a
muze vést az k potlaceni viceznacnosti rezonancnich kfivek v oblasti tésn¢ pod bodem wys, viz

obr. 12 (ba) az (bc).

Hranice stability 12, resp. R? vypoctené pomoci rovnic (32) resp. (11b) jsou v téchto

vvvvv

z hlediska stability pohybu n1c mlmoradneho Obor druhe rezonan¢ni oblasti md rizny rozsah
podle vzdjemného vztahu rezonan¢nich kfivek a hranic stability. Podobné jako v minulé kapitole
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Obrazek 12: Vztah rezonancnich kiivek Rg (Cervend), Rﬁ (zelend) a hranic stability &, ( vyjad-
fenych kiivkami R? (modrd), R? (fialovd); wo; = 2.670s™ %, wp, = 3.1357 1, wpe = 3.711s71;

- horni polovina (pole (aa) aZ (ai)): fixovana amplituda f, = 0.35, Gtlum wy, € (0.0,0.20);

- dolni polovina (pole (ba) az (bi)): fixovany ttlum wy, = 0.20, amplituda f, € (0.05,0.45).
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Obrazek 13: Odezva kyvadla v roviné (xy) v rezonanéni oblasti pro stoupajlcl w € (e, ey) pro
utlum wy, = 0.05 a amplitudu f; = 0.35, viz obr. 12 (ac); ¢islo v zdvorce je poradové ¢islo pole,
k nému je pfipojena odpovidajici frekvence.

(24)r 3.750

(203575  (21)3.600  (22)3.625
il . T
Nl A

miZeme i zde mluvit o nékolika typech rezonanéni oblasti. Podle toho se fidi i poCet a charakter
intervalll, na které 1ze rezonan¢ni oblast v konkrétnim piipadé rozdélit (srovnej s rozborem
prvniho az tietiho typu rezonanc¢nich oblasti v minulé kapitole).

PovSimnéme si vyvoje vztahu rezonanc¢nich kiivek a hranic stability v dolni poloviné obr.
12. V prvnich tfech polich (ba) — (bc) miZeme mluvit o rezonanéni oblasti tietiho typu, tj.
hranice stability nezasahuji do rezonan¢nich kfivek (Zluté zbarveni, viz obr. 4). Stav v poli (bc)
muzZe slouZit jako doporuceni pro konstruktéra tlumice, podobné jako jsme uvedli v zdvéru
minulé kapitoly. Ostatni piipady miiZeme tfidit podle toho, jak do rezonan¢nich kiivek zasahuji
hranice stability. V zdsadé se da fici, viz obr. 12 (aa), Ze rezonan¢ni oblast za¢ind “dolnim”
prisecikem rezonan¢ni kiivky Rg a hranice stability R? - bod e; (e; < wp,) a kon&i priise¢ikem
rezonanéni kfivky R7 a hranice stability R} - bod (ez), popf. dosahem hranice stability R,
(modra kiivka). Pfi priichodu timto dsekem se setkdme s riznymi rezimy odezvy. Jsou typické
nenulovou pficnou slozkou odezvy (, a proto jsou nepfijatelné z hlediska praktické aplikace.
Dodejme, Ze hranice R? (modra kfivka) pti dal§im zvySovani dtlumu a amplitudy buzeni se
stane v zobrazeném oboru kiivkou uzavienou. Ta se postupné zmenSuje, az zcela vymizi, napf.
pro fo = 0,8 pii wy, > 0.35. Zdroj nestability ve sloZce & tak sice zmizi, nebot’ rezonan¢ni
kiivky se stanou jednozna¢nymi, avSak soustava je stale hluboko v z6né€ nestability (, coz vede
ke vzniku stabilniho limitniho cyklu.

Proberme rezonanéni oblast w € (ey, e2) pro piipad wy, = 0.05, fo = 0.35, viz sestava na
obr. 12 (ac) - zelené pole v horni poloving obrazku. Odezva kyvadla v roviné (zy) vzhledem k
bodu zdvésu je ve vyznacnych bodech w zndzornéna na obr. 13. Jedna se o vysledky simulace
vychdzejici ze soustavy (25). Zndzornén je vzdy jisty “kvazi-staciondrni” stav, ktery nastane po
odeznéni tcinkl homogennich pocate¢nich podminek.

Stabilni stav semi-trividlniho feSeni je zfejmy z pole (1) na obr. 13 (podrezonancni oblast).
Prekondme-li bod e; vznikne ndhlym pfechodem limitni cyklus, pole (2), ktery se chova jako
silny atraktor. Pfi¢nd slozka postupné klesa se zvySujicim se w, pole (2 - 9). Ve velmi kratkém
intervalu je potom feSeni témér semi-trividlni. Jednd se vSak pouze o kvantitativni shodu okol-
nosti, které vyplyvaji z toho, ze Rg se dotykd hranice stability R?, bod d;. Po¢inaje polem (12)
se kratce obnovi limitni cyklus. Jak potvrdil velmi jemny frekvencni prizkum, tento limitn{

652



cyklus prejde ndhle do chaotického stavu, ktery mé nejprve stabilni charakter, vnéjsi portrét se
téméf neméni, pole (13 - 16) - viceznacnd Cast rezonancni kiivky. Potom se zvySi mohutnost
odezvy, pole (17 - 21) - horni vétev rezonancni kiivky aZ po bod d3. Zejména v oboru (17 - 21)
dochazi k vyraznym zaznéjovym déjim nesymetrického prelévani energie v kvaziperiodickém
reZimu, nebot pohyb ztrati stabilitu v obou slozkach, podobné jako v obr. 6 (b - d). Obecné vzato,

Vv,

tento stav se v zobrazeni na rovinu (xy) projevi jako chaoticky pohyb ohrani¢eny vnéjsi hranict,
popf. i vnitini hranici, kdy pohyb probiha uvnitf ttvaru pfipominajictho mezikruzi. Sitka tohoto
utvaru se postupné zmenSuje a objevi se opét Cisty stabilni limitni cyklus. V naSem piipadé je
v intervalu mezi obrazci (21, 22) odezva nestabilni v tom smyslu, Ze kolisd mezi chaotickym
pohybem a limitnim cyklem, jejichZ portréty se téméf neméni. Po¢inaje polem (22) je limitni
cyklus jiz stabilni, mén{ se jen malo az do bodu w = e,, kde kon¢i rezonancéni oblast. V tomto
bodé€ limitni cyklus ndhle zmizi a obnovi se stabilni semi-trividlni stav v nadrezonan¢ni oblasti.

5. Zavér

Z analytického i numerického pfistupu je ziejmé, Ze vSeobecné pouZzivany linedrni model tlumi-
ciho kyvadla je prijatelny pouze pro velmi omezeny rozsah parametrd kyvadla i uvazovaného
buzeni. Je tfeba uzivat model o dvou stupnich volnosti, v kartézskych ¢i sférickych soufadnicich,
buzeny harmonickym pohybem v bodé€ zavésu. V takovém piipadé€ je nutno podrobné zkoumat
hranice dynamické stability a rezonancni chovani. Uvazovany systém je autoparametricky. Pro
odhad stability semi-trividlniho feSeni, je tfeba uZzit pfibliZnou aproximaci v kartézskych sourad-
nicich, aby bylo mozno definovat malou perturbaci v libovolné slozce odezvy. Pouzitim metody
harmonické rovnovéhy se podafilo urcit rezonan¢ni kiivku rovinné odezvy i hranice stability
semi-trividlniho feSeni v obou sloZkich. Ukazuje se, Ze ziskané vysledky jsou kvantitativné
pfijatelné pouze mimo rezonancni interval, kdy je odezva staciondrni.

Detailni analyza rezonan¢ni oblasti ukdzala, Ze je mozné identifikovat tfi rezonan¢ni oblasti
charakterizované rezonan¢ni kiivkou a hranicemi stability obou soufadnic. Pokud obé hranice
stability protinaji rezonan¢ni kfivku, je mozné v rezonan¢ni oblasti rozlisit ¢tyfi rizné rezonanéni
rezimy. Druhy typ rezonancni oblasti je urcen protnutim rezonancni kiivky s hranici stability
(. V tomto piipadé se objevuji dva rtizné reZimy rezonance. Konecné tieti oblast rezonance je
charakterizovdna rezonan¢ni kiivkou, kterd neprotind Zadnou z hranic stability. V tomto ptipadé
semi-trividlni feSeni zlstdva v platnosti pro celou rezonancni oblast a hladce spojuje pod- a
nadrezonan¢ni intervaly.

Z praktického pohledu je dirazné doporuceno konstruovat tlumici kyvadla tak, aby nedo-
chazelo k Zddnému protnuti rezonan¢ni kiivky a hranice stability. Zejména piekroceni hranice
stability £ by mohlo mit za ndsledek negativni vliv kyvadla jak ve sméru vétru, tak i ve sméru
pricném. Vzhledem k tomu, Ze zatiZeni proudem vzduchu ma Sirokopdsmovy ucinek, parametry
a detaily kyvadlového tlumi¢e musi byt naleZité urCeny.
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