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AUTO-PARAMETRIC CHARACTER OF A STRUCTURE
COUPLED WITH A SPHERICAL PENDULUM DAMPER

J. Náprstek, C. Fischer ∗

Summary: The non-linear auto-parametric system with three degrees of freedom
is investigated. System consists of a slender structure with one degree of freedom
coupled with a spherical pendulum damper with two degrees of freedom. A harmonic
external force is considered. A semi-trivial solution and its stability are analyzed.
Special attention is paid to the resonance domain. The semi-trivial solution can
lose its stability and various post-critical regimes occur. Three different types of
the resonance domain are investigated. Their main properties depend significantly
on dynamic parameters of the system and of the external excitation amplitude.
Practical recommendations are focused to keep stability of the semi-trivial state.

1. Úvod
Ve stavebnı́ i strojnı́ praxi se vyskytujı́ různé typy zařı́zenı́, které sloužı́ ke zmı́rněnı́ dynamických
účinků vnějšı́ho buzenı́. Je možné zmı́nit napřı́klad štı́hlé stavebnı́ konstrukce vystavené dyna-
mickým účinkům větru, základy rotačnı́ch strojů, dopravnı́ prostředky anebo potrubı́, na které
působı́ buzenı́ umělého původu. Útlumu kmitánı́ je věnováno mnoho knih a odborných článků,
viz např. den Hartog (1956), Náprstek (1998, 2000), Náprstek, O.Fischer (1999), Pospı́šil et
al. (2006). Mezi nejpopulárnějšı́ tlumicı́ systémy patřı́ kyvadlové tlumiče a podobná zařı́zenı́.
Jsou laciné, nenáročné na údržbu a spolehlivé, viz např. Koloušek et al. (1984), Náprstek, Pirner
(2002). Dynamické chovánı́ kyvadla je však výrazně složitějšı́ než všeobecně použı́vaný lineárnı́
model s jednı́m stupněm volnosti, pracujı́cı́ pouze ve vertikálnı́ rovině (xz), viz obr. 1. Tento
model je možno akceptovat pouze v přı́padě, že amplitudy buzenı́ v bodě závěsu jsou velmi
malé a frekvence nezasahuje do rezonančnı́ oblasti kyvadla.

Chovánı́ reálného kyvadla popisuje nelineárnı́ systém. V závislosti na jeho parametrech pak
docházı́ k různým typům rezonančnı́ho chovánı́, kdy systém ztrácı́ stabilitu. Systém se dostane
do některého z postkritických stavů. Následky mohou být pro tlumenou konstrukci fatálnı́. Proto
je třeba důkladně studovat podmı́nky vzniku a stability nelineárnı́ prostorové odezvy.

Postkritické stavy v rezonančnı́ oblasti mohou být stabilnı́ či nestabilnı́, stacionárnı́ či ne-
stacionárnı́. S rostoucı́ frekvencı́ buzenı́ systém na počátku rezonančnı́ oblasti opustı́ kmitánı́
ve vertikálnı́ rovině (xz) a samovolně se rozkmitá v přı́čném směru. Pohyb zı́ská prostorový
charakter. Nad hornı́m okrajem rezonančnı́ oblasti přı́čná složka pohybu zmizı́ a obnovı́ se
stabilnı́ řešenı́ ve vertikálnı́ rovině (xz). Existence a úroveň stability jednotlivých typů řešenı́
při průchodu rezonančnı́ oblastı́ závisı́ na geometrii kyvadla a struktuře buzenı́. Širokopásmové
buzenı́, zvláště má-li náhodný charakter, může v praxi vést k odezvě, která opustı́ obvyklý pohyb
ve vertikálnı́ rovině. Kyvadlo ztratı́ svůj účel a začne konstrukci ovlivňovat negativně.
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2. Matematický model s kinematickým buzenı́m

Uvažujme v prvnı́m kroku sférické kyvadlo s kinematickým
buzenı́m a(t) v bodě závěsu. Sférické kyvadlo je třeba popiso-
vat jako silně nelineárnı́ autoparametrický systém. Odezva je v
nejjednoduššı́m přı́padě popsána dvojicı́ nelineárnı́ch diferen-
ciálnı́ch rovnic druhého řádu, které jsou vzájemně provázány
pouze nelineárnı́mi členy.

Autoparametrické systémy byly v poslednı́ch desetiletı́ch in-
tenzivně studovány. Teoretické základy pro práci s takovými
systémy uveřejnili patrně poprvé Haxton, Barr (1974). Během
času se objevila řada pracı́ pojednávajı́cı́ch analytické, nume-
rické i experimentálnı́ aspekty autoparametrických systémů, viz
např. Hatwal et al. (1983), Bajaj et al. (1994), avšak zejména
Tondl, Nabergoj et al. (1994a, 1994b, 1994c, 1997) a mnoho
dalšı́ch pracı́. K dispozici je rovněž řada monografiı́, např. Tondl
et al. (1991, 2000), které prezentujı́ shrnujı́cı́ přehled použitel-
ných metod a výsledků.

Obrázek 1: Schema sou-
stavy a použitých souřadnic.

Matematický model má tvar soustavy dvou Lagrangeových rovnic druhého druhu doplněných
lineárnı́m tlumenı́m, které vycházejı́ z kvadratického tvaru Rayleighovy funkce. Diferenciálnı́
soustavu přibližně vyjádřı́me v kartézských souřadnicı́ch podle obr. 1. Důvodem je průhlednějšı́
mechanismus přechodu prostorového pohybu v pohyb rovinný a možnost přı́mé limitace poruch
k nule. Podrobné odvozenı́ a dalšı́ rozbor, viz Náprstek, C.Fischer (2007):

ξ̈ +
1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)
q q
+
1
2
ωbξ̇ + ω20(ξ +

1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)) = −ä , (a)
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1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)
q q
+
1
2
ωbζ̇ + ω20(ζ +

1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)) = 0 . (b)

 (1)

kde ω20 = g/r je vlastnı́ frekvence lineárnı́ho kyvadla.

Jednotlivé rovnice uvedené soustavy jsou na lineárnı́ úrovni vzájemně nezávislé, jsou prová-
zané pouze nelineárnı́mi členy. Každou ze složek odezvy ξ, ζ je možno považovat za libovolně
malou nezávisle na druhé a spojitě ji limitovat k nule.

Abychom prozkoumali semi-triviálnı́ řešenı́, dosad’me do rovnic (1) ζ = 0 a jako buzenı́
použijme harmonickou funkci:

a(t) = a0 sinωt . (2)

Zatı́mco (1b) je identicky splněno, z rovnice (1a) dostaneme:

ξ̈(1 +
ξ2

r2
) +
1
r2

ξξ̇2 +
1
2
ωbξ̇ + ω20ξ(1 +

1
2r2

ξ2)− a0ω
2 sinωt = 0 . (3)

Řešenı́ rovnice (3) budeme hledat ve tvaru:

ξ0 = ac cosωt+ as sinωt . (4)

Koeficienty ac, as jsou pro obecné řešenı́ závislé na čase: ac = ac(t), as = as(t). Pokud však
pro danou frekvenci buzenı́ ω existuje stacionárnı́ řešenı́, budou ac(t), as(t) konvergovat pro
rostoucı́ t ke konstantám. Na druhou stranu, pokud pro nějaké budicı́ frekvence bude mı́t řešenı́
silně nestacionárnı́ charakter, budou amplitudy pro měnı́cı́ se t ležet na periodické nebo i jiné
křivce. Proto je možno koeficienty ac, as považovat za konstantnı́ pouze tehdy, když očekáváme
stacionárnı́ odezvu, viz např. monografie Arnold (1978), Guckenheimer, Holmes (1983), atd.
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Jako prvnı́ krok se pokusı́me vyhodnotit frekvenčnı́ charakteristiky systému, který se po-
hybuje pouze ve vertikálnı́ rovině (xz), tzn. za podmı́nek daných rovnicı́ (3). Tato frekvenčnı́
charakteristika bude platná pouze pro takové budicı́ frekvence, pro které existuje stacionárnı́ ře-
šenı́. Vztah (4) dosadı́me do rovnice (3) a uplatnı́me operaci harmonické rovnováhy. Po úpravách
zı́skáme následujı́cı́ podmı́nky:

ac

(
(ω20 − ω2) +

1
2r2

(3
4
ω20 − ω2

)
(a2c + a2s)

)
+
1
2
ωωb · as = 0 , (a)

as

(
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1
2r2

(3
4
ω20 − ω2

)
(a2c + a2s)

)
− 1
2
ωωb · ac = a0 · ω2 . (b)

 (5)

Umocněnı́m a součtem obou rovnic zı́skáme vztah pro amplitudu odezvy:

R2ξ

[
ω2ω2b + 4

(
(ω20 − ω2) + 1

2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
R2ξ

)2]
− 4ω4a20 = 0 , R2ξ = a2c + a2s . (6)

Pokud zvyšujeme a0 nebo ωb (amplitudu buzenı́ nebo koeficient tlumenı́), můžeme zı́skat sadu
rezonančnı́ch křivek jako funkci budicı́ frekvence. Podle počtu reálných kořenů rovnice (6),
v závislosti na koeficientech a0, ωb, nemusı́ rezonančnı́ křivky v některých intervalech ω repre-
zentovat jednoznačné funkce. Obr. 2 (a) ukazuje sadu rezonančnı́ch křivek pro pevnou amplitudu
buzenı́ a rostoucı́ koeficient útlumu, obr. 2 (b) pak přı́pad fixovaného koeficientu tlumenı́ a ros-
toucı́ amplitudu buzenı́. Obrázky byly vytvořeny s uváženı́m následujı́cı́ch parametrů kyvadla:
r = 1.0m, g = 9.81ms−2, ω0 = 3.13s−1. Z hlediska fyzikálnı́ interpretace obou obrázků je
třeba mı́t na paměti omezenı́ vyplývajı́cı́ ze zjednodušenı́ zavedených soustavou rovnic (1).
Měknoucı́ charakteristika systému i oblasti nestability pocházejı́cı́ z vı́ceznačnosti rezonančnı́ch
křivek jsou dostatečně patrné.

Jako druhý krok posoudı́me stabilitu semi-triviálnı́ho řešenı́. Vymezenı́ intervalů stability
umožnı́ určit definičnı́ obory parametrů, pro které nenı́ zaručena existence stacionárnı́ho řešenı́
(4). Řešenı́ soustavy (1) napı́šeme ve tvaru součtu semi-triviálnı́ho řešenı́ ξ0, viz rovnice (4), a
malých perturbacı́ u resp. v v jednotlivých souřadnicı́ch:

ξ = ξ0 + u (u = u(t)) , (a)
ζ = 0 + v (v = v(t)) . (b)

}
(7)

Po dosazenı́ (7) do soustavy (1) využijeme faktu, že výraz (4) je řešenı́ rovnice (1a). V souladu
s předpokladem ponecháme v rovnici pouze členy s prvnı́mi mocninami u, v a jejich derivacı́.
V okolı́ hranic stability je možné obě perturbace psát v následujı́cı́m tvaru:

u(t) = uc cosωt+ us sinωt , (a)
v(t) = vc cosωt+ vs sinωt . (b)

}
(8)

Aproximace (8) dosadı́me do soustavy (1) a uplatnı́me operaci harmonické rovnováhy. Výsled-
kem budou dvě nezávislé algebraické soustavy pro uc, us a vc, vs:[

(ω20 − ω2) + 1
2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
(3a2c + a2s)

]
uc+[

1
2ωωb + 1

r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
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]
us = 0 ,[

1
r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
acas − 1

2ωωb

]
uc+[

(ω20 − ω2) + 1
2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
(a2c + 3a

2
s)

]
us = 0 ,


(9)
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Obrázek 2: Rezonančnı́ křivky jako amplitudy semi-triviálnı́ho řešenı́; (a) konstantnı́ amplituda
buzenı́, proměnný útlum; (b) konstantnı́ útlum, proměnná amplituda buzenı́.

[
(ω20 − ω2) + 1

2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
a2c +

1
2r2

(
1
4ω
2
0 + ω2

)
a2s

]
vc+[

1
r2

(
1
4ω
2
0 − ω2

)
acas + 1

2ωωb

]
vs = 0 ,[

1
r2

(
1
4ω
2
0 − ω2

)
acas − 1

2ωωb

]
vc+[

(ω20 − ω2) + 1
2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
a2s +

1
2r2

(
1
4ω
2
0 + ω2

)
a2c

]
vs = 0 .


(10)

Soustavy rovnic (9), (10) jsou homogennı́ a nezávislé na amplitudě buzenı́, závisı́ pouze na budicı́
frekvenci a parametrech dynamického systému. Abychom dostali netriviálnı́ řešenı́ uc, us, resp.
vc, vs, determinanty soustav (9), resp. (10) musı́ být nulové. Tı́m jsou definovány dvě nezávislé
podmı́nky:

R2u
1
2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

) (
3R2u

1
2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2
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+

(R2u = u2c + u2s) + (ω20 − ω2)2 + 1
4ω
2ω2b = 0 , (a)
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(

ω20
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1
4r4

(
3
4ω
2
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) (
1
4ω
2
0 + ω2

))
+

(R2v = v2c + v2s) + (ω20 − ω2)2 + 1
4ω
2ω2b = 0 . (b)


(11)

Rovnice (11) je možno interpretovat jako podmı́nky, které rozdělujı́ rovinu (R20, ω) na stabilnı́
a nestabilnı́ oblast.

Obr. 3 shrnuje hranice stability obou typů pro koeficienty útlumu ωb ∈ (0.0; 0.5), jak vyplývajı́
z rovnice (11). Plné čáry v obr. 3 (a) odpovı́dajı́ hranicı́m oblasti stability nulové hodnoty
proměnné ζ . Tuto křivku nazveme hranicı́ stability ζ . Překročenı́ jednotlivých křivek zleva-
zprava nebo zdola znamená, že souřadnice ζ ztrácı́ stabilnı́ nulovou hodnotu a odezva systému
zı́ská charakter prostorové křivky. Má-li odezva opustit nestabilnı́ oblast, je nutné bud’to snı́žit
amplitudu buzenı́ pod naznačený limit, anebo zvýšit-snı́žit frekvenci.

Plné čáry v obr. 3 (b) ukazujı́ hranice, kde odezva soustavy pro konkrétnı́ a0, ωb ztrácı́
jednoznačnost a odpovı́dajı́cı́ rezonančnı́ křivka má dvě stabilnı́ a jednu nestabilnı́ část. Tuto
křivku budeme nazývat hranice stability ξ.

Obr. 4 přehledně ukazuje vztah rezonančnı́ch křivek a hranic stability pro různé konfigurace
parametrů. Obrázky ve sloupcı́ch odpovı́dajı́ pevné hodnotě útlumu a proměnné amplitudě
buzenı́, zatı́mco obrázky v jednotlivých řádcı́ch majı́ stejnou amplitudu buzenı́. Je zřejmé,
že nestabilita v proměnné ζ a okamžik, kdy odezva začı́ná mı́t prostorový charakter, nastává
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Obrázek 3: Hranice stability semi-triviálnı́ho řešenı́ pro různé hodnoty tlumenı́: (a) kolmo
k rovině (xy) - hranice ζ; (b) v rovině (xy) plane - hranice ξ.

v intervalu ω ∈ (e1, e2), který obsahuje frekvenci ω0. Délka tohoto intervalu pak závisı́ na
amplitudě buzenı́ a koeficientu útlumu. Interval nestability může zmizet úplně, jako na obr. 4
(ac), anebo mı́t nezanedbatelnou velikost, jako např. na obr. 4 (ca). Doporučenı́ pro realizaci
tlumičů je pak nasnadě: koeficient útlumu nesmı́ poklesnout pod jistý limit. V opačném přı́padě
totiž hrozı́ omezenı́ účinnosti kyvadla zvláště pro širokopásmové buzenı́.

3. Postkritická odezva v rezonančnı́ oblasti
3.1. Všeobecné poznámky
Vrat’me se k rovnici (1). Rámcový přehled o jejı́m chovánı́ v rezonančnı́ oblasti ω ∈ (c1, e2),
je možné zı́skat z numerických simulacı́. Ukazuje se, že v tomto intervalu se objevuje několik
typů rezonančnı́ odezvy. Z Fourierovy transformace numericky vypočtené odezvy je vidět, že
odezva obsahuje v celé rezonančnı́ oblasti pouze jednu harmonickou složku, která odpovı́dá
budicı́ frekvenci ω. Pouze pro silně nestacionárnı́ odezvu se objevuje několik menšı́ch složek
v těsném okolı́ ω. Žádné skutečné sub- nebo superharmonické složky nebyly pozorovány. Tento
výsledek je v souladu s pracemi: Abarbanel et al. (1990), Hammel (1990).

Na základě těchto pozorovánı́ je možno považovat následujı́cı́ základnı́ řešenı́ za dostatečně
obecné:

ξ(t) = ac(t) cosωt+ as(t) sinωt , (a)
ζ(t) = bc(t) cosωt+ bs(t) sinωt . (b)

}
(12)

Protože uvažujeme čtyři neznámé funkce namı́sto původnı́ch dvou, můžeme definovat dvě
dodatečné podmı́nky, což využijeme při zápisu prvnı́ch derivacı́:

ξ̇(t) = −acω sinωt+ asω cosωt , (a)
ζ̇(t) = −bcω sinωt+ bsω cosωt . (b)

}
(13)

kde ac = ac(t), as = as(t), bc = bc(t), bs = bs(t). Dále zřejmě platı́:

ξ̈(t) = −acω
2 cosωt− asω

2 sinωt −ȧcω sinωt+ ȧsω cosωt , (a)
ζ̈(t) = −bcω

2 cosωt− bsω
2 sinωt −ḃcω sinωt+ ḃsω cosωt . (b)

}
(14)

Po dosazenı́ výrazů (12), (13), (14) do diferenciálnı́ soustavy (1) provedeme opět operaci har-
monické rovnováhy. Po delšı́ch úpravách zı́skáme soustavu diferenciálnı́ch rovnic pro neznámé
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Obrázek 4: Stabilnı́ a nestabilnı́ oblasti v rovině (R2, ω) pro tři amplitudy buzenı́ a0 =
0.02, 0.04, 0.06 (řádky) a tři hodnoty tlumenı́ ωb = 0.1, 0.2, 0.3 (sloupce); body e1, e2 or c1, c2
vyjadřujı́ začátek a konec intervalu nestability ζ , resp. ξ ; typy rezonančnı́ch oblastı́: bı́lé pole -
1. typ, modré pole - 2. typ, žluté pole - 3. typ.

amplitudy ac, as, bc, bs:

ω


−2acas, 4r2 + 3a2c + a2s, −asbc − acbs, 3acbc + asbs

−4r2 − a2c − 3a2s, 2acas, −acbc − 3asbs, asbc + acbs

−asbc − acbs, 3acbc + asbs, −2bcbs, 4r2 + 3b2c + b2s
−acbc − 3asbs, asbc + acbs, −4r2 − b2c − 3b2s, 2bcbs




ȧc

ȧs

ḃc

ḃs

 =

= −1
2


ac

(
8Ω2r2 +

(
a2c + a2s + b2c

)
Ω1 + b2sΩ3

)
+ 2as

(
2ωbωr2 + bcbsΩ4

)
−8ω2a0r2 + as

(
8Ω2r2 +

(
a2c + a2s + b2s

)
Ω1 + b2cΩ3

)
− 2ac

(
2ωbωr2 − bcbsΩ4

)
bc

(
8Ω2r2 +

(
a2c + b2c + b2s

)
Ω1 + a2sΩ3

)
+ 2bs

(
2ωbωr2 + acasΩ4

)
bs

(
8Ω2r2 +

(
a2s + b2c + b2s

)
Ω1 + a2cΩ3

)
− 2bc

(
2ωbωr2 − acasΩ4

)

 , (15)

kde jsme označili:

Ω1 = 3ω
2
0 − 4ω2 , Ω2 = ω20 − ω2 , Ω3 = ω20 + 4ω

2 , Ω4 = ω20 − 4ω2 . (16)

Je nutné připomenout, že rovnice (15) majı́ význam pouze za podmı́nky, že operace harmonické
rovnováhy má smysl, tzn. pokud existujı́ přı́slušné integrály a jsou konečné. Aby tato podmı́nka
byla splněna, musı́ se amplitudy ac, as, bc, bs v čase měnit výrazně pomaleji než funkce sinωt.

Soustava (15) nenı́ (až na některé speciálnı́ přı́pady) řešitelná analyticky. Pro některé zajı́mavé
přı́pady, zejména pro přı́pady použité v obr. 4, byla proto řešena numericky. Použita byla
kombinace Adamsovy a Gearovy metody v algoritmu predictor-corrector, jak je implementována
v systému MATHEMATICA (Wolfram Inc.). V průběhu výpočtu byl testován Ljapunovův
exponent, viz např. Moser (1973), Benettin et al. (1980).

Výsledky simulace řešenı́ soustavy (1) a (15) jsou porovnány v následujı́cı́ch odstavcı́ch.
Ukazuje se, že existujı́ tři vzájemné vztahy rezonančnı́ křivky a hranic stability. Tyto vztahy pak
určujı́ charakter odezvy soustavy v rezonančnı́m intervalu ω ∈ (c1, e2).
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3.2. Prvnı́ typ rezonančnı́ oblasti
Prvnı́ typ rezonance je charakterizován stavem, kdy rezonančnı́ křivka protı́ná obě hranice
stability ξ i ζ , viz obr. 4 (aa,ba,bc,bb,cb,cc). Existujı́ body c1, c2, e1, e2, a i když c1 ≤ e1, body
c1, e1 zpravidla splývajı́. Za těchto podmı́nek je možno pozorovat v intervalu ω ∈ (c1, e2) čtyři
různé rezonančnı́ režimy. Reprezentantem tohoto stavu může být konfigurace a0 = 0.06m,ωb =
0.2s−1, viz obr. 4 (cb) a obr. 5.

(a) ω ∈ (c1, c2) - Odezva zůstává sta-
bilnı́ v rovině (xz), ζ je prakticky nu-
lové. Amplituda rovinné odezvy drama-
ticky roste. Střednı́ a hornı́ větev rezo-
nančnı́ křivky je nestabilnı́. Hornı́ větev
nenı́ možno dosáhnout volbou vhodné po-
čátečnı́ podmı́nky při numerickém řešenı́.
To proto, že oblast nad hornı́ větvı́ rezo-
nančnı́ křivky je rovněž nad hranicı́ stabi-
lity ξ. Stabilita hornı́ větve je ”křehká” a
zcela vymizı́ v bodě e1, kde se hornı́ větev
setkává se střednı́ větvı́, která je nestabilnı́
z povahy problému. Řešenı́ tı́hne k jedi-
nému, velmi stabilnı́mu stavu na spodnı́
větvi rezonančnı́ křivky, viz silnou čáru
ω ∈ (c1, c2) v obr. 5. Tomuto stavu od-
povı́dá časový průběh odezvy zobrazený
na obr. 6 (a). Průmět složek ξ, ζ do roviny
(xy) (po odezněnı́ počátečnı́ho přechodo-
vého jevu) je ukázán ve čtverci na levé
straně, zatı́mco časový průběh jednotli-
vých složek ξ, ζ je vykreslen na dvojici
grafů na pravé straně obr. 6 (a). Rovinný
charakter pohybu ke zřejmý.

Obrázek 5: Podrobné schema prvnı́ho typu rezo-
nančnı́ oblasti ω ∈ (c1, e2) pro a0 = 0.06, ωb =
0.2, viz obr.4(cb); pod-rezonančnı́ oblast ω ∈
(0, c1) a nad-rezonančnı́ oblast ω ∈ (e2,∞) se sta-
bilnı́m semi-triviálnı́m řešenı́m.

(b) ω ∈ (c2, cs) - Objevuje se chaotická odezva, viz obr. 6 (b) (pro bližšı́ seznámenı́ s matema-
tickým pojetı́m chaosu v nelineárnı́ch dynamických systémech viz např. Lichtenberg, Lieberman
(1983), Schuster (1988), Ott (1993)). Odezva v obou složkách ξ, ζ tvořı́ zázněje, pohyb v sou-
řadnici ξ je dominantnı́. Pohyby v souřadnici ζ majı́ charakter vybočenı́. Perioda těchto vybočenı́
se s rostoucı́ budicı́ frekvencı́ zkracuje. Amplitudy již nekonvergujı́ ke konstantám, zůstávajı́
kvazi-periodické a jejich vnitřnı́ struktura se měnı́ i v rámci jednotlivých period. Převládajı́cı́
charakter složky ξ pramenı́ v přı́tomnosti hranice stability ξ v tomto intervalu. Tomuto intervalu
neodpovı́dá žádná část rezonančnı́ křivky v obr. 5, nebot’ stacionárnı́ odezva v tomto přı́padě
neexistuje.

(c) ω ∈ (cs, es) - Charakter odezvy je podobný jako v předchozı́m přı́padě. Periody záznějů
jsou krátké a pohybu se účastnı́ obě složky takřka stejně. Soustava je mimo oblast nestability
ξ, ale velmi hluboko v oblasti nestability ζ . To vede k chaotickému pohybu, který připomı́ná
protáhlou hypocykloidu, obr. 6 (c). S dalšı́m nárůstem ω až k hornı́mu okraji intervalu se odezva
uklidňuje, záznějové efekty mizı́, viz obr. 6 (d). Nicméně stále nemá smysl hovořit o rezonančnı́
křivce. Ljapunovův exponent potvrzuje chaotický charakter odezvy v přı́padech (b) a (c).

(d) ω ∈ (es, e2) - Dolnı́ okraj tohoto frekvenčnı́ho intervalu je dán minimem hranice stability
ζ . Odezva soustavy dosahuje stacionárnı́ řešenı́ reprezentované prostorovou křivkou připomı́-
najı́cı́ elipsu, obr. 6 (e). Toto řešenı́ je velmi stabilnı́, jak je ukázáno pomocı́ lineárnı́ perturbace,
viz část 3 výše, anebo pomocı́ hodnot Ljapunovova exponentu. Protože je řešenı́ stacionárnı́,
je možné zavést nějaký ekvivalent rezonančnı́ křivky, napřı́klad výraz

√
ξ2 + ζ2, viz obr. 5.

Výsledek však neodpovı́dá původnı́ rezonančnı́ křivce, ale hranici stability ζ . To nepřekvapuje,
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Obrázek 6: Prvnı́ typ rezonančnı́ oblasti pro a0 = 0.06, ωb = 0.2, viz obr. 4 (cb); přı́má integrace
pro budicı́ frekvence ve čtyřech režimech odezvy: (a) ω ∈ (c1, c2), (b) ω ∈ (c2, cs), (cd)
ω ∈ (cs, es), (e) ω ∈ (es, e2).
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nebot’ soustava stále zůstává v oblasti nestability ζ a uvedené řešenı́ je nejbližšı́ stabilnı́ stav.
Tyto podmı́nky se zásadně lišı́ od podmı́nek, pro něž byla určována původnı́ rezonančnı́ křivka.

Ve frekvenčnı́ch intervalech ω ∈ (0, c1) a ω ∈ (e2,∞) existuje stabilnı́ řešenı́ v rovině (xz),
jak bylo ukázáno v předchozı́ části. Rovněž to platı́ pro interval ω ∈ (es, e2). V těchto třech
intervalech má řešenı́ charakter stabilnı́ uzavřené křivky, jak se ukazuje z numerického řešenı́,
viz obr. 6 (a), 6 (e).

Pokusme se existenci těchto limitnı́ch cyklů potvrdit pomocı́ soustavy (15). Ustálená odezva
v limitnı́m cyklu je charakterizována konstantnı́ amplitudou (pro t → ∞). Proto musı́ být za
těchto podmı́nek časové derivace ȧc, ȧs, ḃc, ḃs rovny nule. Následně musı́ být nulová rovněž
levá strana rovnice (15). Pravá strana tvořı́ algebraickou soustavu, kterou je možno upravit do
následujı́cı́ho tvaru:

ac · (8Ω2r2 +R2AΩ1) + 2bsS
2
AΩ4 + 4asωbωr2 = 0

as · (8Ω2r2 +R2AΩ1) − 2bcS
2
AΩ4 − 4acωbωr2 = 8ω2a0r2

bc · (8Ω2r2 +R2AΩ1) − 2asS
2
AΩ4 + 4bsωbωr2 = 0

bs · (8Ω2r2 +R2AΩ1) + 2acS
2
AΩ4 − 4bcωbωr2 = 0

(17)

kde jsme označili:
R2A = a2c + a2s + b2c + b2s ; S2A = asbc − acbs (18)

Hodnota R2A musı́ být kladná, zatı́mco S2A může nabývat libovolných reálných hodnot. Prvnı́
rovnici ze soustavy dvou rovnic pro neznámé R2A, S2A zı́skáme tak, že jednotlivé rovnice (17)
umocnı́me a sečteme. Druhá rovnice pak vznikne jako rozdı́l součinu prvé a čtvrté rovnice (17)
a součinu druhé a třetı́ rovnice soustavy (17). Po dalšı́ch úpravách je možno psát:

R2A · [(8Ω2r2 +R2AΩ1)
2 + 4S4AΩ

2
4 + 16ω

2
bω
2r4]−

−8S4A(8Ω2r2 +R2AΩ1)Ω4 = 64ω
4a2or

4 (a)
S2A · [2R2A(8Ω2r2 +R2AΩ1)Ω4−

−(8Ω2r2 +R2AΩ1)
2 − 16ω2bω2r4 − 4S4AΩ24] = 0 (b)

(19)

Tı́m jsme nahradili čtyři amplitudy dvěma parametry R2A, S2A podle rovnice (18). Prvnı́ z nich
je možno interpretovat jako zobecněnou celkovou efektivnı́ amplitudu zahrnujı́cı́ obě složky
odezvy (12). Parametr S2A pak charakterizuje fázový posuv. Rovnici (19b) je možno splnit,
pokud (i) S2A = 0 anebo (ii) S2A 6= 0 a výraz v závorce bude nulový. Prvnı́ přı́pad znamená, že
vektory [ac, as], [bc, bs] jsou rovnoběžné, a proto (s ohledem na (12)) platı́: ξ(t)/ζ(t) = const
pro libovolné t. To reprezentuje pohyb ve vertikálnı́ rovině, jak bylo rozebráno výše. Vskutku,
dosadı́me-li S2A = 0 do prvnı́ rovnice (19a), dostaneme rovnici (6), která reprezentuje rezonančnı́
křivku semi-triviálnı́ho řešenı́, platnou pouze ve stabilnı́ oblasti řešenı́. Proto přı́pad S2A = 0
charakterizuje limitnı́ cykly v intervalech ω ∈ (0, c2) a ω ∈ (e2,∞), kde je možno složky
pohybu ξ(t), ζ(t) považovat za synchronnı́.

Přı́pad, kdy S2A 6= 0 odpovı́dá intervalu ω ∈ (es, e2). V tomto přı́padě můžeme vydělit rovnici
(19b) faktorem S2A. Je ihned vidět, že výraz S2A se v rovnici (19a,b) objevuje jen jako S4A. Je proto
možné připustit záporné hodnoty S2A. Po eliminaci neznámé S4A ze soustavy (19a,b) zı́skáme:

(8Ω2r
2 +R2AΩ1)[(R

2
Aω2o + 4Ω2r

2)2 + 4ω2bω
2r4] = 8Ω4ω

4a2or
4 (20)

Parametry R2A, S2A vykreslené v závislosti na ω, jak byly vypočteny podle rovnic (18)-(20) pro
již dřı́ve užité hodnoty parametrů, jsou vykresleny na obr. 7. Na vodorovné ose se objevujı́ dva
bifurkačnı́ body B1, B2. Oba souvisı́ s fázovým posunem S2A. Obecný výraz, vzniklý eliminacı́
R2A z rovnice (19b), je možno vyjádřit ve tvaru

S2A,i(α+ βS4A,i + γS8A,i) = 0 (i = 1− 5) (21)
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Protože kořen S2A,5 = 0, budou dalšı́ kořeny S4A,i(i = 1− 4) bud’to (i) dva komplexně sdružené
komplexnı́ kořeny, nebo (ii) jeden kladný a jeden záporný reálný kořen, anebo (iii) dva různé
kladné reálné kořeny. Aplikace odmocniny pak dá (i) žádnou, (ii) dvě anebo (iii) čtyři reálné
větve pro S2A. Bifurkačnı́ body B1, B2 pak oddělujı́ jednotlivé naznačené frekvenčnı́ intervaly.
Navı́c poloha B1 vyplývá rovněž z podmı́nky existence násobného kořene S2A = 0.

Jednotlivé části křivky pro R2A jsou vy-
kresleny rovněž v obr. 7. Je zde vidět vztah
mezi větvemi S2A a R2A pro jednotlivé frek-
venčnı́ intervaly. Větev S2A = 0 odpovı́dá
rezonančnı́ křivce. Jejı́ vztah s hranicı́ sta-
bility ζ je zřejmý. Souřadnice ω jejich prů-
sečı́ku e2 a poloha B1 splývajı́.

Ještě je třeba zmı́nit vlastnosti stabi-
lity vypočtených parametrů R2A, S2A. Obě
bifurkace typu pitchfork S2A jsou zřejmé.
Stabilnı́ a nestabilnı́ části křivek jsou vy-
kresleny plnou, resp. čárkovanou čarou.
Triviálnı́ stabilnı́ řešenı́ (S2A = 0), které
reprezentuje pohyb ve vertikálnı́ rovině,
existuje v intervalu ω ∈ (0, B1). V inter-
valu ω ∈ (B1, B2) existujı́ dvě stabilnı́
netriviálnı́ a jedno nestabilnı́ triviálnı́ ře-
šenı́. Pro ω > B2 zbývá jedno stabilnı́ tri-
viálnı́ a čtyři nestabilnı́ netriviálnı́ řešenı́
S2A. Stejné členěnı́ odpovı́dá i R2A s vý-
jimkou intervalu ω ∈ (B1, es), kde se R2A
velmi rychle měnı́. Proto v tomto intervalu
neexistuje žádný limitnı́ cyklus.

Obrázek 7: R2A, S2A - amplituda a fázový po-
suv; spojitá křivka - stabilnı́ část, čárkovaná
křivka - nestabilnı́ část; (rc), (sl) - rezonančnı́
křivka, resp. hranice stability ζ; B1, B2 - bifur-
kačnı́ body křivek S2A; B1 ≡ c1, e1, B2 ≡ e2;
es - minimum hranice stability ζ a průsečı́k (rc)
s křivkami R2A; (i), (ii) - typy limitnı́ho cyklu.

3.3. Druhý typ rezonančnı́ oblasti
Druhý typ je charakterizován přı́padem, kdy rezonančnı́ křivka protı́ná pouze hranici stability
ζ . Existujı́ jen body e1, e2, viz obr. 4 (ab, bc). Je možno očekávat dva režimy v intervalu
ω ∈ (e1, e2).

(a) ω ∈ (e1, es) - Poté, co nastane ztráta stability ζ , je přenos energie mezi souřadnicemi ξ
a ζ patrný podobně jako při alternativách (b,c) předchozı́ části. Záznějové jevy však nejsou tak
dramatické a nelišı́ se přı́liš od stacionárnı́ho řešenı́ popsaného v odstavci (d), viz obr. 8 (b).

(b) ω ∈ (es, e2) - Stabilizované řešenı́ porovnatelné s řešenı́m pojednaným v odstavci (d)
výše, viz obr. 8 (b).

3.4. Třetı́ typ rezonančnı́ oblasti
V tomto přı́padě se rezonančnı́ křivka neprotı́ná s žádnou hranicı́ stability, soustava neopouštı́
vertikálnı́ rovinu (xz). Semi-triviálnı́ řešenı́ zůstává stabilnı́ pro libovolné ω; viz obr. 4 (ac) a
obr. 8 (a).

Obr. 8 ukazuje průměty kyvadla do roviny (xy) pro různé hodnoty vstupnı́ch parametrů a
ukazuje všechny pojednané typy rezonančnı́ch oblastı́. Jeho význam je možno shrnout násle-
dovně. Všechny tři části (obr. (a),(b),(c)) jsou spočteny pro stejný koeficient útlumu ωb = 0.3
a pro rostoucı́ amplitudu buzenı́ a0 = 0.02, 0.04, 0.06. Porovnánı́ obr. 8 (c) s (xy) průmětem
v levém sloupci obr. 6 (a0 = 0.06, ωb = 0.2) ukazuje silnou závislost odezvy na koeficientu
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Obrázek 8: Tři typy rezonančnı́ch oblastı́ pro tlumenı́ ωb = 0.3; průběh odezvy v času v rovině
xy; řádek (a) obr. 4 (ac) - třetı́ typ, řádek (b) obr. 4 (bc) - druhý typ, řádek (c) obr. 4 (cc) - prvnı́
typ; ve všech řádcı́ch jsou znázorněny typické režimy odezvy při průchodu rezonančnı́ oblastı́.

útlumu. Je možno řı́ci, že charakter odezvy je velmi citlivý na změnu jak amplitudy buzenı́, tak
koeficientu útlumu, a předevšı́m závisı́ na vzájemné poloze rezonančnı́ křivky systému s jednı́m
stupněm volnosti (tzn. s potlačenou složkou ζ) a hranic stability obou složek ξ a ζ .

Podı́vejme se blı́že na přı́pad, kdy rezonančnı́ křivka semi-triviálnı́ho řešenı́ mine hranici
stability ξ a dotkne se hranice stability ζ , viz obr. 4 (ac), 8 (a), které reprezentujı́ třetı́ typ
rezonančnı́ oblasti. V praxi použité kyvadlo by tuto oblast nemělo nikdy opustit.

Určı́me podmı́nky pro parametry a0, ωb, ω, R2 takové, aby systém bezpečně spadal do třetı́ho
typu rezonančnı́ oblasti. Dotyk rezonančnı́ křivky a hranice stability ζ nastane v okamžiku, kdy
obě křivky majı́ společný právě jeden bod v rovině ω,R2. Ze vztahů (6) a (11b) pak vyplývá
dvojice implicitnı́ch rovnic:

F1 : R2
[
ω2ω2b + 4

(
Ω2 + 1

8r2Ω1R
2
)2]

− 4ω4a20 = 0 (a)

F2 : R2
(

ω20
2r2Ω2 +R2 1

64r4Ω1Ω3
)
+ Ω22 +

1
4ω
2ω2b = 0 (b)

(22)

V témže bodě ω musı́ být složky tečných vektorů obou křivek rovnoběžné. Složky tečných
vektorů je možno zapsat v parametrickém tvaru:

−∂F1/∂R2 = −[16r4(ω2bω2 + 4Ω22) + 3R4Ω21 + 32r2R2Ω1Ω2]/16r4

∂F1/∂ω = [16R2ω(2ω2br
4 − (2r2 +R2)(R2Ω1 + 8r2Ω2))− 256ω3a20]/16r4

−∂F2/∂R2 = [−32r2Ω2ω20 − 2R2Ω1Ω3]/64r4

∂F2/∂ω = 16ω(2r4(ω2b − 8Ω2)− 4r2R2ω20 +R4Ω4)/64r4

(23)

Jejich vektorový součin ∆ = [−∂F1/∂R2 · ∂F2/∂ω + ∂F1/∂ω · ∂F2/∂R2] musı́ být nulový, a
proto platı́:

∆ = [16r4(ω2ω20) + 32Ω1Ω2R
2 + 3Ω21R

4][R4Ω4 − 4r2R2ω20 + 2r4(ω20 − 8Ω2)]− (24)

−[R2(2ω2br4 − (2r2 +R2)(8r2Ω2 + Ω1R
2))− 16ω2a20][32r2ω20Ω2 + 2R2Ω1Ω3] = 0
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Obrázek 9: Třetı́ typ rezonančnı́ oblasti; vztah rezonančnı́ křivky a ζ hranice stability pro
amplitudy buzenı́ a0 = 0.01, 0.05, 0.09.

Obrázek 10: Podmı́nka zachovánı́ režimu ve třetı́m typu rezonančnı́ oblasti při amplitudě buzenı́
a0; minimálnı́ potřebný útlum ωb (levá část) a odpovı́dajı́cı́ amplituda výchylky kyvadla R2

(pravá část); frekvence ω dotykového bodu hranice stability ζ a rezonančnı́ křivky se měnı́ jen
velmi málo v úzkém intervalu ω ∈ (3.14; 3.18).

Nelineárnı́ algebraickou soustavu (22), (24) pro neznámé parametry ωb, ω, R2 je nutno vyčı́slit
pro různé hodnoty parametru a0. Je třeba použı́t vhodnou numerickou proceduru a pečlivě
vybı́rat počátečnı́ přiblı́ženı́, abychom se vyhnuli nesmyslným výsledkům.

Některé numerické výsledky jsou vykresleny na obr. 9, 10. Je vidět, že při rostoucı́ amplitudě
buzenı́ a0 je nutné zvyšovat odpovı́dajı́cı́m způsobem koeficient útlumu ωb. Hranice stability ξ
nenı́ nikdy dosažena a posunuje se pryč od bodu dotyku rezonančnı́ křivky a hranice stability ζ ,
viz obr. 9. Koeficient útlumu ωb potřebný k udrženı́ soustavy ve třetı́m typu rezonančnı́ oblasti
je ukázán na obr. 10 spolu s odpovı́dajı́cı́ amplitudou tlumiče R2. Frekvence ω bodu dotyku se
měnı́ jen zvolna v intervalu (zhruba) ω ∈ (3.14; 3.18).

4. Kyvadlo s vazbou na konstrukci
Vrat’me se k soustavě (1). Předpokládejme, že kyvadlo je součástı́ konstrukce, kterou idealizu-
jeme lineárnı́ soustavou s jednı́m stupněm volnosti, který je vyjádřen pohybem hmoty M ve
směru x. Celá soustava spolu s kyvadlem tak má tři stupně volnosti a je buzena jednou vnějšı́
silou F (t) ve směru x, viz obr. 11.

Zopakujeme postup založený na energetických bilancı́ch, Hamiltonově funkcionálu a Raylei-
ghově kvadratické funkci. Dospějeme tak k soustavě třı́ Lagrangeových rovnic v souřadnicı́ch
θ, φ, γ. Zavedenı́m přibližné transformace do kartézských souřadnic dostaneme soustavu třı́
rovnic, která je rozšı́řenı́m soustavy (1):

γ̈ + κξ̈ + 2ωbsγ̇ + ω20sγ = Fr(t) , (a)

ξ̈ +
1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)
q q
+
1
2
ωbpξ̇ + ω20p(ξ +

1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)) + γ̈ = 0 , (b)

ζ̈ +
1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)
q q
+
1
2
ωbpζ̇ + ω20p(ζ +

1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)) = 0 . (c)

(25)
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V rovnicı́ch (25) jsme označili:

ξ(t), ζ(t), γ(t) - složky odezvy;
ω20p = g/r, ωbp - ”lineárnı́” vlastnı́ frekvence a útlum kyvadla,
ω20s = C/(M +m), ωbs - ”opravená” vlastnı́ frekvence a útlum

konstrukce,
Fr(t) = F (t)/(M +m) - vnějšı́ buzenı́ soustavy ve směru x,
κ = m/(M +m) - poměr hmotnostı́.

Posud’me semi-triviálnı́ řešenı́ a jeho stabilitu. Za těchto podmı́nek
platı́, že ζ0 = 0 a rovnice (25c) je splněna identicky. Semi-triviálnı́
řešenı́ má dvě nenulové složky ξ0, γ0 nezávislé na lineárnı́ úrovni
na ζ . Vnějšı́ buzenı́ a nenulové složky semi-triviálnı́ odezvy pı́-
šeme ve tvaru:

Fr(t) = f0 sinωt , γ0 = cc cos γt+ cs sin γt ,

ξ0 = ac cos γt+ as sin γt.
(26) Obrázek 11: Model kon-

strukce s kyvadlem.

Výrazy (26) dosadı́me do rovnic (25a, b). Tak jako v předchozı́ch přı́padech uplatnı́me operaci
harmonické rovnováhy. Po delšı́ch úpravách dostaneme pro amplitudy výchylek tyto rovnice:

R2ξ
[
(κω4Ω3s + Ω5pΩ21s)

2 + (κω4Ω2s + Ω21s(Ω2p +
1
8r2Ω1p ·R

2
ξ))
2
]
= f 20ω

4(Ω22s − Ω23s) (27)

R2ξ
(
Ω25p + (Ω2p +

1
8r2Ω1p ·R

2
ξ)
2
)
= R2γ · ω4 (28)

kde jsme označili:

R2ξ = a2c + a2s , R2γ = c2c + c2s ,

Ω21s = 4ω
2
bsω
2 + (ω20s − ω2)2, Ω2s = ω20s − ω2, Ω3s = 2ωbsω,

Ω1p = 3ω20p − 4ω2, Ω2p = ω20p − ω2, Ω5p = ωbpω/2.
(29)

Rovnice (27) je nezávislá na (28). Je třetı́ho stupně v R2ξ a umožňuje vykreslit základnı́ rezonančnı́
křivku pohybu kyvadla (bez ohledu na nestabilnı́ části). Z rovnice (28) potom následně plyne
základnı́ rezonančnı́ křivka amplitudy výchylky konstrukce R2γ .

Hranice stability semi-triviálnı́ho řešenı́ stanovı́me podobně jako ve třetı́ kapitole. Semi-
triviálnı́ řešenı́ doplnı́me ve všech složkách poruchami, které následně rozepı́šeme v harmonic-
kém tvaru, viz (7), (8):

γ = γ0 + w , w = wc cosωt+ ws sinωt , (a)
ξ = ξ0 + u , u = uc cosωt+ us sinωt , (b)
ζ = 0 + v , v = vc cosωt+ vs sinωt . (c)

(30)

Výrazy z prvnı́ho sloupce v (30) dosadı́me do soustavy (25). S využitı́m skutečnosti, že (γ0, ξ0, 0)
je semi-triviálnı́ řešenı́ původnı́ soustavy, a se zanedbánı́m vyššı́ch mocnin a derivacı́ všech třı́
poruch dostaneme ze soustavy (25) soustavu třı́ homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic
pro w, u, v. Rovnice pro w, u jsou spřažené, rovnice pro v je samostatná. Do těchto rovnic
dosadı́me podle druhého sloupce (30) a provedeme operaci harmonické rovnováhy. Dostaneme
se k algebraickým soustavám, které jsou analogické (9), (10). Rovnicı́m (9) odpovı́dá homogennı́
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soustava pro čtyři amplitudy wc, ws, uc, us.

−κω2 · uc −Ω2s · wc +Ω3s · ws = 0 (a)

− κω2 · us −Ω3s · wc +Ω2s · ws = 0 (b)[
Ω2p +

Ω1p
8r2 (3a

2
c + a2s)

]
· uc +

[
Ω5p +

Ω1p
4r2 acas

]
· us −ω2 · wc = 0 (c)[

−Ω5p + Ω1p
4r2 acas

]
· uc +

[
Ω2p +

Ω1p
8r2 (a

2
c + 3a

2
s)

]
· us −ω2 · ws = 0 (d)

(31)

Hranice stabilnı́ho semi-triviálnı́ho řešenı́ ve směru ξ jsou dány výrazem pro nulový determinant
soustavy (31). Po eliminaci wc, ws se dalšı́mi úpravami dostaneme k bi-kvadratické rovnici pro
R2u:

3Ω21sΩ
2
1p

64r4
R4u +

Ω1p
2r2
(Ω21sΩ2p − κω4Ω2s)R

2
u+

Ω21s(Ω
2
2p + Ω

2
5p)− 2κω4(Ω2sΩ2p − Ω3sΩ5p) + κ2ω8 = 0

(32)

Zpětným dosazenı́m do soustavy (31) a s využitı́m vztahů (29) vznikne jednoduchý vzorec pro
kvadrát amplitudy R2w:

R2w =
κ2ω4

Ω21s
R2u (33)

Amplitudy R2u, R
2
w v rovnicı́ch (32), (33) majı́ tvar:

R2u = u2c + u2s, R2w = w2c + w2s (34)

Rovnice (25c) je totožná s rovnicı́ (1b) a spolu s (30c) vede k téže podmı́nce stability dané
rovnicı́ (11b) pro amplitudu R2v:

R2v = v2c + v2s (35)

Sledujme vývoj rezonančnı́ch křivek R2γ, R
2
ξ , hranic stability R2u, R

2
v a dalšı́ch vlastnostı́ sou-

stavy podle obr. 11, resp. soustavy rovnic (25). Jako pevné volı́me parametry: r = 1.0m, ω0p =
3.13s−1, ω0s = 3.00s−1, κ = 0.1, ωbs = ωbp/4. Z (25a, b) vyplývajı́ vlastnı́ frekvence ”li-
nearizovaného” modelu: ω01 = 2.670s−1, ω02 = 3.711s−1. Soustavu prověřujeme pro ωbp ∈
(0.0, 0.200), krok 0.025s−1 při amplitudách buzenı́ f0 ∈ (0.050, 0.500), krok 0.05. Vybrané
výsledky jsou znázorněny jako funkce ω ∈ (2.5, 4.0) na obr. 12. V hornı́ polovině obrázku
(pole (aa) až (ai)) je znázorněn vývoj pro fixovanou amplitudu f0 = 0.35 a rostoucı́ útlum ωbp.
Podobně je upravena dolnı́ polovina obrázku (pole (ba) až (bi)), ze které je patrný vývoj těchže
křivek při fixovaném útlumu ωbp = 0.20s−1 a rostoucı́ amplitudě buzenı́ f0.

Z obrazu rezonančnı́ch křivek R2γ, R
2
ξ (zelená, červená) ve všech 18 polı́ch na obr. 12 jsou

zřetelné dvě rezonančnı́ oblasti. Vyššı́ z nich navazujı́cı́ na ω02 se vztahuje ke kyvadlu samotnému
a nese znaky výrazně nelineárnı́ho systému s měknoucı́ charakteristikou. Nižšı́ rezonančnı́
oblast v okolı́ ω01 vyplývá z přidaného stupně volnosti, jı́mž jsme idealizovali pohyb samotné
konstrukce. Vzhledem k lineárnı́ povaze (25a) odpovı́dá v této oblasti sestava rezonančnı́ch
křivek spı́še lineárnı́ soustavě, i když vliv silně nelineárnı́ho prvku je patrný i zde. Stoupajı́cı́
útlum ωbp a snižujı́cı́ se amlituda buzenı́ f0 snižuje hodnoty rezonančnı́ch křivek ve vrcholech a
může vést až k potlačenı́ vı́ceznačnosti rezonančnı́ch křivek v oblasti těsně pod bodem ω02, viz
obr. 12 (ba) až (bc).

Hranice stability R2u, resp. R2v vypočtené pomocı́ rovnic (32), resp. (11b) jsou v těchto
obrázcı́ch zakresleny modrou, resp. fialovou barvou. Rezonančnı́ oblast v okolı́ ω01 nepřinášı́
z hlediska stability pohybu nic mimořádného. Obor druhé rezonančnı́ oblasti má různý rozsah
podle vzájemného vztahu rezonančnı́ch křivek a hranic stability. Podobně jako v minulé kapitole
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Obrázek 12: Vztah rezonančnı́ch křivek R2ξ (červená), R2γ (zelená) a hranic stability ξ, ζ vyjád-
řených křivkami R2u (modrá), R2v (fialová); ω01 = 2.670s−1, ω0p = 3.13s−1, ω02 = 3.711s−1;
- hornı́ polovina (pole (aa) až (ai)): fixovaná amplituda f0 = 0.35, útlum ωbp ∈ (0.0, 0.20);
- dolnı́ polovina (pole (ba) až (bi)): fixovaný útlum ωbp = 0.20, amplituda f0 ∈ (0.05, 0.45).
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Obrázek 13: Odezva kyvadla v rovině (xy) v rezonančnı́ oblasti pro stoupajı́cı́ ω ∈ (e1, e2) pro
útlum ωbp = 0.05 a amplitudu f0 = 0.35, viz obr. 12 (ac); čı́slo v závorce je pořadové čı́slo pole,
k němu je připojena odpovı́dajı́cı́ frekvence.

můžeme i zde mluvit o několika typech rezonančnı́ oblasti. Podle toho se řı́dı́ i počet a charakter
intervalů, na které lze rezonančnı́ oblast v konkrétnı́m přı́padě rozdělit (srovnej s rozborem
prvnı́ho až třetı́ho typu rezonančnı́ch oblastı́ v minulé kapitole).

Povšimněme si vývoje vztahu rezonančnı́ch křivek a hranic stability v dolnı́ polovině obr.
12. V prvnı́ch třech polı́ch (ba) − (bc) můžeme mluvit o rezonančnı́ oblasti třetı́ho typu, tj.
hranice stability nezasahujı́ do rezonančnı́ch křivek (žluté zbarvenı́, viz obr. 4). Stav v poli (bc)
může sloužit jako doporučenı́ pro konstruktéra tlumiče, podobně jako jsme uvedli v závěru
minulé kapitoly. Ostatnı́ přı́pady můžeme třı́dit podle toho, jak do rezonančnı́ch křivek zasahujı́
hranice stability. V zásadě se dá řı́ci, viz obr. 12 (aa), že rezonančnı́ oblast začı́ná ”dolnı́m”
průsečı́kem rezonančnı́ křivky R2ξ a hranice stability R2v - bod e1 (e1 < ω0p) a končı́ průsečı́kem
rezonančnı́ křivky R2ξ a hranice stability R2v - bod (e2), popř. dosahem hranice stability R2u
(modrá křivka). Při průchodu tı́mto úsekem se setkáme s různými režimy odezvy. Jsou typické
nenulovou přı́čnou složkou odezvy ζ , a proto jsou nepřijatelné z hlediska praktické aplikace.
Dodejme, že hranice R2u (modrá křivka) při dalšı́m zvyšovánı́ útlumu a amplitudy buzenı́ se
stane v zobrazeném oboru křivkou uzavřenou. Ta se postupně zmenšuje, až zcela vymizı́, např.
pro f0 = 0, 8 při ωbp > 0.35. Zdroj nestability ve složce ξ tak sice zmizı́, nebot’ rezonančnı́
křivky se stanou jednoznačnými, avšak soustava je stále hluboko v zóně nestability ζ , což vede
ke vzniku stabilnı́ho limitnı́ho cyklu.

Proberme rezonančnı́ oblast ω ∈ (e1, e2) pro přı́pad ωbp = 0.05, f0 = 0.35, viz sestava na
obr. 12 (ac) - zelené pole v hornı́ polovině obrázku. Odezva kyvadla v rovině (xy) vzhledem k
bodu závěsu je ve význačných bodech ω znázorněna na obr. 13. Jedná se o výsledky simulace
vycházejı́cı́ ze soustavy (25). Znázorněn je vždy jistý ”kvazi-stacionárnı́” stav, který nastane po
odezněnı́ účinků homogennı́ch počátečnı́ch podmı́nek.

Stabilnı́ stav semi-triviálnı́ho řešenı́ je zřejmý z pole (1) na obr. 13 (podrezonančnı́ oblast).
Překonáme-li bod e1 vznikne náhlým přechodem limitnı́ cyklus, pole (2), který se chová jako
silný atraktor. Přı́čná složka postupně klesá se zvyšujı́cı́m se ω, pole (2 - 9). Ve velmi krátkém
intervalu je potom řešenı́ téměř semi-triviálnı́. Jedná se však pouze o kvantitativnı́ shodu okol-
nostı́, které vyplývajı́ z toho, že R2ξ se dotýká hranice stability R2v, bod d1. Počı́naje polem (12)
se krátce obnovı́ limitnı́ cyklus. Jak potvrdil velmi jemný frekvenčnı́ průzkum, tento limitnı́
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cyklus přejde náhle do chaotického stavu, který má nejprve stabilnı́ charakter, vnějšı́ portrét se
téměř neměnı́, pole (13 - 16) - vı́ceznačná část rezonančnı́ křivky. Potom se zvýšı́ mohutnost
odezvy, pole (17 - 21) - hornı́ větev rezonančnı́ křivky až po bod d3. Zejména v oboru (17 - 21)
docházı́ k výrazným záznějovým dějům nesymetrického přelévánı́ energie v kvaziperiodickém
režimu, nebot’pohyb ztratı́ stabilitu v obou složkách, podobně jako v obr. 6 (b - d). Obecně vzato,
tento stav se v zobrazenı́ na rovinu (xy) projevı́ jako chaotický pohyb ohraničený vnějšı́ hranicı́,
popř. i vnitřnı́ hranicı́, kdy pohyb probı́há uvnitř útvaru připomı́najı́cı́ho mezikružı́. Šı́řka tohoto
útvaru se postupně zmenšuje a objevı́ se opět čistý stabilnı́ limitnı́ cyklus. V našem přı́padě je
v intervalu mezi obrazci (21, 22) odezva nestabilnı́ v tom smyslu, že kolı́sá mezi chaotickým
pohybem a limitnı́m cyklem, jejichž portréty se téměř neměnı́. Počı́naje polem (22) je limitnı́
cyklus již stabilnı́, měnı́ se jen málo až do bodu ω = e2, kde končı́ rezonančnı́ oblast. V tomto
bodě limitnı́ cyklus náhle zmizı́ a obnovı́ se stabilnı́ semi-triviálnı́ stav v nadrezonančnı́ oblasti.

5. Závěr
Z analytického i numerického přı́stupu je zřejmé, že všeobecně použı́vaný lineárnı́ model tlumi-
cı́ho kyvadla je přijatelný pouze pro velmi omezený rozsah parametrů kyvadla i uvažovaného
buzenı́. Je třeba užı́vat model o dvou stupnı́ch volnosti, v kartézských či sférických souřadnicı́ch,
buzený harmonickým pohybem v bodě závěsu. V takovém přı́padě je nutno podrobně zkoumat
hranice dynamické stability a rezonančnı́ chovánı́. Uvažovaný systém je autoparametrický. Pro
odhad stability semi-triviálnı́ho řešenı́, je třeba užı́t přibližnou aproximaci v kartézských souřad-
nicı́ch, aby bylo možno definovat malou perturbaci v libovolné složce odezvy. Použitı́m metody
harmonické rovnováhy se podařilo určit rezonančnı́ křivku rovinné odezvy i hranice stability
semi-triviálnı́ho řešenı́ v obou složkách. Ukazuje se, že zı́skané výsledky jsou kvantitativně
přijatelné pouze mimo rezonančnı́ interval, kdy je odezva stacionárnı́.

Detailnı́ analýza rezonančnı́ oblasti ukázala, že je možné identifikovat tři rezonančnı́ oblasti
charakterizované rezonančnı́ křivkou a hranicemi stability obou souřadnic. Pokud obě hranice
stability protı́najı́ rezonančnı́ křivku, je možné v rezonančnı́ oblasti rozlišit čtyři různé rezonančnı́
režimy. Druhý typ rezonančnı́ oblasti je určen protnutı́m rezonančnı́ křivky s hranicı́ stability
ζ . V tomto přı́padě se objevujı́ dva různé režimy rezonance. Konečně třetı́ oblast rezonance je
charakterizována rezonančnı́ křivkou, která neprotı́ná žádnou z hranic stability. V tomto přı́padě
semi-triviálnı́ řešenı́ zůstává v platnosti pro celou rezonančnı́ oblast a hladce spojuje pod- a
nadrezonančnı́ intervaly.

Z praktického pohledu je důrazně doporučeno konstruovat tlumicı́ kyvadla tak, aby nedo-
cházelo k žádnému protnutı́ rezonančnı́ křivky a hranice stability. Zejména překročenı́ hranice
stability ξ by mohlo mı́t za následek negativnı́ vliv kyvadla jak ve směru větru, tak i ve směru
přı́čném. Vzhledem k tomu, že zatı́ženı́ proudem vzduchu má širokopásmový účinek, parametry
a detaily kyvadlového tlumiče musı́ být náležitě určeny.
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