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MODELLING AND MODAL PROPERTIES OF A RAILWAY
VEHICLE WHEELSET DRIVE WITH A HOLLOW SHAFT

V. Zeman, Z. Hlava¢', M. Byrtus’

Summary: The paper deals with mathematical modelling ofatibn and modal
analysis of an individual wheelset drive with albel graduated shaft. The
method is based on the system decomposition inbsystems, which are
modelled in special configuration spaces, and omelimg of elastic couplings
between subsystems. The mathematical model resgestisl vibration of the
engine linked with gear housing and nonlinear cohtarces between wheels and
rails. The eigenvalues of a linearized autonomooslehand stability conditions
are investigated in dependence on longitudinal gage and forward velocity of
the wheelset.

1. Uvod

Dynamické vlastnosti pohdn dvojkoli kolejovych vozidel jsou obvykle zkouméanya
torznich modelech, jak ukazal ragockel (2001) a Lata (2003). | v praci Zeman &V
(2005) autol tohoto gispsvku, zangrené na pohon dvojkoli dutynfidelem, se vychazelo ze
zjednodusSujiciho fiedpokladu torznich kmit vSech komponent. Torzni modelyilpizné
vyhovuji pro vySetovani kmiti pohonu vybuzenych pramnym hnacim momentem motoru,
excentrickym uloZzenim ozubenych kdkpodovky nebo nahlou zmou adheznich moment
ve styku kol s koleji. Nemohou vSak byt pouZity fmitani vyvolané nerovnosti kolejnic,
piejezdem dvojkoli fes styk kolejnic nebo pohybem ramu podvozku. Tydooe buzeni
zpasobuji prostorové kmitani statoru motoru seéirgk ktery je pruza zawSen na ramu
podvozku, a dutého fidele obepinajiciho napravu, kterym jecity moment penasen
z prevodovky na dvojkoli.

Cilem gispevku je proto uvést matematicky model pohonu dvadjkiitym Hidelem i
uvazovani zmignych prostorovych kmit Takovy model ma obeégsi platnost a rize byt
relativré snadno modifikovan proizné typy pohot kolejovych vozidel a doplm o vlivy
buzeni.

2. Matematicky model pohonu dvojkoli

Metodiku modelovani kmitani pohonu dvojkoli dutyrfidelem vys¥tlime i jizdé vozidla

po piimé trati. Uvazujeme typ pohonu (obr. 1), kdy statetoru s pevé spojenou sKni
pievodovky je za¥Sen na pryZzovych zédsech A, B, C v ramu podvozku (RP). Cely systém je
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ucelné dekomponovat né subsystémy:

» vlastni pohon (P¥yloZzeny z rotoru motorui £1), hnaciho pastorkui € )2 ozubeného
kola (i = 3) s unaS&em a hnactasti lamelové spojky (LS) a ze statoru motoru pevn
spojeného se i prevodovky ( = 4

 duty hfidel (H)s hnanowasti lamelové spojky (LS) a s hn&ékti zubové spojky (ZS)

» dvojkoli (D).
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Obr. 1 Schema pohonu dvojkoli dutyifidelem



Vzhledem k nizkofrekvamim zdropm buzeni (cca do 100 Hz) jsou komponenty
i=1 2 3 4, kotowe lamelové spojky, komponenty zubové spojky a kdheojkoli
uvazovana jako tuh&lesa. Duty hidel a naprava dvojkoli jsou modelovany jako 1D
hiidelova kontinua (na obr. 1 se Sedym a tmavym gozadozdlena mezi uzly 5 az 9 na
ose dutého itidele a mezi uzly 10 az 16 na ose dvojkoli n@diové koneéné prvky. Za
danych pedpoklad je pohyb systému popsan vektory zoligsreh sodadnic jednotlivych
subsystém

ae :[¢1’¢2'¢31U41V41W4,¢4,194,(//4]T OR® ,
ay =[U5.V5.W5,¢5,z95,l//5,u6,..,[//8,u9, ¢9,199"//9]TDR28’ (1)
Jo :[¢101 ¢11""¢15 ]T DR7 .

Indexy u soiadnic odpovidaji fislusné komponeéti =1, 2, 3 4 a u kontinui uzlu 5 az 16

(obr. 1). Transléni vychylky ve smiru sodadnicovych ox (osa dvojkoli)y (vertikalni osa),
z (horizontalni osa ve s#ru jizdy) s péatkem v bod O jsou ozn&eny u, v, wa rot&ni

vychylky kolem posunutych os darfetiu hmotnosti komponenty nebo do uzlu jsou éeng
@, J, ¢ (viz vychylky stedu hmotnostiS, subsystémuP na obr. 1) sissluSnym indexem.

Pacet stupia volnosti subsystém# je n, =28, protoze picné vychylky v, a w, dutého
htidele v uzlu 9 jsou vazany se $adnicemiy, a J, v disledku spoléného pohybu $edu
C,s zuboveé spojky s osou dvojkoli.

Aplikaci Lagrangeovych rovnic dostaneme modely agm izolovanych subsystém
v maticovém tvaru

MPqP+(BP+BP,RP)qP+(KP+KP,RP)qP =fu .
Myd, +By Gy +tKya, =0, MG, +By g, +Kyqp =1, (2

kde M ,,B,,K,, x=P,H,D jsou matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti subsyftém
Brre: K pre jSOU Matice popisujici tlumeni a tuhost pryZovyékesi (silentbloki) v modelu

subsystémuP. V modelu vlastniho pohonu je vliv hnaciho momembotoru vyjaden
vektorem

f, =[M,0,0,..,0]" . (3)
V modelu dvojkoli je vliv adheznich moménte styku kol s kolejnicemi popsan vektorem

fD=[O O_,U(Sizlv)ler 0 _/J(§4’V)N14r 0 O]T' (4)

kde sodinitel adhezeu zavisi na relativnim skluzu kola
5 :rT¢i 36 i=12,14 (5)

a rychlosti vozidlav km/hod V predchazejicich vyrazech jsoN;, a Ny, vertikalni kolové
sily ar je polongr kol.



Vlivem prostorovych kmit skiiné prevodovky a torzniho nateni ozubeného kola se
unéseé s nim spojeny i@misti v bod totoZzném s kinematickymisdemL lamelové spojky
vuzlu 5 svychylkamiu, +R{ ¢,, kde u, =[u4, Vs, W4]T, b, = [¢4, a4, l|J4]T. Matice
vektoroveho satinu R, je dana satadnicemi bodu. v sodadnicovém systému s ¢tkem
ve stedu hmotnostiS, (obr. 1) vlastniho pohonu. Prostoédumitajici duty Hidel se v uzlu 5

premisti s vychylkamu, =[us, vs, W] " a . =[¢s, 55, &s] "
Deformaci lamelové spojky (LS) Ize vyjattransla&nimi a rot&nimi deformacemi

dth=u4+RI ¢,~U; a dis=¢s—0¢s . (6)

kded, =[¢, &, ¢,]". Deforma&ni energie lamelové spojky je pak
1

Elr;s ZE(dtTLs Kth dtLS +dILs KrLS dr LS) ) (7)
pricemz lokalni matice tuhostLS jsou uvazovany diagonalnK, ¢ = diag(kX K, kz) :
K rLs = dlag (kxx kyy kzz)'

Matice tuhosti lamelové spojky s v konfiguranim prostoru systému
a=la; a ap]” ®)

vyjadiime ve tvaru satiu translé&ni a rot&ni matice tuhosti lamelové spojky z identity

0E;®
99

=K 0, K=K&+K{. (9)

Oke dilei matice maji strukturu

2 ) ¢ Ug b5 5 Ys

Kth KthRI _Kth u,
K(Lt%: RLKtLS RLKtLSRI _RLKtLS ¢4
_Kth _KtLSRI Kth Ug
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Deformani energie zubové spojky (ZS) je
EZS _kzs (¢9 - ¢12)Zn (10)

kde k,s je jeji torzni tuhostMatice tuhosti zubove spojki{ ,¢ [k(zs)] v konfigur&nim

prostoru systému vyplyva z identity
IEZ
0q

=K 4 (11)

a ma zejme nenulové prvky jen na pozicick{Zs =kigo =k, a Ko = kg = —Kys -

V souladu s modely navzajem izolovanych subsy8té®) a s modely vazeb (9), (11)
doplrénych tlumenim vazeb, Ize Uplny nelinearni materkgtinodel systému zapsat ve tvaru

M (t) +Ba(t) +Ka (t) =, (12)
kde jsme zavedli globalni matice
M =diagM,, M, M,),
B =diag(By + B g Bus Bp) + B +Bys, (13)
K =diag(K, + K p e, Ky Kp)+K s +K 5.
Vektor vrejSich silovych dinka podle (3) a (4) mé tvar

f :[M’ 00,.., _:U(Slz’ V) Ny, T, 0, _/’[(514’ V) Ny, O, O]T- (14)



3. Linearizovany model pohonu dvojkoli

Nech’ provozni rovnovazny stav systéemudg poruchou) je definovan stejnym relativnim
skluzems, obou kol, kolovymi silamiN,,, N,, a rychlosti vozidlav, které odpovida uhlova

rychlost motorua,, a Uhlova rychlost dvojkolicw, . Vektor zobecénych sowadnic ged
poruchou spluje podminku statické rovnovahy

Kdag,=f,. (15)
kde vektor vijSiho statického zatizeni systému ma podle (14) tva
fo=[M(an ), 0,0, .., = £(S0,V) Niz 1, 0, = 2(S0,v) Nyy 1, 0,0] 7. (16)
Moment motoru je dan podminkou statické rovnovahy
M (@)= 8, ) (N + Mol T

kde p je prevod ozubenych kol.tPporuseni statické rovnovahy libovolnym zdrojenz i
se systém rozkmita a vektor zob&eych sodadnic Ize vyjatit ve tvaru sotitu statickych a
poruchovych (dynamickych) vychylek

alt)=a,+4q(t) , at)=[4aL(t), dan (t), dap(t)]" - (17)

Zlinearizujeme-li momentovou charakteristiku motoadhezni charakteristiky v okoli stavu
systému ped poruchou, pak

M =M (aw,)=by (v) 49, , (18)
ﬂ(s,V)=u(%.V)+B—ﬂ ] (s-%), i=12,14. (19)

Prihléedneme-li k definici relativniho skluzu (5) alppime-li ¢, = w, +4¢, pro i =12 14,
dostaneme

o o r(@+29) r 49

, [(B6=s, + L [B6, i=12,14
v \
a linearizované adhezni momenty Ize vyjade tvaru
H(s VIN; T = pu(sy, V)N, 1 +b (s,,v) 4¢;, 1=12,14 (20)

Koeficienty linearizovaného tlumeni ve styku kololdjnice jsou

2
u(so,v):s,a{a—”} N 210,14, (1)
0s Jq- Y,

Vyjadienim momentu motoru podle (18) a adheznich moimgodie (20) Ize vektor WjSich
silovych (&inka zapsat ve tvaru

f=f,+4f , (22)
kde

Af =[_ bM (V)A¢1’ 0,0, --’_blz(so’V)A¢12’ 0, _b14(SO'V)A¢14' 0, O]T-



Poruchovy vektor wjSich moment Ize pgrevést do tvaru

- BM (V)qu
Af = 0 : (23)
- Bad (%’V)AqD

kde jsme zavedli diagonalni matice

By (v) = diag[by (v), 0, 0...,0], (24)

B, (s,v)=diag[0 0 b,(s,v) 0 by,(s.v) 0 0]. (25)

Dosazenim vyraz (17) a (22) do modelu (12) a shdédnutim k podmince statické
rovnovahy (15) dostaneme matematicky model systépuaruchovych vychylkach

M 44(t) + B(s,,v) 44(t) + K 4q(t) =0, (26)

kde globalni matice tlumeni, zahrnujici téZ vlimdarizované momentové charakteristiky
motoru a linearizovanych adheznich monienbkoli stavu ped poruchou, je

B(SO 'V) = dlag(BP +BP,RP +BM (V)’ BH' BD +Bad (SO ’V)+BLS +BZS)' (27)

4. Spektralni vlastnosti a podminky stability systéu
Spektralni vlastnosti budeme vy&eiat v zavislosti na provoznich parametreghv a o, .

Koeficient adheze ve styku kol s kolejnicemi Izezéklad experimeni podleCapa (1993) a
Laty (2004) popsat zavislosti na relativnim skiszaurychlosti vozidlas ve tvaru

s
/J(S,V)=Ef arctg—>— + Pag | =, (28)
74 Ioadf ( S j
1+
Ioadf

kde sodinitel trenif (pro rezim posuvu kol po kolejnici smykem) je davislosti
f=zae™ +c . (29)

Konstantya, b, cdale uvazujeme pro¢hné podminky styku kola s kolejnici s hodnotami
a=0395 b=02083hkn", c=0125 a adhezni parametip,, =107 stejrt jako
v prispevku Zeman & Hlava (2005).

Resenim problému vlastni hodnoty modelu (26) v poougch vychylkach

[A, N(so, v)+PJu, =0 (30)

ve stavovém prostoru = [AqT, AqT] T, s maticemi



N(so,v){O v } P:[_M O} (31)

vypocitame vlastnéisla A, =-a, i G, .

Tab. 1 Vlastni frekvence a vlastiisla pohonu dvojkoli v Hz

Vlastni frekvence Vlastniisla Charakteristika
a b S = 0,002 S = 0,005 S, = 001 vlastnich tvai
3,84 | 2,77 - -3,56 +i1,41 - Ytorzni zkruc. LS
8,47 -0,47 +i8,46 podélné 4, H
22,08 -0,88 +i22,08 prostorové 4, H
28,02 -0,21 +i28,01 podélné H
29,09 -1,44 +i29,04 torzni 1,2,3 a prostorové 4,|H
46,200 | - -7,26+i31,79 | -3,87 +i45,87 4,12 +i45,683 % zkruc. napravy
46,54 -3,09 +i46,41 prostorové 4, H
- -35,01 +i47,04 - -
48,72 -3,34 +i48,55 prostorové 4, H
68,13 -6,21 +i67,85 torzni 1,2,3 a prostorové 4

a.. netlumeného systému s tarzrolovanym dvojkolim
b.. netlumeného systému s valicim se dvojkolim

V tab. 1 uvadime vlastni frekvence (do 1) netlumeného systému popsaného rovnici
(26), v niz poloZimeB(s,,v) =0 pro dw limitni alternativy — s torzhizolovanymi koly (kdy

M, =u,=0) a svalicimi se koly dvojkoli4¢,, = 4¢,, =0). V dalSich sloupcich tabulky
jsou uvedena komplexni vlastéisla s kladnou imaginarriasti linearizovaného tlumeného
systému i rychlosti vozidlav=200kmh/ hod adheznim parametrw,, =107 a strmosti

momentové charakteristiky motoriby, =10° Nm/rads™ pro zné relativni skluzy
S = 0,002 0,005 001. V poslednim sloupci uvadime sinou charakteristiku vlastnich
tvari kmitani girazenych vlastnim frekvencim systému. Zavislostigimarnich a realnych
sloZzek dvojic komplex® sdruzenych vlastnickisel (v absolutni hodn®tdo 100H2) na

relativnim skluzu kol po kolejnicich v rozsahu sklus, J(0,002 001 jsou zobrazeny na

obr. 2. V zobrazeném spektru vlastnidkel je Zejmé, Ze dva pary komplekrsdruZzenych
vlastnich¢isel dominanté zavisi na skluzu a na rychlosti vozidla jak svyealnymicastmi
(faktory stability), tak imaginarnimtastmi (vlastnimi frekvencemi). Ostatni kompléxn
sdruzené pary vlastnigisel se prakticky se skluzem n&m a koresponduji svou imaginarni
¢asti s vlastnimi frekvencemi. Kr@npaiti komplexré sdruzenych a nulového vlastnitisla
odpovidajiciho torzni izolovanosti soustaigseni (30) obsahuje i realna nulova viasisia.
Musi jich byt lichy péet. Pro uvazované hodnoty skluzu a rychlosti (ex@nt adhezniho
parametru) jejich p&et kolisa mezi 9-ti a 13-ti (&mi se vzdy po dvou). Tento stav je
zpasoben ,zanikdnim“ a @povnym ,vznikem* paé komplexré sdruzenych vlastnictisel,
jak se lze z obr. 2ipswdcit v okoli skluzus=0,004 s=0.0048as=0.0072 Struktura zbylych
realnych vlastnichtisel je relativé ustalena. Jedna se abyii dvojndsobnd vlastnéisla
vysokych absolutnich hodnotééi nez 9 kHz) a jedno jednoduché vlasisio a = - 557Hz



Rychlost vozu 200 km/h - viastni frekvence

70 3

60 .

50 -

oot

Im 2, [Hz]

W

peett

10

Rychlost vozu 200 km/h - faktory stability
5 T T T T

Re 2, [Hz]

Obr. 2 Zavislost imaginarnich a reélny@sti vlastnicktisel na relativnim skluzu kol
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Ot&kove frekvence motoruy, a dvojkoli cy, rezonuji s imaginarnindiastmi vlastnich
¢isel systémuiprychlostech vozidla

v :27r3’—2r|m{/1v}, v2 =27z36r Im{L}, v=12..,

kde p = wy lwp je prevodovy pondr.Rezonanni rychlosti vozidla v rozsahu do 2@fh/hod
vztazené k pi@di rezonujiciho viastnihtisla @i skluzu s, = 002jsou uvedeny v tab. 2.

Tabulka 2Rezonanni rychlosti vozidla vzhledem k atéovym frekvencim motoru a

dvojkoli
Rezonanni Paradi rezonujiciho vlastnihtisla
rychlost 1 2 3 4 5 6 7 8
VIE" 29,5 77,0 97,6 101,2 111,2 111/4 161,8 169,3
V.,D 119,6

Pro gehledné posouzeni sphi podminek stability systému zavadime roviny pemioh
parameth s,va s,p,,, kde p,, je bezrozrmirny adhezni parametr definovany vyrazem
Pas = Pmax/ @K v publikacichCapa (1993) a Laty (2004). V defémim vyrazu p,_ je
maximalni normalovy tlak ve stykové ploSae, je hlavni poloosa dotykové elipsy a
K =(15+2)[10° Nm™ je konstanta vyjagjici pruzné vlastnosti povrahkola a kolejnice.
Hraniéni kiivky mezi oblastmi stability a nestability, kdy afg jedno realné nebo realna
¢ast jednoho paru komplexsdruzenych vlastnicatisel je kladnd, jsou v rovinach zniftych
provoznich paramairznazorgny na obr. 3. Ukazuje se, Ze pro vysoké rychlostklazy
postupr dojde k poruseni stability vlivertyi realnych vlastnickiisel a realnéasti jednoho
paru komplexa sdruzenych vlastniatisel.

5. Zawr

V piispivku je uvedena metodika sestaveni nelinearniho metekého modelu
individualniho pohonu dvojkoli kolejového vozidlaut§m hidelem. Model respektuje
prostorové kmity statoru motoru pevapojeného se #ki prevodovky a pruzéh zawSeného
na ramu podvozku a prostorové kmity dutéhkiddle, kterym je t&ivy moment penasen
z prevodovky na dvojkoli. Na linearizovaném modelu vyatovych vychylkach vzhledem
k provoznimu stavu pohonu dvojkolirgal poruSenim statické rovnovahy, jsou vieied
vlastni ¢isla v zavislosti na relativnim skluzu dvojkoli prefereni hodnoty ostatnich
provoznich parameair Pomoci vlastnicRisel jsou stanoveny podminky stability systému
v zavislosti na provoznich parametrech. Stabilnéstabilni oblasti jsou odny hranénimi
kiivkami ve vhodg zavedenych rovinach provoznich pararinekolejového vozidla.
Nelinearni model po dopini buzeni bude vyuzit pro vy$evani gechodovych kmit a
dynamického zatizeni komponent pohonu.
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