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RECONSTRUCTION OF THE ELASTIC MODEL OF 3D STRUCTURE S
FROM REDUNDANT MEASUREMENTS

T. Vampola!, M. Valasel?, z. Sika®, S.Graf*

Summary: The paper describes the way how the method of cdedhin
measurements used for calibration of redundant fpelrakinematical
structures within the machine tool operation iseexted into the on-line
determination of mechanical properties of enginegriconstructions, in
particular 3D trusses and frames. The developedhatktenables to
determine the deformation and stiffness of truss i equipped with
redundant measurements (distances of nodes, rotatbjoints etc.) during
varying loading which is partially measured

1.Uvod

V ptispivku je nazné&en postupu, jak ze ztftenych hodnot deformaci jednotlivych pivk
konstrukce rekonstruovat matici tuhosti systémucadem predikce za&¥nych sil gisobici na
konstrukci. V prvnim fiblizeni gedpokladame platnost linearni teorie pruznosti @iztu
moznost vyuZit vypétu celkové deformace soustavy superposici jednyatiivzatznych

stavi.
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Obr.1Resena 3D konstrukce
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2.Rekonstrukce matice tuhostt 1D prvek — osoveé zatizeni

V prvnim giblizeni bylo testovano, zda lze rekonstruovat anatuhosti gihradové
konstrukce nazrigné na Obr.1ippopisu 1D prvky zohletljicimi pouze axialni deformace.
Schéma uvazovaného prvku je uvedeno na Obr.2.

Obr.2 Schéma 1D prvku typu axialni zatizeni

Matici tuhosti v lokalnim sai@dnicovém systému 1D prvku zohhegici pouze axialni
zatizeni uvazujeme ve tvaru
} (1)
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kde k, je neznamy tuhostni parametr, jez je funkci makeviich charakteristik a
geometrickych rozgra daného prvku. Zavedeme-li transfokmamatici ve tvaru
(2)
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kde a, B, y jsou sngrové Uhly vztazené ke globalnimu $adnicovému systému, lze matici
tuhosti prvku vyjaéenou v lokalnim saadnicovém systému transformovat do systému
globélniho vztahem
3
IK,=T'K,T". @)

Rozsfime-li matici tuhosti prvku vyjd@nou v globalnim sdadnicovém systému tak, aby
svou dimenzi odpovidal rozmu celkové matice tuhosti soustavy lze maticovounic
vyjadiujici statickou rovnovahu vy&evané soustavy definovat ve tvaru

(4)

|_klg* Kl + kzg* K2 Tt kNprutug* KNprutuJ [U] = [f] '

Kde ky, n=1Npn jsou hledané tuhostni parametry soustéVi, je modifikovana matice
tuhosti prvku vyjagena v globalnim sdadnicovém systému jejiz dimenze j&Ni3., 3Nuz,

u je vektor posunutjednotlivych stgnika soustavy v globalnim séadnicovém systému fa
je vektor z&tznych sil. Formalni Gpravou rovnice (4) dostavame
®)
|_g* Klu)g* Kzu)---yg* K Nprutuu] [k] = [f] '
Rovnici (5) Ize symbolicky zapsat ve tvaru
Ak=f. (6)



Po zavedeni okrajovych podminek, dostavame matatistavy A dimenze 8N,-
Nreakci Noruwz]. Pro ugeni neznamych konstant tuhosti jednotlivych pricknstrukce musi byt
splréna podminka
(7)
(3Nuzh2 - Nreakci) rnz_sta\ﬁ 2 Nprutﬁ '

Z této podminky Ize @it minimalni pa&et zatZnych stau potrebnych pro ufeni tuhostnich
charakteristik vyS@ébvané soustavy. Pro staticky né&t¥ uloZzeny systém dostavame
pieufenou soustavu. Pro jejieSeni jsme pouzili metodu SVD (Singular Values
Decomposition) rozkladajici matici soustavy na mtiné submatice

(8)

A=USV'

tak, Ze plati
9
U'U=E, V'V=E ©

D|menze jeant“V)'/Ch SubmatIC JSOU mi_sta% (?)I\ljzbj"\'lreakcb,.rnzl_staﬁ (BNszj'Nreakc'D],
S[M;_stavi (BNuzki-Nreaked, Npruti]s V[ Nprutz, Noruwz]. Pouzijeme-li substituci

k=Vy (10)
Ize maticovou rovnici (6) statické rovnovahy sougtapravit na
USVT Vy=f, (11)
vynasobime-li tuto rovnici z leva'lostavame
UTuUSVT vy=UTf (12)
cozZ lze formala upravit na
(13)

Sy=c
kde matice S je diagonalni matice singularnich bodizestupty sé¢azenych. Tato matice
definuje p@et zavislych a nezavislych prémmych feSeného problému, jak je patrn& p
podrobréjSim zapisu rovnice (13).

diag(s > ¢) 0 c
0 diag(s < ¢) [yD} =|c,
0 0 il e,
Ve vztahu (14) yzn&i zavislé prominné a y zn&i nezavislé prognnéieSené soustavya

je parametr malé velikosti.
Z maticové rovnice (14) Ize dopitat zavisle pronné parametry soustavy.

Yo =|diag(s > )",
PortvadZ nezavislé prognné y mohou nabyvat libovolnych hodnot, tudiz mohou byt i
nulové Ize dopditat tuhostni parametry soustavy

k=[V,V, VD]
o] %
kde dimenze vektoru neznamych tuhostkje N, . v zavislosti na volb zatZovacich bod

soustavy. Nevhodnou volbou 2abvacich bod soustavy, kdy jsou generovany madle
nulové sily v jednotlivych prutech, nemusime byiytechopni dopétat vSechny poZzadované
tuhostni parametry soustavy. Pro nas konkrétikigul soustavy dle Obr.1, kdy hledame 48
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neznamych tuhostnich paranietr predpokladame soustavu uloZenu ve 4 bodech ve vSech
smérech globalniho sdadnicového systému, musi byt sfsia nerovnost

17
N prus _ 48  _ (17
mz stavi 2 => mz stavi > ——=114.
- (3Nuz|z2 - Nreakci) N (3. 18-4. 3)
N . —Ng AN . —Ng. -1
Pro volbu m, ., = 2je definovano celkem( el BC)(Z o ~Nec =) =91 moznych

kombinaci zatznych stau, Ngc je paet uzli, kde je aplikovana okrajova podminka.
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Obr.3 Pget zjiSenych tuhostnich paramét+ axialni prvek

Z obr.3 je patrné, Ze ani pro jednu kombinacézi@dgch bod se nepod@o dopciitat vSechny
tuhostni charakteristikijeSené soustavy. Na Obr.4 jsou aamy modrou barvou prvky, pro
néz se nepoddo dopctitat tuhostni charakteristiky Wipads postupné aplikace z@né sily
v bodech ozngnychcervenym krouzkem.



Obr.4 ZjiSené tuhostni parametry

Chceme-li dopeitat vSechny tuhostni parametry soustavy, je natty8ovat pdet zatznych
stavi a vhodr volit mista aplikace sil.

3.Rekonstrukce matice tuhosti 1D prvek — prostorovy ohyb
Pro odstraéni nutnosti znalosti vhodnych zahych mist systémuiprekonstrukci matice

tuhosti byly pouzity 1D prvky zohledijici prostorovy ohyb. Schéma uvaZzovaného prvku je
uvedeno na Obr.5.

Obr.5 Schéma 1D prvku typu prostorovy ohyb

Pfi popisu soustavy 1D prvky zohkdici prostorovy ohyb uvaZzujeme matici tuhosti
v lokalnim so@adnicovém systému ve tvaru



K, =Kot +ho B, 4K C,. 4o
kde ka1 je neznamy tuhostni parametr odpovidajici axianm@mahani prvkik,, je nezndmy
tuhostni parametr odpovidajici ohybovému namahanikup v rovine xz lokalniho
souadnicového systému #,3 je neznamy tuhostni parametr odpovidajici ohybavém
namahani prvku v rovinxy lokalniho sotadnicového systému. Struktura jednotlivych matic
An, BhaC, které jsou definované v lokalnim systénsiesa je patrna ze vztalil9) az (21).
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Za pedpokladu linearni teorie pruznosti vyplyva, Ze hyrovind Xy neovliiiuje ohyb
V roving xz ani axialni deformaci.
Pouzitim transform#ni matice ve tvaru

[T, ©
=5 7,

u

(22)

kde



PN | | (22)
c(x%x) c(y®x) c('z°%) 0 0
c(x%) c(y%) c(z%) O 0
T,=|c('x%) c(y%2) c(z%2) 0 0

0 0 0 c(y%y) c(z%)
0 0 0 c(y2 c(z%)]|
lze matici tuhosti prvku vyjaénou v lokalnim sadadnicovém systému transformovat do
systému globalniho

22
K, =T (ki B, + k)T @2
Ozna&ime-li
g T g T g T (23)
Kn,lzT('An)T ’ Kn,2:T(Bn)T ’ Kn,3=T(Cn)T ’
|ze maticovou rovnici vyjadijici statickou rovnovahu soustavy upravit do tvaru
|_k1,1 v K1,1 + k2,1 v K 2,1 Tt kNprutu,l v K Nprutu,1 +
k],zg* K12 + kzzg* K22+---+ kNprutuZQ* KNprutuz +
k:L3 Kl 3 + k23 K2 3 Tt kNprutu3 v Nprutu, 3] [U] [f]
(24)
Kde? K. 1=1,2,3 jsou modifikované matice tuhosti prvku adgfené v globalnim

souradnicovém systému, jejch dimenze jsob [, 5NuzJ. Index i=1 @islusi matici tuhosti
zohlediujici axialni deformace prvku, i=2,3iplusi maticim tuhosti zohlédjici ohyb prvku
V roviné xy a Xxz.

Upravou vztahu (24) ziskame

[g* K1,1u1g* K 2,1u ree ’g* K Nprutu,lu’g* Kl,zu »ee 19* K Nprutu,2u’g* Kl,su U 19* K Nprutu, 3u] k [f ] (25)

n3

Po zavedeni okrajovych podminky dostavame maticstsoyiadu [Nyzii-Nreakcs 3Npruti]. Pro
uréeni neznamych tuhostich charakteristik jednotlivgovki musi byt spléna podminka

(5Nuzh2 - Nreakci) mz_stavi 2 3N pruti (26)

Ze které lze dopstat minimalni pdet zatznych stau pro ugeni tuhostnich charakteristik
feSené soustavy. Obdobou postupu prezentovanéhbDppovky zohledujici pouze axialni
deformace Ize dog@tat neznamé tuhostni charakteristikgené struktury.
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Obr.6 Pget zjiStnych tuhostnich paramétprostorovy ohyb

Z Obr.6 je patrné, Zefippopisu soustavy respektujici prostorovy ohyb tezida volls uzhi,
kde je aplikovana zé&tujici sila a pro libovolnou kombinaci tziminimalniho pdétu
z&gznych stai, Ize dopgitat vSechny poZzadované tuhostni parametry.

4.Redukce pétu mérenych deformacikonstrukce

Nevyhodou prezentovaného postupu je nutnost ziské@hkioru deformaci ve sfru
jednotlivych stugia volnosti. Vyvstava otazka mozného snizenitporeticich mist soustavy.
Byla proSetena moZznost pouZiti metody statické kondenzacenkiesi pdétu meienych
stuma volnosti soustavy. Roztenim vektoru deformaci na tzv. master (m) stupolnosti,
které maji byt weSené Uloze zachovany a slave (s) stuminosti, které maji byt #Sené
tlohy eliminovany Ize matici tuhosti soustavy uptalo tvaru
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K
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. J
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ms +. .+k s mm ms mi|{—=|'m
SSj|1,3 Hpruu3 |:K ss Nprutu,S} US 0 (28)

Chceme-li ndfit jen v Nmer bodech pak dimenzen=5N__—-N, .. @ musi byt sptna
podminka
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(5Nmer - Nreakci) mz_stavi 23N pruti * (29)

Upravou vztahu (28) dostavame



n=1 n=1 n=1
Nprvku Nprvku . Nprvku
( Z knl(g Kms)nljus-l_( Z kn,2 (g Kms)nzjus-l_( Z kn?:(g Kms)nsjus:fm
n=1 n=1 n=1
a
Nprvku ) Nprvku ) Nprvku ) (31)
( Z kn,1 (g Ksm)n,ljum +( Z kn,2 (g Ksm)n,zjum +( Z kn,3 (g Ksm)n,sjum +
n=1 n=1 n=1
Nprvku ) Nprvku ) Nprvku .
( Z kn,1 (g Kss)n,1j us +( Z kn,2 (g Kss)n,zjus +( Z kn,3 (g Kss)n,sj us = O
n=1 n=1 n=1
vyjadtime-li ze vztahu (31) eliminované st@volnosti
(32)

-1
= _{( sz:;kukn,l (g* Kss)n,lj + (szz\;.kukn,z (g* Kss)n,zj + (szz\;kukn,i’» (g* Kss)n,Sj}
|:[N§‘ikukn,l (g* Ksm)n,lj + [Ngkuknz (g* Ksm)n,zj + (N:i:vlkukn,s (g* Ksm)n,Sj }um

Ize po dosazeni (32) do (30) odvodit soustavu aélimich rovnic, které Ize form&@zapsat

maticovou rovnici
— (33)
f (knl’ kn2’ kn3) =0.

Ze vztahu (33) lze jiz dogdtat poZzadované tuhostni charakteristikgeného systému. Tento
algoritmus vypétu neznamych tuhostnich paranietvede na problémieSeni soustavy
nelinearnich rovnic a pro rozsahlejSi soustavy jeumericky zn&né komplikovany problém.

Proto byla testovana moznostmého vypdétu tuhostnich paraméiss jejich iterg&nim
zpresrénim. Upravime-li vyraz (31) na

[kllNgku (9 Ksm)nlju +(kL2N%kUE 2 (g*Ksm)n,ZJum +[kL3N§I“kUE”~2 ( Ksm)n SJ +
2Ll n=1

=1 Rq2 1,2

(kllNgku (g K )n 1Ju +(k12N§:kUk 2 (g*Kss)n,zjus-l-(kl,SN%ku kn,2 (g*Kss)nBJ us :O

=1 11 =1 1,2 n=1 1,2

(34)

kde byl vytknut nezndmy tuhostni parameffsipSici prvému prvku. Palry neznamych
tuhostnich parameitize definovat ve tvaru

ﬁ — EnAhIl — kn’Z EnJynll kn,3 En‘Jznll

- pn 1 - pn ’
ko EAlL, Tk, EJ T kg EJL,

V' prvnim (iblizeni pondry tuhostnich parameéir odhadneme pouze péry délek
jednotlivych prvki konstrukce. Upravou vztahu (34) dostavame

(35)

= Pris-



Nprvku . Nprvku ) Nprvku . (36)
[kl,l nZ:l pnl,l (g Ksm)n,1+k1,2 nzzl pnl,z(g Ksm)n,2+k1,3 nZ:l pn1,3 (g Ksm)n,Sjum +

Nprvku . Nprvku ) Nprvku )
(kl,l 21 pnl,l (g Kss)n,1 + k1,2 Z:;. pn1,2 (g Kss)n,z + kl,S Z:;- pn1,3 (g Kss)n,sj us = O

Vytknutim libovolného tuhostniho parametru hd@ ;a jeho eliminaci dostdvame

(37)
Nprvku ) k. . Nprvku ) k... Nprvku .
( Z pnl,l (g Ksm)n,1+% Z anZ(g Ksm)n,2+ﬁ Z pnl3 (g Ksm)nsjum +
n=1 11 n=l 11 n=l
Nprvku ) k. .. Nprvku ) k. ., Nprvku ) ,
Z pnl,l (g Kss.)n;-'-i2 Z pn1,2 (g Kss)n,z +ﬁ Z anS (g Kss)n,s us =0
n=1 kl,l n=1 kl,l n=1
kde
(38)

Ko 2, ke 20,
k - - a1y k — I3
11 A 11 A

Dosazenim (38) do (37) eliminujeme ve vyrazu(37)ndné tuhostni parametry. Formaln
Ize rovnici (37) upravit na

u,=2Z,u (39)

sm¥m *

Matice Zm neobsahuje neznamé tuhostni parametry, ale podkadouté powry téchto
parametii. Dosazenim vztahu (39) do (30) dostavame

(N%kukn,l (g* K )nvlj U, +(N§kukn,2 (g* Kmm)nyzj Un +(N§I“kUk”'3 (9* Ko )n,SJ n
2 o n=1

Nprvku ) Nprvku . Nprvku . )
( Z:‘i kn,l (g Kms)n,ljzsmum +( Z:; kn,2 (g Kms)n,zjzsmum +( Z:; kn,3 (g Kms)n,sjzsmum :fm

Upravou lIze odvodit vyslednou maticovou rovnici ugjici vypaset hledanych tuhostnich
parametii soustavy. HsluSna matice soustavy je

(40)

Al,luml A ’ANprvku,luml 'Alzuml e ’ANprvku,Zuml' Al,3uml o A Nprvku,3uml
1 ’ 41
Allumn "“’ANprvku,lumn ’Al,zumn "“’ANprvku,Zumn’Al,Sumn "“’ANprvku,Sumn ( )
kde
— * * (40)
Ai,j - (g Kmm)i,j + (g Kms)i,j Zsm'
Vektor neznamych tuhostnich paraniatvazujeme ve tvaru
(42)
[kl,l t kNprvku,l k1,2 t kNprvku,2 k1,2 t kNprvku,s]T
a vektor pravé strany je definovan vyrazem
(43)

[fml fmn]T’

kde uvazujeme 1,...,n Zahych stau.
Pro dopdétené tuhostni parametry vygteme nové tuhostni pamy pouzité ve vztahu
(34). V @ipadt, Ze nové tuhostni pafry se vyrazn liSi od gedpokladanych tuhostnich



poneria provedeme jejich nahrazeni aktualnimi hodnotarpravedeme dalSi itetai krok
vypoétu. Vypaiet ukorgime v okamziku kdy tuhostni pany ve dvou po sabnésledujicich
krocich se vyrazhnelisi.

Pfi tomto zmisobu vypétu tuhostnich parameétrsoustavy vSak vyvstavd otézka
vhodné volby eliminovanych stiip volnosti a zatZznych vektoii. Vhodnost eliminovanych
stupit volnostireSené soustavy je patrny z Tab.1.

Tab.1. Nalezené tuhostni parametry

Styenik Eliminované Nalezené tuhostni parametry
stupre volnosti

Stredové uzly | 6,7,14i 17 | u,Uy,U,0y,0; vSechny

Krajové uzly 2,3,8,11,10,5,uy,Uy, U, 0y, 07 Nenalezeny tuhostni parametry prvku
13,15,16,18 spojujici eliminovany uzel s uzlem, kde
je definovana okrajova podminka

5. Zawér

V piispévku je prezentovan postup sestaveni matice tulsoststavy ze zstenych
deformaci jednotlivych styika. Za gedpokladu platnosti lineérni teorie pruznosti, ppeiZit
tohoto postupu ke zji&i aktualniho zatizernieSené soustavy. Byl navrZzen it@rapostup
umoziujici efektivreé snizit p@et mefenych bod, potebnych pro rekonstrukci matice tuhosti.
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