
 
 
 
 
 
TRANSIENT VIBRATION OF THIN RECTANGULAR VISCOELASTIC 
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Summary: An analytical solution is derived from an approximation of the 2D 
thin plate model. At first approach the model is described by Kirchhoff and 
Rayleigh model, then by Timošenko Midlin model for orthotropic viscoelastic 
continuum defined by various model (at present by Voigt-Kelvin, later by Zener-
standard and heredital materials). 

 
 
1. Úvod 
Řešení přetvoření desek trvá již více než 200 let. Byla publikována řada studií a monografií, 
kmitání desek je stálé téma, řeší se různé úlohy, je prováděna analýza různých vlivů a jsou 
užívány různé metody řešení. Nejpropracovanější je řešení nestacionárního kmitání elastic-
kých izotropních desek, řešení elastických neizotropních desek je omezeno na několik studí. 
Řešení nestacionárního kmitání viskoelastických desek, započaté v první polovině minulého 
století je věnováno podstatně méně prací. Přehled těchto řešení a významný příspěvek k němu 
podal Adámek, 2004. Řešení viskoelastických neizotropních je v počátcích. Nestacionární 
kmitání elastické ortotropní desky podal např. Huffington a Hoppmann (1958), řešení 
viskoelastické ortotropní desky nebylo v literatuře nalezeno. 
Příspěvek je součástí vyšetřování přechodového kmitání tuhé desky při příčném impulsním 
Po předchozím řešení kmitání elastické izotropní a ortotropní desky a viskoelastické izotropní 
desky, je v plánovaném programu řešení navrženo řešení kmitání desky viskoelastické, 
definované různými reologickými modely, ortotropní (speciální i obecná ortotropie) pro různé 
výpočtové 2D modely. V tomto příspěvku je podáno řešení kmitání Voigt-Kelvinova modelu 
desky při speciální ortotropii. Cílem studie je porovnání a posouzení uvedeného 2D řešení 
s numerickým 3D řešením MKP a experimentálním řešením. Schéma řešené úlohy je 
znázorněno na obr. 1. Výchozí předpoklady byly uvedeny v předchozích příspěvcích (např. 
Volek & all, 2004). Reologické vlastnosti materiálu desky jsou charakterizované zobecněným 
Hookovým zákonem 

jijjiji dc εεσ &+= ,         (1) 
kde iσ  - vektor obsahující složky tenzoru napětí klσ , cij – matice elastických koeficientů,  
dij – matice viskózních koeficientů, jε  - vektor obsahující složky tenzoru přetvoření klε ,  

jε&  - vektor obsahující složky tenzoru rychlostí přetvoření klε& . 
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Obr.1 Schéma řešené desky 
 

Pro uvažovaný model viskoelastického tělesa Voigt-Kelvinův (při vysokých frekvencích 
přechodových jevů vykazuje nekonečně velkou fázovou rychlost vlny) při speciální ortotropií 
jsou složky napětí dány vztahy 
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kde λ - součinitel (tzv. Troutorův) normální viskozity, η - koeficient (součinitel) smykové 
viskozity, ν - Poissonovo číslo viskózní kapaliny. 
 

 
Obr. 2 Znázornění průhybu desky v řezu rovinou x, z 

 

Pro uvažovaný výpočtový 2D model desky podle Kirchhoffovy teorie (Jg = 0) a Raileigiho 
korekci (Jg ≠ 0), lze odvodit přetvoření jako funkce posuvů ve směru os (obr. 2) 



u = u(x,y,z,t),  v = v(x,y,z,t),  w = w(x,y,t), 
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kde u, v, w jsou posuvy ve směru os x, y, z, εx – relativní posuv ve směru osy x, εy – relativní 
posuv ve směru osy y, γxy – zkos. 
Potom lze i složky napětí vyjádřit jako funkce posuvu w 
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Pohybové rovnice elementu desky potom jsou 
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kde měrné ohybové momenty a měrný kroutící moment jsou dány vztahy 
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kde moduly tuhosti jsou 
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Tyto moduly tuhosti charakterizují tuhost pružné, respektive viskosní složky desky. Z rovnic 
(4) a (5) lze odvodit rovnici příčného kmitání tenké viskelastické, ortotropní desky 
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kde Dµ = Dx.µyx = Dy.µxy, Dν = Dλx.νyx = Dλy.νxy. 
Aplikací Fourierovy metody lze řešení rovnice (6) s ohledem na okrajové podmínky prostě 
uložené desky hledat ve tvaru 
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Dosazením vztahu (7) do rovnice (6) a po provedení skalárního součinu dostaneme rovnici  
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Pravou stranu rovnice (8) je možno upravit jestliže se vnější budící zatížení vyjádří vztahem 
p(x,y,t) = F0.XF(x).Y(y).TF(t) 

kde F0 je maximální hodnota zatížení, XF(x), YF(y) jsou funkce určující rozložení budícího 
spojitého zatížení na horní ploše a TF(t) je funkce určující průběh budícího zatížení v čase. 
Potom 
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kde bezrozměrný parametr pmn je dán vztahem 
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Dále platí 
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Řešení rovnice (8) je možno zapsat ve tvaru 
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kde součinitel tlumení je 
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Vertikální posuv desky 
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Dosazením vztahu (9) do vztahu (3), respektive (3a) lze určit časový průběh ostatních 
hledaných veličin. 
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