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SPARSE DIRECT SOLVER WITH FILL-IN OPTIMALIZATION

P. Paiik’

Summary: 4 symmetric sparse direct solver for finite element problems is
presented. Solution of large systems can be very memory-demanding and time-
consuming process, and it may even be practically impossible if a classical frontal
solver is used. The presented solver is based on LDL! factorization and uses
various facilities to optimize solution calculations, in particular, optimal
numbering scheme and efficient sparse matrix storage scheme. The solver is
designed to work as an integral part of the computational system PMD.

1. Uvod

Klasickou metodou feSeni uloh metodou kone¢nych prvki (MKP), tj. systému linedrnich
algebraickych rovnic, je tzv. frontdlni metoda (Irons, 1970). Jedna se o variantu Gaussovy
eliminace, pfi niZ eliminace probiha pouze na lokalnich maticich elementl, které jsou ve
stejné fronté, tj. kde jsou dil¢i neznamé spolu ,,vzajemné svazany*. Eliminace nepostupuje od
prvni do posledni rovnice, ale napieskaCku podle toho, kterd nezndma jiz nema zadné
ptispévky od ostatnich. Frontalni metoda ma relativné malé pamétové ndroky, protoZe neni
tteba sestavovat globalni matici tuhosti a eliminované rovnice se ukladaji rovnou na disk.
Efektivita metody (a délka fronty) zavisi pouze na ¢islovani prvkd; ¢islovani uzld, Sitka pasu
nebo obrysu zde nehraji Zddnou roli. Frontalni metoda je vyhodna pro vypocty na pocitacich
s malou operacni paméti, avSak je obecné pomald a pro rozsahlé ulohy mize byt v zavislosti
na implementaci prakticky nepouZitelna.

Kapacita paméti souc¢asnych pocitact (fadové jednotky GiB) je dostate¢na, aby bylo — pii
vhodné zvoleném zplisobu ulozeni — mozZné zpracovavat cely systém rovnic (fadové i 107)
piimo v paméti. Reseni je pak mozné provést standarni metodou, napt. LDL’ dekompozici
matice soustavy. Je vSak nezbytné nutné provést optimalizaci potadi rovnic tak, aby se snizilo
zaplnéni (fill-in), které neodvratné pti faktorizaci (eliminaci) vznika. Globalni matice tuhosti,
sestavena z lokalnich matic tuhosti jednotlivych prvki, je symetrickd, fidkd a ma blokovou
strukturu. Téchto vlastnosti je mozné vyuzit k efektivnimu uloZeni po blocich (submaticich),
misto ulozeni jednotlivych sloupct (fadkd) matice ve formé pasu nebo obrysu, a ke
zjednoduseni optimalizace Cislovani rovnic (neznamych). Protoze rovnice pro vypocet reakci
je mozné uchovavat piimo v globalni matici tuhosti, neni béhem faktorizace tfeba zadny
pristup na disk, ktery je fadoveé pomalejsi nez pamét.

V nasledujicich kapitolach jsou popsany pouzité¢ metody, jejich modifikace a implementace
pro ucely této prace. Na zavér je provedeno shrnuti souc¢asného stavu prace.

* Ing. Petr Patik: Ustav termomechaniky, Akademie véd CR; Dolejskova 5; 182 00 Praha 8; tel: +420 2 6605
3441; e-mail: parik@it.cas.cz



2. Popis implementace

Resi¢ je vyvijen jako soudast Vypoctoveho systému PMD, ktery byl vytvofen jiz
v osmdesatych letech sou¢asnymi pracovniky Ustavu termomechaniky AV CR a je pouZivan
pro Sirokou skalu vypocti metodou konecnych prvki. Systém PMD je kompletné napsan
v programovacim jazyce FORTRAN 77 a skladd se z nékolika samostatnych programt,
z nichz kazdy vykonava urcitou ¢ast MKP vypoctu, dle typu ulohy. Programy mezi sebou
komunikuji prostfednictvim standardizovanych vystupnich souborti, takze do feSeni Ize
jednoduse vkladat dal§i programy pro rizné specidlni vypocty. V tom se PMD lisi od
komer¢nich ,,éernych krabicek®.

Pti realizaci teSice bylo tfeba ptfihlédnout k urc¢itym omezenim FORTRANu 77, napf.
v oblasti dynamické alokace paméti, a pfizplisobit tomu i pouZzité algoritmy. Dale jsou
vyloZeny hlavni metody a popsany jejich modifikace z teoretického 1 praktického hlediska.

2.1. Optimalni ¢islovani uzlii (minimum degree algorithm)

Algoritmus byl poprvé uveden v (Tinney et al., 1967) pod nazvem S2. Princip je zalozen na
symbolické analyze struktury symetrické matice soustavy, pii niz se hleda takové potadi
pivotl (vyjadiené permutacni matici P), které pfi numerické faktorizaci produkuje minimalni
zaplnéni. Misto plivodni matice A se tedy faktorizuje matice PAP”.

(Rose, 1970) vytvofil pro algoritmus S2 model za pouziti teorie grafii a pfejmenoval jej na
minimum degree algorithm. Nenulové prvky symetrické matice A fadu n» mohou byt
vyjadieny grafem G°=(V°, E°) s vrcholy (uzly) V°={1,...,n} ahranami E° (hrana (i, )
je v E° jen tehdy, kdyz a,#0). ProtoZe je matice A symetricka, je graf G° neorientovany.
Tento model se nazyva eliminacni graf.

V kazdém kroku faktorizace k je z V"' vybran jeden vrchol p jako pivot. Do E¥™' jsou
pfidany dalsi hrany tak, aby vSechny vrcholy sousedici (spojené hranou) s vrcholem p byly
sousedici také navziajem (tj. Uplné propojeny podgraf, angl. clique). Nakonec je z G*'
odebran vrchol p a viechny jeho pfilehlé hrany a dostdvame novy eliminaéni graf G*. Toto
pridavani novych hran znamena, ze pamétové naroky algoritmu nelze urcit predem. Hrany
pfidané do grafu reprezentuji zaplnéni matice pfi k-tém kroku faktorizace.

Necht Adjg (i) je mnozina vrchold sousedicich s vrcholem i v grafu G*. Minimum
degree algorithm vybirad jako k-ty pivot ten vrchol p, jehoz stupen ! pE|Adjgk—1(P)| je
minimalni ( |...| oznaduje velikost mnoZiny, tj. pocet prvki).

Problém ptiddvani hran byl odstranén zavedenim tzv. kvociencniho grafu (George et al.
1980, 1989). Tento graf narozdil od pfedchoziho elimina¢niho grafu nikdy nepotiebuje vice
paméti neZ piivodni graf G° .

Kvocienéni graf G*=(V*, 7", E* E") implicitné reprezentuje eliminaéni graf G*, kde
G°=G". Pro vétsi piehlednost je v nasledujicim textu vypustén index k. Vrcholy v G se
skladaji z proménnych V a prvkii V. Proménné odpovidaji vrcholiim z elimina¢niho grafu G
dosud neodebranym a prvky reprezentuji vrcholy z elimina¢niho grafu jiz odebrané. Hrany
jsou dvojiho druhu: mezi proménnymi ESV XV a mezi proménnymi a prvky ESV XV .
Mezi prvky neexistuji Zzadné hrany, nebot’ jsou odstranény pii tzv. pohlcovani prvkl. Mnoziny
7° a E° jsou prazdné.



Necht' 4; je mnozina proménnych sousedicich s proménnou i v G a £, mnozina prvka
sousedicich s proménnou i v G . Pro kazdou proménnou i z mnoziny V pak plati

A,={j:(i,j)eE}cV,
E=le:(i,e)€E|SV,

Adj(i)=4,VESV UV .

Necht L . 0znacuje mnozinu proménnych sousedicich s prvkem e v G . Pro kazdy prvek e
zmnoziny V pak plati

L=Adjg(e)=li:(i,e)eEISV .

Hrany £ a E jsou popsany mnoZinami A; a E, pro kazdou proménnou v G a
mnozinami L, pro kazdy prvek v G . Lze ukazat, ze graf G* nezabere vice paméti nez
puvodni graf G° ( |A"|+|E*|+|L*|<|4°| pro vsechna k).

Kvocien¢ni graf _G a eliminacni graf G jsou spolu Uzce spojeny. Je-li i vrcholem v G, je
také proménnou v G a plati

Adjg(i)=(4,0 [T ZN(] 1)

Kdyz je proménna p vybrana jako k-ty pivot, je vytvoren prvek p (proménna p je odebrana
z Vaptidina do 7). Mnozina L,=Adj,(p) se nalezne za pouZiti vztahu (1), ze kterého dale
vyplyva, Ze pro viechny prvky e sousedici s proménnou p plati L, \{p|SL » - To znamena, Ze
viechny proménné, které sousedi s n&jakym prvkem e€E »» zaroven sousedi s prvkem p, a
tudiz prvky e€E » Jiz dale nejsou potieba. Tyto prvky jsou pohlceny novym prvkem p a
odstranény; odkazy na n¢ jsou nahrazeny odkazem na novy prvek p, ktery je pifidan do
mnozin E; viech proménnych i sousedicich s prvkem p. Déle jsou odstranény mnoZiny A4, a
E, a L, pro vechny e €E, . Nakonec jsou z mnozin 4; odstranény viechny odkazy j, kde
jak i, tak jjsouv L 1. nadbytecne hrany nahrazené sousednosti s prvkem p).

Proménné i a j se nazyvaji nerozeznatelné v G, je-li Adjs(i)Ulij=Adjs;(j)Ulj]. Ob&
proménné jsou stejné¢ho stupné€, dokud jedna z nich neni vybréna jako pivot. Pokud je vybrana
proménnd i, mize byt proménnd j vybrana jako dal$i, aniz by vzniklo n¢jaké dodatecné
zaplnéni. Vybér i a j najednou se nazyva hromadnd eliminace. Proménné i a j jsou v G
nahrazeny jedinou superproménnou, ktera obsahuje zaroven i i j a je pojmenovana po jedné z
proménnych (oznacované jako Alavni proménnd). Proménné, které nejsou superproménnymi,
se nazyvaji jednoduché proménné. V praxi jsou superproménné vytvafeny v kroku k pouze
kdyz iijjsou v L,.Pro uréeni nerozeznatelnosti se pouziva kvocienéni graf G, ve kterém
plati  Adjs(i)U{i}=Adj;(/j)U{j]. Toto porovnani je rychlejsi nez hledani dvou
nerozeznatelnych proménnych v eliminacnim grafu G, nicméné miize nékteré piipady
piehlédnout (z nerozeznatelnosti v G plyne nerozeznatelnost v G, obracené tvrzeni vsak
neplati).

Mnozinu jednoduchych proménnych obsaZenych v superproménné s hlavni proménnou i
ozna¢ime i. KdyZ je v k-tém kroku jako pivot vybrana proménna p, jsou eliminovany vSechny
proménné v p zaroven. Pouziti superproménnych zna¢né snizuje pocet provadénych vypocta
stupniit proménnych, coz je nejnakladné;jsi ¢ast algoritmu.



Vnéjsi stupeii d;=t,—|il+1 hlavni prom&nné i se vypo&ita ze vztahu

di:|Ade(i)\i|:|"_4i\i|:|H Ze\i| ) (2)
e€k,;
kde ?; je ,skuteCny“ stupent proménné i. Vybér podle nejmensiho vné&jSiho stupné
proménné vede na leps$i pofadi pivotil nez vybér podle nejmensiho skutecného stupné.
Popsany minimum degree ordering algorithm je zalozen na kvocien¢nim grafu a zahrnuje
pohlcovani prvki, superproménné a externi stupné proménnych. Detekce superproménnych se
zjednodusSuje pouzitim hash funkce na kazdou proménnou, aby nebylo nutné porovnévat
kazdou dvojici proménnych.

Approximate minimum degree
Necht’ p je k-ty pivot a vypoCet mezi stupfiti superproménnych je provadén pouze pro
i€, . Namisto vypoctu exaktniho externiho stupn& d, (2) se po¢ita jeho horni mez
n—k
df=min d; " +|L\i|
| AN+ LN+ D, |L\L,|

e€E\|p]

3)

Prvni dva vzorce (n—k, tad aktivni submatice a c_il-k71+|zp\i| , zaplnéni v nejhor$im
piipad®) vétsinou nejsou tak prisné jako vzorec tieti. Mnozina L. je rozdélena na dvé
disjunktni podmnoziny: vnéjsi podmnoZinu L_e\[p a vnitini podmnozinu LN L_p.
Algoritmus pfi vypoétu pouzivad pomocnou hodnotu w(e), kterd je na zacatku zaporna. Je-li
pii prochazeni nalezen prvek e, je hodnota w(e) inicializovana na |L.] a zmen3ena o
jedni¢ku pro kazdou proménnou i ve vnitini podmnozing L,N L » - Na konci prochézeni prvka
je wle)=|L|=|L.NL,|=|L\L,| . Pokud prvek e neni prohledan, je w(e) mensi neZ nula.
Kombinaci téchto dvou ptipadi dostaneme

|Le\Lp|=[V|VL£j) prOjv;/n(:k)>0] pro viechna e€V . 4

Approximate minimum degree algorithm je shodny se standardnim minimum degree
algoritmem s vyjimkou toho, Ze externi stupefi proménné d, je nahrazen d,. Horni mez
externiho stupné d, se vypotita pomoci vztahi (3) a (4). Kromé pohlcovani prvki v E » Je
navic prvkem p pohlcen také jakykoliv prvek s prazdnou vn&jsi podmnozinou |L,\L ,,|:0 ,a
to 1 kdyz s p pfimo nesousedi. Toto ,,agresivni pohlcovani elementli dale zdokonaluje
vypodet mezi stupiiii zmensenim |E| . Podrobny rozbor algoritmu a jeho ¢asové naroénosti je
v (Davis et al., 1996).

Uvedeny minimum degree algoritmus pracuje ptimo s prvky matice. Jak bude popsano v
dalsi kapitole, globalni matice tuhosti ma blokovou strukturu, kterd odpovidé incidenci uzl v
MKP siti. Toho mizeme vyuzit a optimalizaci provést na urovni blokt (tj. uzlit). Tento zpisob
je vyrazné rychlejs$i nez prace s jednotlivymi prvky matice, protoze optimalizaci je mozné
provést pouze na zéklad¢ informaci o topologii sit¢ (nehled¢ na fadové nizsi pamét'ové naroky
algoritmu). Diivody pouZziti optimélniho ¢islovani uzlii jsou vysvétleny v nasledujici kapitole.



2.1. UlozZeni globalni matice tuhosti

V metodé konecnych prvki je globalni matice tuhosti sestavovana z velkého poctu lokalnich
matic tuhosti jednotlivych prvki, které maji jednotnou strukturu. Vysledna struktura globalni
matice tuhosti K je proto blokova, kde kazdy blok (submatice) K, odpovida dvojici uzla
(i, j). Jelikoz v MKP siti miize sousedit jen omezeny pocet prvki, jsou nenulové pouze ty
submatice K, jejichz ptislusné uzly nalezi sousedicim elementtim.

Blokové ulozeni symetrické fidké matice je prezentovdno v praci (Vondrak, 2000) pod
nazvem K3. Toto uloZeni uvazuje pouze konstantni pocet stupiiit volnosti ve vS§ech uzlech sité,
proto bylo nutné vytvofit modifikované schéma, které umoznuje praci s libovolnym poctem
stupiii volnosti v kazdém uzlu.

M¢jme globalni matici tuhosti pro MKP sit’ s N uzly

Kll Klz KlN
Kzz

I<NN
a pocty stupiili volnosti v jednotlivych uzlech dané vektorem
d=\d,.d,,....d, | . (6)

Kazda submatice K, je pak fadu d;Xd;. Obecné jsou Ctvercové pouze diagonalni
submatice K, neni-li podet stupiiti volnosti pro vSechny uzly stejny.

UloZeni matice v paméti

Diky symetrii a fidkosti neni tfeba ukladat submatice K; kde j<i (tj. dolni trojuhelnik) a
také submatice K, jejichz vSechny prvky jsou nulové. Matice (5) je v paméti uloZena jako
posloupnost bloki, které jsou sefazeny ve spojovém seznamu. Bloky jsou ukladany po fadcich
a kazdy radek zacind diagonalnim blokem; i-ty fadek odpovida i-tému uzlu MKP sité. Kazdy
blok odpovida nenulové matici K; a sklada se ze tii ¢asti:

a) pointer (adresa) — pozice v paméti, kde zacina dalsi blok na i-tém fadku nebo nula, pokud
je blok na radku posledni

b) index — ¢islo sloupce (j-ty sloupec odpovida j-tému uzlu); v diagonalnich blocich se misto
toho uklddd pocet mimodiagonélnich nenulovych blokii na ptislusném tadku (tj. pocet
blokli spojovém seznamu)

¢) submatice — vektor prvkii submatice ulozeny po fadcich o délce d,d ; prvki; u diagonal-
nich submatic je ulozen po fadcich pouze horni trojuhelnik o délce (d ; (d +1 ))/ 2 prvka.

Vytvoieni globalni matice tuhosti v paméti probiha ve dvou krocich:

a) alokace paméti pro N diagondlnich blokii — tuto pamét’ je tfeba inicializovat, tj. nastavit
adresy, indexy a submatice pro vSechny diagonélni bloky na hodnotu 0.

b) pridani uzlové submatice (i, j) — je-li i=j, submatice se pouze pfi¢te do diagonilniho
bloku (v tomto pfipadé¢ neni tieba alokovat zadnou dal$i pamét, protoze vSechny
diagonalni bloky byly alokovany v kroku a). Je-li i# j, je tfeba prohledat ptislusny radek
i, po¢inajic diagonalnim blokem. Pokud uz blok (i, ) v paméti existuje, submatice se
opét pouze pricte. Pokud blok neexistuje, je tfeba pro néj alokovat pamét’ a vlozit jej na



ptislusné misto v fadku, tj. zkopirovat adresu z ptedchoziho bloku do nového bloku a
nastavit adresu v piedchozim bloku tak, aby ukazoval na novy blok. Pfi vkladani nového
bloku je tfeba respektovat pravidlo, ze indexy (¢isla sloupcil) vSech blokd na fadku musi
byt sefazeny od nejniz§iho. Nakonec je tieba zvétsit index (pocitadlo) v diagonalnim bloku
ol.

Diagonalni bloky Novy blok
Pocet nenulovych blokl Index sloupce
fadek 1 Adresa ) r Adresa o
dalsiho bloku | Submatice * | datsino bloku | Submatice
Poget nenulov ych blok LT
Fadek 2 vV D
édresa Submatice Spo_/ogvy sr::llznam
dal$iho bloku blokt na radku
Pocet nenulovych blokl Index sloupce "M Index sloupce Index sloupce
fadek 3 Adresa N Adresa N Adresa . Adresa )
daliho bloky | Submatice dalsiho bloky | SUbmatice daliho bloky | Submatice daliho bloky | Submatice

Pocet nenulovych blokl
fadek N Adresa
dal$iho bloku

Submatice

Obr. 1 Schéma blokového uloZeni matice v paméti a vlozeni nového bloku

Pamétové pozadavky na sestaveni globalni matice tuhosti nijak nezavisi na ¢islovani uzla
sité. Cislovani uzli ma vSak rozhodujici vliv na pamétfové pozadavky pii nasledné
faktorizaci. Nevhodné zvolené potadi uzli miize mit za nasledek masivni zapliiovani (fill-in)
a nasledné zhrouceni faktorizace z diivodu nedostatku paméti. Proto je nezbytné nutné pred
vlastnim sestavenim globalni matice tuhosti pouzit vhodnou metodu optimalizace potadi uzlt
(napf. minimum degree ordering, popsany v piedchozi kapitole).

3. Zavér

Byla popsana implementace ptimého MKP feSi¢e za pouziti efektivniho schématu ulozeni
globalni matice tuhosti a optimalniho ¢islovani uzlh pro minimalizaci zapliiovani pfi
numerické faktorizaci. Teoretické algoritmy byly pfizplisobeny pro dosazeni vyssi efektivity a
rychlosti vypocti na zéklad¢ analyzy struktury globalni matice tuhosti a realizovany
v programovacim jazyce FORTRAN. Prace je v souCasné dob¢ zhruba ve dvou tfetinach,

nicméné hlavni ¢asti programu jsou jiz implementovany.

Vzhledem ke stavu prace nebylo mozné do ¢lanku zahrnout objektivni vysledky méteni
rychlosti a pamétové naroCnosti feSiCe, zejména v porovnani se stavajicim frontdlnim
feSicem. Pribézné testy zatim ukazuji na ocekavané teoretické zvySeni rychlosti vypocti
o n¢kolik fada.

Popsany piimy teSi¢ bude po dokonceni slouzit k vypoctim elektronovych struktur, pro
které je soucasny frontalni fesi¢ nevyhovujici. Vysledky této prace vSak nejsou omezeny jen
na linearni ulohy; po pfislusnych modifikacich bude mozné tesi¢ pouzit 1 pro narocnéjsi
ulohy, které vyzaduji opakovanou faktorizaci matice tuhosti v kazdé iteraci ¢i v kazdém
casovém kroku. Jedna se zejména o obecnéjsi a efektivnéjsi metody feSeni nelinearnich uloh,
které jsou zatim pro praktické vypocty pfili§ ¢asove nakladné.
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