National Conference with International Participation

ENGINEERING MECHANICS 2007
007 Svratka, Czech Republic, May 14 — 17, 2007

[N

NON-LINEAR AFFINITY IN MOHR'S PLANE

J. Malasek*

Summary: Mechanical properties of particular materials (also granular and
powdery materials, dispersions, suspensions, liquids with high viscosity,) are
usually described by boundary functional dependences of shear stresses and
direct stresses — so called material characteristics T =xf(o ). These material
characteristics are envelope curves of all limiting Mohr's circles. If the material
characteristic is a linear function — all limiting Mohr's circles are linear affine, if
the material characteristic is a non-linear function — all limiting Mohr's circles
and respective stress tensors are non-linear affine. This non-linear affinity can be
mathematically described.

1. Uvod

Pti technologickém zpracovani partikularnich latek — tedy zrnitych a sypkych materialt, téz
disperzi, suspenzi, kapalin s vysokou viskozitou — doch4azi mechanickymi G¢inky k pretvareni
téchto latek. V dusledku pretvareni — deformace vznikajici stav napjatosti urcuje rozlozeni
zatizeni strojnich soucasti, které jsou v kontaktu s pietvarenou latkou. Mechanické vlastnosti
téchto latek jsou obvykle popsany mezni funkéni zavislosti smykovych a normalovych napéti
— tzv. materidlovou charakteristikou 7=xf(o ). Tato funkce ptfedstavuje obalovou caru
vSech meznich Mohrovych kruznic v Mohrové rovin€. Materidlové charakteristice
T =%xf(0o) je tieba ptitadit fadu dalSich proménnych vlastnosti pietvafeného materialu, jako
viskozitu, gradient rychlosti, mezerovitost, entropii, ¢islo plasticity, stupeit konsolidace,
vlhkost, lamelovou tekutost. Naptiklad pro rizné hodnoty gradientu rychlosti, nebo
mezerovitosti (stupné konsolidace) partikularni latky existuji razné funkéni zavislosti
r=xf(o). Tyto dalsi vlastnosti pretvafenych latek nelze v pribéhu procesu pietvareni
vhodné urcit, proto hlavni informaci o pribéhu procesu pietvareni je prostorovy obraz
systému proudnic a kluznych car.

Pii pretvareni — deformaci téchto latek je pruzna deformace piredpokladana nulova. Hlavni
napéti o;>0;>0, pfedpokladame tlakova, kladnych hodnot, sméfujici dovnitf pietvarené
latky. V kazdém bodé¢ kluzné cary existuje oskulacni rovina kluzné €ary — ta je rovinou
deformace a sméry piislusnych hlavnich napéti o; a o, do této roviny patii, smér
pfislu§ného hlavniho napéti o; je k této oskula¢ni roviné kolmy.
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2. Stiedova kolineace a osova afinita

Promitani — projekce ze stfedu kolineace S, zprostiedkovavajici vzajemné jednoznacnou
pfibuznost pfislusnych bodi, car, obrazci mezi dvéma rovinami p; a p,, je nazyvano
sttedovou kolineact, je-li tento stied kolineace S bodem vlastnim.

S .... stfed kolineace — vlastni bod

A;,45,B;,B,,C;,C,...nesamodruzné
body

M 4, M g ....samodruzné body

a,a,,b;,b,y,c;,c,...nesamodruzné
piimky

o0 ....0sa kolineace — vlastni pfimka

Py, P> -...ptislusné roviny

Obr. 1: Stfedova kolineace mezi dvéma rovinami.

Promitani — projekce ze stfedu kolineace S, zprostiedkovavajici vzajemné jednoznacnou
pfibuznost pfislusnych bodil, car, obrazci mezi dvéma rovinami p; a p,, je nazyvano
osovou afinitou, je-li tento stfed kolineace S bodem nevlastnim.

S .... stfed afinity — nevlastni bod

A4;,4,,B;,B,,C;,C,...nesamodruzné
body

M 4, M pc ....samodruzné body

a;,a,,b;,b,y,c;,c,...nesamodruzné
piimky

0 ....osa afinity — vlastni pfimka

P, P -...ptislusné roviny

Obr. 2: Osové afinita mezi dvéma rovinami.



Promitneme-li obr.1 z daného boduO ¢ (p;, p,,pp ) do roviny primétny pp, at’ uz je tento
bod O - tzv. stied promitani vlastni, nebo nevlastni, dostaneme sttedovou kolineaci v roving.
Jeji osou je vlastni pfimka a stfedem vlastni bod.
Sa Vsechny objekty v obr. 3 jsou praméty
AR objektl z obr.1 do roviny prumétny pp.

S .... stfed kolineace — vlastni bod

A;,45,B;,B,,C;,C,...nesamodruzné
body

M 4, M pc ....samodruzné body

a,a,,b;,b,,c;,c,...nesamodruzné
piimky

o ....osa kolineace — vlastni pfimka

Obr. 3: Stfedova kolineace v roving.

Promitneme-li obr.2 z daného boduO ¢ (p;,p,,pp ) do roviny primétny pp, at’ uz je tento

bod O - tzv. stfed promitani vlastni, nebo nevlastni, dostaneme osovou afinitu v roviné. Jeji
osou je vlastni pfimka a sttedem nevlastni bod.

Vsechny objekty v obr. 4 jsou pruméty
objektl z obr. 2 do roviny primétny pp.

S .... stfed afinity — nevlastni bod

A;,4,,B;,B,,C;,C,...nesamodruzné
body

M 4, M g ....samodruzné body

aj,a,,b;,b,,c;,c,...nesamodruzné
piimky

0 ....osa afinity — vlastni pfimka

Obr. 4: Osova afinita v roving.

Osova afinita v roviné je stfedovou kolineaci v roviné, jejiz osa je vlastni pifimka a stied je
nevlastni bod.

Pokud se roviny p;,p, vobr. 2 stanou nerovinnymi (zakiivenymi) plochami, pak se
nesamodruzné ptimky a;,a,,b;,b,,¢;,c, vobr.2 a rovnéz v obr. 4 stanou kiivkami. MoZno
pak takovou osovou afinitu nazvat nelinedrni afinitou.




3. Osova afinita v Mohrové roviné
Ptedpoklady:

Mohrova rovina je totoZna s rovinou prumétny.
- Osa afinity je vlastni pfimkou a je totoZna s osou normalovych napétioc
v Mohrové roviné.
- Sted afinity S je nevlastni bod ve sméru osy smykovych napétir
v Mohrové roving.
- Obalové ptimky (materidlové charakteristiky 7 = £(7g@ ).c ) vSech meznich
Mohrovych kruznic v Mohrové roving jsou nesamodruznymi piimkami.
Pro idealné sypky materidl je obalovd ¢ara vSech meznich Mohrovych kruznic pfimkou,
prochazejici pocatkem soutfadnic Mohrovy roviny.....7 =+(1g@).c, . T=—(1gp).0.
Vlastnostem idedlné¢ sypkého materidlu se ptiblizuje dokonale vysusend mramorovéa drt
vhodné zrnitosti. Z obr. 5 je ziejmé, ze vSechny mezni Mohrovy kruznice vyhovuji osové
afinité¢ vysSe uvedenych piedpokladi. VSechny mezni Mohrovy kruZznice v obr. 5 vyhovuji
rovnéz kolineaci v roving, jejiz stied lezi na ose kolineace — je pocatkem soutadnic Mohrovy
roviny, tento druh kolineace nazyvame elace.
@ = arctgf / (o)

r=f(o)=+1gp)o
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Obr. 5: Osova afinita a elace v Mohrové roviné.

Evidentni je vyuzitelna linedrni podobnost a stejnolehlost, osova afinita a elace vSech
meznich Mohrovych kruznic pro linearni materidlovou charakteristiku = = +(fge ).c v obr. 5:
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Uzitim goniometrickych vztahit 2. cos’ o =1+cos2a, 2.sin>a=1—-cos2a dostaneme:

2.Sin2(;[—(§j
(o2 T
k=22 _ - gZ(z_gj (1)

V plasticky pretvarenych hmotach je mozno naptiklad urcit hydrostaticky tlak jako normalové
napéti v roviné deformace (tedy v oskulaéni roviné kluzné ¢ary) - jako soucin gravitaéniho
nebo vysledného zrychleni g, objemové hmotnosti p a vzdalenosti zkoumaného bodu od

povrchu hmoty proti sméru gravitaéniho nebo vysledného zrychleni: o 4,,, =h.p.g

Dle zakonitosti osov¢ afinity pak mozno psat nasledujici vztahy:

O fhpg =0 +(180)T; +\/T‘}2« +(tg(0)2.r‘}2«.(cos2a1)=

=0y +(tg(p)2.0'f +\/(tg(/))2.0'ff +(tg(p)4.aj2f.(0052a1)=

=0y +(tg(p)2.0f +(fg¢)-0'f.\ll+(tg(0)2 (cos2a;) )
Rovnice (2) ma pouze jedinou nezndmou o ,, protoze uhel «; lze urcit z obrazu pietvareni.

Odpovidajici hlavni napéti o; a o, u této mezni Mohrovy kruznice moZno ur¢it:

o =0, +(1gp)’ o +(180).0 s\ 1+(1g0)’ 3)
0y =0+(1gp)" 0 ~(1gp).o 1+ (18p)° @)
V disledku afinity a elace mozno rovnéz psat:
;-0
L2 = o} +(1gp) 77 =(1gp)0 1+ (180)° 5)

T fhpg = (tg(p).a‘f.\/1+(tgg0)2 .sin2a; (6)

Pomér nejmensiho hlavniho napéti o, ku nejvétSimu hlavnimu napéti o; pro linearni
materidlové charakteristiky 7 = f(o ) =+(tgep).c pak bude:

o, Oy +(1g0) o —(180).0 A 1+(1gp)°
91 oy +(tg(o)2.0'f +(tg¢).0'f.\/]+(tggo)2

P02, gz(g_ gj _1+(1gp)° ~(1g8p)\1+(1gp)’

(7)
o 20 It(1g0)’ +(1gp)1+(120)’

Rovnice (7) je zékladem popisu afinity (linearni afinity, elace) vSech vzajemné¢ odpovidajicich
si bodii vSech meznich Mohrovych kruznic pro riizné linedrni materidlové charakteristiky
= f(o)=1%(tgp).c v Mohrové roving.

k=




4. Nelinearni afinita v Mohrové roviné

U naprosté vetSiny materidliit nelze materidlovou charakteristiku 7 == f(o ) ani pfiblizné
popsat jako linearni zéavislost 7 ==x(tge).c. Materidlové charakteristiky jsou obalovymi
kiivkami v§ech meznich Mohrovych kruznic.

Predpoklady: - Mohrova rovina je totozna s rovinou prumeétny.
- Osa afinity je vlastni pfimkou a je totozna s osou normalovych napétio
v Mohrové roving.
- Stfed afinity S je nevlastni bod ve sméru osy smykovych napétir
v Mohrové roving.
- Obalové kiivky (materidlové charakteristikyz ==+ (o)) vSech meznich
Mohrovych kruznic v Mohrové roving jsou nesamodruznymi kiivkami.
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Obr. 6: Nelinearni osova afinita v Mohroveé roving.

Evidentni je vyuzitelna nelinearni podobnost a stejnolehlost, nelinearni osova afinita a
nelinearni elace vSech meznich Mohrovych kruznic pro nelinedrni materidlovou

charakteristiku 7 =% f(o) v obr. 6:

oy _or S (001 (o)~ f(o, 15/ (o)) "
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Rovnice (8) je zakladem popisu nelinearni afinity vSech vzajemné odpovidajicich si bodi
vSech meznich Mohrovych kruznic pro rizné nelinedrni materidlové charakteristiky
7= f(o) v Mohrové roving. V disledku této nelinearni afinity a elace je mozno sestavovat

obdobné rovnice jako v kapitole 3.

5. Zavér

Vsechny mezni Mohrovy kruznice v Mohrové rovin€ a soufadnice jejich odpovidajicich si
(se stejnym uhlem 2¢;) bodl — tedy pfislusna napéti o a r vyhovuji vzdjemné podobnosti,
stejnolehlosti, afinité, elaci.

Podobnost, stejnolehlost, afinita a elace mohou byt linedrni — pokud nesamodruzné ¢ary
jsou piimkami.

Podobnost, stejnolehlost, afinita a elace mohou byt nelinearni — pokud nesamodruzné ¢ary
jsou kiivkami.

Mezni nesamodruzné cary jsou pii tom obalkami vSech meznich Mohrovych kruZznic.
Ostatni nesamodruzné ¢ary odpovidaji ostatnim(ne meznim) nesamodruznym bodiim meznich

Mohrovych kruznic. Nesamodruzné Cary se protinaji na ose afinity (na ose elace, ose o)
Mohrovy roviny.

Soutadnice téchto bodii na meznich Mohrovych kruznicich - normalova napéti a smykova
napéti - je vhodné vyjadfit pomoci parametrickych rovnic ptislusné Mohrovy kruznice
z diivodu kladnych nebo zapornych hodnot ptislusnych napéti o a 7.

O0)—0;

o,+0, o0;-0 )
o=-"A""21"1 72 ro52a r:T.SznZa 9)
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Rovnice (9) jsou parametrickymi rovnicemi negativni Mohrovy kruznice, jestlize nékteré
hodnoty o a 7 vrovnicich (9) vyhovuji materidlové charakteristice 7 = f(o ), pak tyto

kruznice popisuji mezni stavy napjatosti materidlu a podle funkce 7 = f (o) maji vlastnosti
podobnosti, stejnolehlosti, afinity a elace.
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