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ESTIMATION OF CRITICAL VALUES FOR CRACK PROPAGATION
FROM SHARP V-NOTCH

Z.Majer !, P.Hutar?, L.Nahlik®, Z. Knésl*

Summary: The aim of this paper is to investigate the begigsi of crack
propagation from sharp V-notches. Stress distrioutaround the tip of a V-notch
is described on the basis of linear-elastic fraetumechanics. The V-notch is a
singular stress concentrator with a singularity erpnt dependent on the V-notch
opening angle. The stability criteria are generalizfor a stress singularity
different from 0,5. Using FEM analysis the criticafess for crack initiation was
estimated as a function of the V-notch angle. Bselts of numerical calculations
were compared with experiments taken from theditee.

1. Uvod

Vliv vrubti na chovani konstrukci je v dnesni dolelmi intenzivié studovan z mnoha
hledisek. Vyznamna je zejména iniciace poruch typuina v blizkosti vrcholu vrubu.
Specifickym typem vrub jsou vruby vyvolavajici ve svém okoli singularozdleni najgti.
Typickym prikladem takového vrubu je V-vrub s ostrym vrcholétery pedstavuje obecny
singularni koncentrator n&jh s pronénnym exponentem singularity.

V této préci je kladentdaz na u¥eni stability V-vrubu v oblastifiehkého lomu. Lze ale
najit i rekolik praci (Sih, 1973), (Sih, 1977) zabyvajiciehaplikaci kritérii stability na oblast
Gnavové pevnosti. V praci jsou diskutovana zobetmlvou zakladnich kriterii pror&hké
poruseni vyvolané existenci trhliK§ kriteria a Sihova kriteria) naripad stability V-vrubu.
Prvni kriterium je zaloZeno na vy§ta velikosti stedniho nagti pired ¢elem trhliny (Knésl,
1991) a druhé zobaagje pojem faktoru hustoty deforrra energieS(Sih et al., 1991).
Pouziti oboudchto kriterii pro odhad stability V-vrubje vSak spojeno se zavedenim nového
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parametrud (ktery ma rozrmir délky) a jehoZz existence bezpiestre souvisi se z#nou
charakteru singularity n&p v okoli V-vrubu ve srovnani s trhlinou. Tentorgaetr nelze
stanovit na zakladvypocta v ramci mechaniky kontinua a v mnohidpgadech mze vyrazg
ovlivnit odhady vyslednych kritickych n&p a tim i odhady Zivotnosti séasti s vruby.
Cilem této prace je na zaktadrovnani vypétenych a experimentalnich hodnot kritického
napti prispét ke spolehli¥jSimu odhadu tohoto parametru. PouZzita experimentilta byla
pievzata z literatury (Seweryn, 1994) a provedené ostyp simuluji odpovidajici
experimentalni usgédani.

V piéipadt V-vrubi rozumime pod pojmem kritéria stability podminkyerné nam stanovi,
jestli se z daného V-vrubu budd nebude §it trhlina. V disledku zmény exponentu
singularity napti neni gimé zobecéni kritérii linearrt elastické lomové mechaniky (LELM)
trhlin na V-vruby mozné (Knésl, 1991).

2. Rozdleni napéti v okoli vrcholu V-vrubu

Singulérni rozdleni nagti pred vrcholem V-vrubu Ize vyjd&d na zaklad ieSeni Airyho
funkce napti a aplikace okrajovych podminek ve tvaru (hagnésl, 1993):

o, =1, (p.g) (1)
ij_\/gn_p i\P. @),

kde r,p jsou polarni sotadnice s pdatkem ve vrcholu V-vrubu (obrl}l je zobectny
souinitel naggti, p je exponent singularity nap a f; (p,¢)jsou znameé funkce.
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Obrazekl Kartézsky seadny systém s gatkem v kdeni V-vrubu

Pro jednoduchost se v dalSim omezime na normalatyavaci mod | a index | nebudeme
(s vyjimkou hodnot lomové houZevnatosti) ustadVyrazy pro rozdleni nagti v okoli
vrcholu V-vrubu maiji tvar:

O = %r‘p[@— p- p?)cogpg)-q(2-3p+ p*)cod(2- p)g)], )



T =%r"’[(2—3p+ p?)cod pg) +q(2-3p+ p?)cod(2- p)g)). (3)
Trs =%r"’[p(1— p)sin(pg)+q(2-3p+ p?)cod(2- p)g)]. (4)

kde q=cos(p(@r—a))/(cos(Z p Mr—a ). Pro V-vrub v homogennim isotropnim materiale

je exponent singularitY < p< 0,5 zavisly pouze na Ghlu ot&ani vrubu 2 a lze jej wit z
feSeni rovnice:

sin2(1- p)(r-a )]+ (- p)sinf2(7-a)] = 0. (5)

Zobecrény souinitel intenzity nagti H uréime gimou metodou za pomoci vztahu 3, kdy do
tohoto vztahu dosadime data ziskand numerickymdtgpopomoci MKP
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3. Kritéria stability

Postup pouzity pro formulaci kritéria stability \nazi ze srovnani lome&mechanickych
veli¢in L s jas® definovanym fyzikalnim vyznamem (nagstedni hodnota nai, velikost
plastické zény, hustota defortm energie, atd.) odvozené jak pro &aitel intenzity nagti
K (v ptipack trhliny), tak pro zobeamy souwinitel intenzity nagti H (pro V-vrub) (Knésl a
kol., 2003). Za fedpokladu stejného mechanismu poruSovani feepgokladat, Zze kritické
hodnoty veléiny Lc budou stejné v obouipadech, tj.

Lo (oo Ko @ Ev, ) =L (., He 1@, Evya,.. ). (7)

Tato podminka nAm umozni definovat kritickou hodrmtbeciného sodinitele nagti Hc,
kterou mizeme nazvat zobeéma (vrubova) lomova houzevnatost, ve tvaru:

|_|IC :HIC(KIC"")' (8)
Podstatnou skuteosti tohoto postupu je fakt, Ze zob&ta (vrubova) lomova houzevnatost
Hic je pro dané podminky &ena velikosti lomové houzevnatostéemé pro trhlinu. Nlzeme

tedy vyuZzit cel&ady doposud existujicich vysladia nemusime provatdalSi novagasto
narana a nakladna, &eni.

Kritérium st ¥edni hodnoty nagti
Stredni hodnota normalové slozky g&purcena v blizké oblastiipd vrcholem V-vrubu
ve snéru Sieni iniciované trhliny je jednou z véiin vhodnych k navrhu kritéria stability V-
vrubu (obr.1) (Knésl, 1991). V tomtdipack je
L=0=0,. 9
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Obrazek2 Stdni hodnota nai v oblastid pied kaenem V-vrubu

Pfi navrhu kritéria vychazime z rozlozeni sippied kaenem V-vrubu. S$edni hodnota
napgiti o je uovana z maximalniho normalového sap(o, ) .., ve vzdalenostd azd pred

vrcholem V-vrubu a je srovnana s kritickym g o, vedoucim k &eni trhliny iniciaci
trhliny ve vrcholu V-vrubu. Kriterium stability m@ak tvar:

d
o :%l(aw )maxdr <O, - (10)

Pri aplikaci podminky stabilityg = o, na trhlinu dostaneme véinu o, ve tvaru (pro

jednoduchost nebudeme dale ustaddex I):
_ 2KIC

O = , 11
crit \/2_ ( )
kde Kic je lomova houZevnatost.
Pro V-vrub dostaneme veéinu o, ve tvaru:
_2H (2-p)+q) 12)

O = ,
crit \/ZT dp
kde Hic je kritickd hodnota zobeé&ného (vrubového) séinitele intenzity nagti, p je
exponent singularity n&g aq je parametr zavisly na Ghlu otewi V-vrubu.

Finalni vztah ma pak tvar:
1
2d" 2
(2- p)L+a)
Kritérium stability V-vrubu pro statické zgtovani ma pak formatnstejny tvar jakoKc
Kriterium:

Hie =Ky (13)

H(Topp @) <H\c (Kc,a ) (14)

appl?
S-kritérium minimalni hustoty deforma ¢éni energie (Sihovo kritérium)
| zde vych&zime z podobnosti chovani trhlin a VieiruTentokrat zvolime jakdidici
veli¢inu hodnotu (zobe@meho) faktoru hustoty deforrérai energie (Sih et al., 1991)
L=X. (15)
V piipadt zagZzovaciho modu | bude minimum faktoru hustoty defami energie ve simu
@ =0, coz odpovida s#nu Sieni gredpokladané trhliny.



Pro trhlinu, resp. V-vrub zatizené normalovym modéra vyjadit faktor hustoty
deforma&ni energieSresp.2 ve tvaru:

S=a,K? resp.z=AH?, (16)
kde a;1 je funkci polarniho Uhlu a nezavisi na &anicir. Velicina A1 je na soiadnicir
zavisla.

Rovnost kritickych hodnot faktérhustoty deforméni energie méa pak tvar (hodnaoiy,
urcujeme prar =d):

allKI%Z = AllH I%: ’ (17)
kde a, = (2k, +1-cosp)(1+cosp)
! 167 ’
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a  k,=1-2v pro rovinnou deformaci,

U, =16(L- p)* cos (pg),

v, = 4|p?(1- p)’ + *(2-3p+ p*) - 2pa(1- p)2-3p + p?)cos2g|.
Po odvozeni vifjpac statického z&?ovani porovnanim sdinitelt hustoty deforméni
energie pi kritické podmince dostaneme vztah:

p2 4k
H.=K.d ?2 : . 18
e et Yk, =0V, (p=0) e
Konezné kritérium stability V-vrubu vyja@né pomoci hustoty defordrd energie Ize aft
vyjadrit ve tvaru nerovnice:
H (O ) <Hic (Kic,@). (19)

appl *
V obou gipadech je nutno zavislost, =H, (g,,,,a..) urit numericky (nap. pomoci MKP)

pro dané okrajové podminky a zatizeni. Hodnota @@ipe lomové houzZevnatosti je v obou
piipadech funkci parametdwiz. vztahy 13,18

4. Numericky model

UvaZujeme model s oboustrannym V-vrubem (obr.3pr@rie modelu byla volena tak,
aby bylo moZzné ziskané vysledky porovnat s vyslezkperimentu (Seweryn, 1994).
Rozmery jsou tedy délka vzorkl = 192 mm, §ka2w = 109 mm, hloubka vrubu= 27 mm,
Uhel oteveni vrubu2a = < 40° - 140° >, tlou¥ka vzorku byla jednotkovéa a cely vzorek byl
zatizen aplikovanym zatizenimpp.

Vypocty byly provedeny metodou kotreych prvki (MKP) systémem ANSYS verze 10.0.
Model MKP byl vytvden za pomoci dvojdimensionalnich izoparametrickgorka SOLID
45. ProtoZe je zkuSebnileso symetrické ve dvou rovinach, bylo mozné modsigouze
¢tvrtinovy model, jak je zobrazeno na obr.5i Pouziti gimych metod je nutné zti
zjemnit sf v blizkosti vrcholu V-vrubu v iisledku odé&itani nagti praw v této oblasti.



L=192 |20

2w=109
Obrazek4 Geometrie studovaného vzorku s V-vrubem

Vysledkem vypéta byly zejména hodnoty zobesmého faktoru intenzity nagi H,
v zavislosti na uhlu otéeni vrubu 2r, hodnoty exponentu singularifya nasledé vSechny
veliciny nezbytné pro aplikaci uvedenych kriterii 14, ¥®etre¢ odhad velikosti zobec#éné
lomové houZevnatostic , viz 13, 18. Vypétené hodnoty tedy umaaji odhad kritického
napti pro iniciaci trhliny ve vrcholu vrubu pomoci abavedenych kriterii. Nezodp&xenou
otdzkou aAstava volba vetiny (parametrujl.
Cappl
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Obrazek5 Okrajové podminky a zatiZeni aplikovan®lK& model studovaného vzorku s V-
vrubem

Vypaitem numerického modelu pra =0 byla zjiS€na velikost lomové houZevnatosti
Kic = 58,9 MPanm"? pro PMMA (PoI)/methyImethacryIate) (odpovida kirig@mu napti ogit
= 5,48 MPa) &c = 1680,4 MPanm"? pro dural (odpovida kritickému n&p ot = 156,28
MPa).

5. Porovnani experimentu s numerickymi vysledky

K ovéreni vysledk byla zvolena data z experimentu, ktery provedl &gw (1994).
Tlou&ka zkuSebnich vzotkbyla 4 mm pro plexisklo (PMMA) a 5 mm pro duralst@ V-
vruby na vzorku byly ppraveny na svislé frézce, dokmvaci operace byla provedena
tvrdym karbidovym nastrojem nadshym na elektrolytickém stroji. Vzorky byly
kontrolovany na odgtacim mikroskopu, kde byla zj&ta maximalni odchylka uhlu ot&ni



vrubu 0,5°. Byly naré‘eny nasledujici hodnoty kritického riippro dva rozdilné materialy
PMMA a dural:

Tabulkal Hodnoty nagtiené pro PMMA v porovnéni s vypienymi hodnotami kritického
napsti pro iznou velikosd

PMMA
2 , _ vypoctené hodnoty.i [MPa]
o Perit Ocrit —— y - - —
kritérium stedniho nagti Sihovo kritérium
d [mm d [mm

[degl | [kN] | [MPa] 1 | 3] 10 1 [ 3] 10
40 2,30 5,28 5,52 5,50 5,4B 5,65 563 5p1
60 2,56 5,87 5,66 5,58 5,5p 5,86 580 5J2
80 2,63 6,00 6,06 5,86 5,6p 6,3C 6,09 5pB8
100 2,79 6,40 6,97 6,51 6,08 6,95 6,48 601
120 3,27 7,51 8,97 7,90 6,8 8,05 7,09 616
140 4,70 10,78 13,49 10,86 8,97 10,15 8,18 Q45

Tabulka2 Hodnoty nagiiené pro dural v porovnani s vyftenymi hodnotami kritického
naggti pro iznou velikosd

dural
20 = Gt vypoctené hodnoty.i [MPa]
kritérium stedniho nagti Sihovo kritérium
d [mm d [mm
[deg]  [kN] | [MPa] | [3 ] 10 1 [ 3 ] 10
40 88,70 162,75 150,91 150,42 14988 154,564,05 153,49
60 89,25 163,76 160,41 158,31 15604 167,1164,93 162,54
80 89,58 164,36 172,201 166,63 1602 180,5474,69 168,49
100 91,28 167,49 195,17 182,12 16881 199,aB5,69 172,13
120 96,00 176,194 243,26 214,16 1864 228,200,91 174,72
140 | 102,50, 188,041 360,24 290,14 228|87 290,&34,07 184,65

6. Numerické vysledky a jejich diskuse

Provedené numerické vy§ty a ziskané vysledky umidji vypocet kritického nagti pro
iniciaci trhliny ve vrcholu V-vrubu na zakladbou uvazovanych kriterii. Vysledné hodnoty
kritického nagti ot jsou uvedeny v tab. 1 a 2. Tyto hodnoty byly Wteay pro velikosti
parametrud = 1, 3 a 10 mm. Z vysledie patrné, Ze pro mensi uhly otemi V-vrubu, kde je
velikost exponentu singularity blizka 1/2 jsou hoty gt na velikosti parametrd prakticky



nezavislé. Navic Ize konstatovat dobrou shodu megierimentalnimi a teoretickymi
vysledky. V gipadt vétSich ahii oteweni V-vrubu, kde je hodnota exponentu singularitev
odliSna od 1/2 je zavislost vygenych hodnotogi; ha velikosti parametra vyrazrejsi.
Shoda vypétenych a experimentain stanovenych vysledk je v &chto gipadech
problemattéjSi a zavisi na vokb parametrud. Abychom mohli posoudit vliv velikosti
parametru d na vysledné hodnoty kritickéhodigge na obrazku 6 uvedena zavislost délky
na uhlu oteveni V-vrubu 2. Uvedené hodnoty d jsou v tomtéipad stanoveny na zaklad
srovnani s experimentem. Z obrazku vyplyva rozsafametrud pro studovany problém. Je
vS8ak nutno uvazit, Ze vzhledem k experimentalniybédm méeni ma tato zavislost foeh,
ktery ma spiSe ilustrativni charakter.
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Obrézek6 Zavislost vygtené hodnotyl na Ghlu otekeni V-vrubu 2 pro PMMA

Parametrd se objevuje u V-vrubu na rozdil od trhliny &stedku fiznych hodnot
singularity pro @izné uhly oteteni V-vrubu. Nkteré prace avagi, Zze parametd by se gl
volit podle mikrostruktury — ndap zohlednit velikost zrna materialu. Z této prac&aks
vyplyva, Ze parametl je spiSe spjat s procesni zonou a proto se poéyhiddu milimett.
Z vysledia téz vyplyva, Ze hodnota paramettuneovliviiuje [ilis vysledné hodnotygi
v piipadech osgjSich vruld.
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Obrazek7 Zavislost kritického né&tp a.ir na Uhlu otekeni V-vrubu 2 (a) a kritické hodnoty
zobecrného sotinitele intenzity nagti Hic na uhlu ote¥eni V-vrubu 2 (b) pro PMMA

Na obrdzku 7a je vid zavislost kritického nagi ogir na Uhlu ote¥eni V-vrubu 2 pro
PMMA. Je zde patrnaipdevSim velmi dobrd shoda s experimentem pro kntésstedni
hodnoty napti. S-kritérium vykazuje téZ velmi dobrou shoduyfimkou posledni hodnoty
(pro Uhel 140°). Tato shoda s experimentem j&tvidké na obrazku 7b, kde je zobrazena



zavislost kritické hodnoty zobe&meho sodinitele intenzity nagti Hic na Uhlu oteieni V-

vrubu 2 pro PMMA. Zde je nutné si wdomit, Ze i pesto, Ze vetina kritické hodnoty
zobecrného sotinitele intenzity nagti Hic klesa i rostouci hodnait kritického nagti i,

tak zarové jeSe strmgji klesa hodnota zobeé&ného sodinitele intenzity nagti H.
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Obrazek8 Zavislost kritického nép azrit na Uhlu oteieni V-vrubu 2 (a) a kritické hodnoty
zobecrného sotinitele intenzity nagti H,c na uhlu otekeni V-vrubu 2 (b) pro dural

Na obrazku 8a je vid zavislost kritického naii ot na Uhlu oteteni V-vrubu 2 pro
dural. Pro tento materiél je vyborna shoda proitium i pro kritérium stedniho nagti, u
kterého je vSak jedna hodnota (Uhel 140°)taspd. Uvéme Ze, hodnotyH nemaji gimy
fyzikalni vyznam a slouzi jen ke kvantifikaci vedisti zatizeni pro singularni pole r#p
sjinou singularitou nez jedna polovina. Z vyslédge da tedy usoudit, Ze prdekké
materialy (PMMA) je vhodsi pouZzit kriterium sedniho nagti a pro materialy houZzevnaté
(dural) je vhodgjSi S-kriterium zaloZené na energetickém principu.

7. Zawr

Tato prace je za#siena na problematiku stability V-vrubu. Vysledky renckych
vypocta byly srovnany s experimentalnimi daty pro dva ibed materidlly PMMA a dural.
Pro odhad iniciace trhliny v keni vrubu byla pouZita dvriznéa kriteria: kritérium gedni
hodnoty napti a S-kritérium minimalni hustoty deforird energie. NavrZzena Kkriteria
stability uena na zaklagdzobecrni linearrg elastické lomové mechaniky obsahuji parametr
d, ktery do jisté miry mize mit vliv na odhad kritické hodnoty zobé&ngho faktoru intenzity
napéti. Na zaklad porovnani experimentélnich a numerickych vystedle ukéazalo, Ze
optimalni hodnota parametru d jgadu rekolika milimetni. Z toho plyne, Ze tento parametr
pravdépodobré nesouvisi s mikrostrukturou nebo mikromechanism@askozeni, ale
charakterizuje procesni zénu, ktera rozhoduje ov&hbtrhliny. Je feba podotknout, Ze
zavislost kritické hodnoty zobe&mého faktoru intenzity n&t nad neni silna a spiSe nez
piesné weni je teba odhadnoutad tohoto parametru. V tomtotipact se pohybuje
v rozmezi 1-10 mm. Velikost byla stanovena pro oba zkoumané materialy a viglegly
podobné. V fipadech menSich dhloteweni vrubu je vliv zvolené velikostl na vysledky
zanedbatelny, vifpadech kde sp lisi vyrazré od 0,5 je zavislost nésilngjsi.

Byla vzajemi porovnana obkriteria stability a ukazalo se, Ze pro materidlye kehké
jako je napiklad plexisklo (PMMA) pesrgji popisuje chovani trhliny kriterium na bazi



stredniho nagti. Naopak pro dural se ukazalo jako vhg@n Sihovo kriterium minima
hustoty deforméni energie. Je tedyigimé, Ze aplikace jednotlivych kriterii stability flo
jisté miry svazano s mikromechanismem poskozendmihou stranu jef¢ba konstatovat, Zze
vzhledem k experimentalnimu rozptylu gegnosti paebné pro ufeni zobecéného faktoru
intenzity nagti je mozno vyuzit ob kriteria pro vSechny sledovanéipady. Z praktického
hlediska Ize také konstatovat, Ze vruby s Uhlemietd mensSim nez 60° se chovaji identicky
jako trhlina.
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