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ANALYSIS OF A FOUNDATION SLAB: IMPLEMENTATION OF
CONTINUOUS RETARDATION MODEL FOR CONCRETE CREEP

T. Krejéi*, T. Koudelka*, V. Smilauer*

Summary: Foundation of buildings in deep ditches under the ground water level
highly elevated during floods is a serious problem. Cracking arising due to the
combination of hydration processes in concrete and contact forces between the
foundation slab and the subsoil impair the impermeability of the slab. Repairs of
such damaged structural bodies are inadmissibly expensive. The paper presents
computer simulation of a foundation slab in an early stage, when the damage or
initials cracks can influence the final permeability of the slab.

1. Uvod

Zakladové desky provadéné v hlubokych jamach pod hladinou podzemni vody jsou velmi
citlivé na vznik trhlin, které zpravidla vedou k znacnym prasakiim. V ptipad¢é povodni, kdy se
hladina podzemni vody v propustném podlozi zvedne, trhliny a s nimi souvisejici prusaky
mohou dosdhnout takového rozsahu, Ze zdkladové desky ptestavaji plnit jednu ze svych
podstatnych funkci — nepropustnost. Nepropustnost takovychto desek mohou do zna¢né miry
ovlivnit trhliny vznikl¢é jiz v ranném stadiu iniciované naptiklad nedostatecnym oSetfovanim
betonu, nadmérnym vyvinem hydratac¢niho tepla nebo Spatné zvolenym postupem betonaze.

Snaha o co nejpfesnéjsi analyzu chovani zakladovych desek v pocate¢nim stadiu vede na
feSeni sdruzené ulohy, ve které je uvazovano mechanické chovani spole¢né s vedenim tepla a
vlhkosti a jejich vzajemna interakce. Re$eni sdruzené tulohy vedeni tepla a vlhkosti a
mechanického chovani betonovych konstrukci pomoci metody koneénych prvki vede na
systém nelinedrnich a nesymetrickych rovnic. Zejména pokud maji materidlové vlastnosti
siln¢€ nelinedrni zavislost. Tento fakt vyrazné zvysuje naroky nejen na pocitacové zpracovani,
ale 1 na hardware pocitace (rychlost procesoru, velikost paméti). Méni se zplisob ukladani
matic v systému algebraickych rovnic, méni se zpiisob jejich feSeni a nardsta doba vypoctu.
Jako velmi vyhodné feSeni se ukazuje pouziti paralelniho programovani (Kruis, 2005).
Dal§im vyznamnym piinosem ve smyslu zrychleni vypocétu je vyuziti teorie spojitého
retardatniho modelu dotvarovani betonu (Bazant, Xi, 1995) ve spojeni s postupnym
»zapindnim® ¢asti sit€¢ konecnych prvka simulujici priabéh vystavby.

2. Postupné pridavani ¢asti konstrukce — ,,zapinani a vypinani“ stupii volnosti

Metoda konec¢nych prvkt (MKP) je vhodny nastroj pro studium odezvy (posuny a deformace
v jednotlivych Casovych krocich) zatizenych betonovych konstrukci v ¢ase. Pro realistické
modelovani postupné vystavby byla do programu SIFEL, jehoz zakladem MKP je,
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implementovana moznost zapinani jednotlivych ¢asti konstrukce pomoci Casového fizeni
zmény kodovych ¢isel uzla sité konecnych prvki. Jesté nevybetonované ¢asti konstrukce se
ve vypoctu neuvazuji. Tento pfistup zamezi tomu, aby se ve vypoctu uvazovala cast
konstrukce s nulovym modulem pruznosti. Princip ,,zapinani* jednotlivych stupnli volnosti je
znazornén na Ctytech tyCovych prvcich (obr. 1 a 2).
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Obrazek 2 Zména matice tuhosti konstrukce pfi ,,zapinani a vypinani*

jednotlivych stupnd volnosti

3. Diskrétni reologicky model dotvarovani betonu

Dotvarovani betonu se fidi Boltzmannovym principem superpozice, kde je vyjadifena
deformace v zavislosti na napéti integralni rovnici

e(t) = J(t,1,)0(t,) + [J(t,)do(r) +£°(¢). 1)

ty

Funkce poddajnosti linearniho viskoelastického materialu J vyjadifuje deformaci v ¢ase ¢ od
jednotkového napéti o =1 pusobiciho od &asu 7. Clene” zastupuje jiné deformace nez od



napéti (napi. smrstovani, teplotni deformace apod.). Pfi proménném napéti je tfeba nahradit
rovnici (1) vhodnym pfirGstkovym vztahem. Obvykld integralni formulace neni pro
numerické feSeni priliS vhodna, nebot vyzaduje uchovavat informace o stavu napéti a
deformace ze vSech piedchozich casovych okamzikili. Z tohoto pohledu je vhodnéjsi prevést
integralni konstitutivni vztah na diferencidlni rovnici. To je mozné, pokud je funkce
dotvarovani J nebo relaxace R vyjadiend ve formé& degenerovanych tfad (Dirichletovych -
Pronyho tad).

g r)=f_D#(T){1—exp[y#(r)—y,,(r)] J @)
R1.) = SE,(2)exply, () -y, (1)), 3

- 9 ~ , s e
kde y, (r)=(/7z,)" a q,~2/3. Funkce D, (r)mohou byt pro dan¢ vyjadfeni funkce
J(t,7) ziskany na zédkladé naméfenych dat, napf. metodou nejmensich ¢tverct. Pro nékteré
specialni tvary funkce dotvarovani J(z,7) lze nalézt explicitni vyjadieni. Koeficienty 7, se
nazyvaji retarda¢ni ¢asy. Vhodny zpiisob jejich stanoveni je popsan napi. v (Bittnar, Sejnoha,
1996). Snaha o urceni koeficientli Dirichletovych fad na zdkladé¢ naméfenych dat vede na
systém $patné¢ podminénych rovnic. Pfi znamych retarda¢nich Casech lze vypocitat hodnoty
koeficienti 1/ D ,(¢,) = B, (Z,) v Case fy minimalizaci kvadratické funkce
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vzhledem k B, (Z,) . Symbolem J(t,,t,) je oznaéen bud’ soubor diskrétnich hodnot ziskanych

meéfenim  nebo vhodnd aproximace funkce dotvarovani. Derivaci (4) podle
B, (%), w=12,...,M, vyplyne soustava M linearnich rovnic pro tyto koeficienty
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pivodni a aproximovanou funkci. Mezi nejzndméjsi patii optimalizaéni metody na bazi
genetickych algoritmti v pfipadné kombinaci s metodou simulovaného zihani.



4. Spojity reologicky model dotvarovani betonu

Jednoosd analyza dotvarovani vychazi z relaxa¢ni funkce popisujici Maxwelliv
reologicky fetézec.
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G, +7,0,=E,(6-&) )
9.6)=E, () n,(t) (10)
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Obrazek 3 Maxwelluv a Kelvintv reologicky fetézec

Celkova deformace je uvazovana jako soucet deformaci jednotlivych ¢lenti Kelvinova
reologického fetézce, ktery je vyjadfenim degenerovanych jader (2). Jako velmi efektivni
pristup se ukazuje uplatnit spojity Kelvinliv reologicky model s nekone¢né¢ mnoha cCleny
fetézce odpovidajicimi nekonecné blizkym retardaénim Casim (Bazant, Xi, 1995). Tento
piistup lze vyhodné uplatnit u modelu dotvarovani betonu B3 (Bazant, Bajewa, 1995/1), jehoz
zakladni funkci poddajnosti je logaritmicko-mocninna funkce ¢asu

J(t,0) =, +C(S), (11)
kde
C(é)=q, +ln[1+(éj }, (12)
/10
s parametry g2, Ao = 1 a n, ptepsané ve form¢ Dirichletovych fad
M Y 1
C(§)=ZBﬂ1n[1—e“~l s B,=—, (13)
u=l1 D,u

kde £=t~—1t"; t = Cas (staif betonu); ¢ = Cas (stdi) v moment¢ zaté€Zzovani a D, = elasticky
modul pruznosti Kelvinova ¢&lanku fetézce. Clen C(&) rovnice (11) v kontinudlni formé

muizeme piiblizné vyjadfit integralem

C(&) ~ jo“’ L'(t)(1-e™)dr. (14a)



Substituci L' (7) = L(7)/t dostaneme nasledujici vztah

C@ =] L@-e*™)d(In7), (14b)

kde L(7) se nazyva spojité retardacni spektrum. V logaritmickém ¢asovém métitku ma stejny
vyznam jako Cleny D, v ¢asovém méfitku aktudlnim. Pro vypocet L(7) ze zndmé funkce

poddajnosti je pouzita efektivni a obecna metoda popsana v (Tschoegl, 1971).

V rovnicich (14a) a (14b) dosadime za 7=1/¢ s d(lnr)=-d(Ing{) a obdrzime dalsi
integralni vztah

CE=[ L¢NHU-e)dg; C@O=[ L¢ de=[ ¢TLE¢ e ds, (19)

Oznacenim

f&=[¢ 'L Medg (16)
obdrzime zkraceny zapis pro fukci

C(E)==f(O+1(0), (17)
kde £(&) je Laplaceova transformace funkce ¢ 'L(¢™") pro proménnou &.

Transformace muze byt dale invertovana Widderovym inverznim postupem (Widder, 1971),
ktery je zalozen na asymptotické metod¢€. Inverzni operator je vyjadien nasledujicim vztahem

~ (—l)k E k+1 “ E
E Lf(9)]= T (;) f [C] (18)
s diileZitou vlastnosti
. LED (R (Y]
lim £, [ /(£)] = lgn{%(ﬂ f“(zﬂg 7t NENC)
kde f* je k-ta derivace funkce f(pozn. f{0) je konstanta), pro k >1 obdrzime limitu
T (ko) 0
L(r)= lll_rg—(k_l)! C" (k7). (20)

Aproximované retardacni spektrum stupné k obdrzime dosazenim kone¢né hodnoty k (k£ >1).

Pro funkci poddajnosti ve tvaru (12) mizeme ziskat aproximaci retarda¢niho spektra tietiho
stupng:

F@ =g, +&M - ["LE AL, 1)



L) = {— 20 (3r)" [n-1- (32’)"]} (3r)’

0+Go)'T ) © o)
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kde k= 3.
Pro potfeby numerickych vypocti mizeme rozdélit In(z) na jednotlivé intervaly
Aln(z,) = lnIOA(Iog(r y)) a tudiz mizeme integral (14a) nahradit kone¢nym souctem

C(f):fL(rﬂ)[l—e_‘f/’”]1n10A(logrﬂ) nebo fBﬂ[l—e‘f”ﬂ], (23)

=l u=l1

kde
1
D_=B” = L(z,)In10A(logz,,) . (24)

7

L(z,) je dano vztahem (22) a je rovno ¢asovému intervalu dvou sousednich ¢lenti Kelvinova

vewr

dotvarovani nez je vztah (12) je nutné pouzit aproximace vyssiho fadu s vys$Simi derivacemi
funkce C* (k7).

Vyznamnym piinosem spojitého retardacniho modelu pro pocitatové simulace je zkraceni
doby vypoctu. Pokud ma zatizeni analyzované konstrukce proménny charakter, je nutné
v diskrétnim Kelvinové modelu v kazdém casovém kroku a vkazdém materidlovém
(integraénim) bod¢ feSit minimalizaci funkcionalu (4), tzn. feSit soustavu rovnic nebo
provadét optimalizacni ulohu, coz vyznamnym zptisobem zpomaluje béh vypoctu.

5. Vysledky freSeni - implementace spojitého retarda¢niho spektra pro model
dotvarovani betonu

Vysledkem implementace spojitého Kelvinova reologického modelu je podstatné zrychleni
vypoctu aktualniho modulu pruznosti ptipadné poddajnosti v B3 modelu dotvarovani betonu.
Tabulka 4 ukazuje zrychleni (speed up) vypoctu jednoho ¢asového kroku dotvarovani betonu
pro riizné pocty prvka (resp. integracnich bodit) sit¢ MKP pro obdélnikovou oblast.

Tabulka 1 Porovnani rychlosti vypoctu Casoveé zavislého modulu pruznosti v integra¢nich
bodech MKP pro retarda¢ni spektrum a klasicky vypocet metodou nejmensich ¢tverct

Pocet prku (pocet integracnich bodl) 100 (400) 1000 (4000) 10000 (40000)
Metoda nejmensich ¢tverct pro B3 model 0,69s 6,95s 69,37s
Kontinualni retardacni spektrum pro B3 model 0,03s 0,33s 3,33s
Zrychleni 23X 21X 21X




6. Vysledky reSeni - analyza zikladové desky v ranném stadiu

Vyhody spojitého retarda¢niho spektra a postupného zapindni sit¢ konecnych prvka jsou
vyuzity v pocitacové simulaci chovani zakladové desky v pocatecnim stadiu (prvni mésic).
Zakladova deska ma tlouStku 1 m a je v pficném 1 podélném sméru vyztuzena. Deska je
konstruovana ve dvou urovnich, které byly betonovany ve tfech vrstvach s ¢asovym odstupem
tf1 hodiny. Pocitacova simulace sleduje postup vystavby, kde jsou jednotlivé vrstvy pridavany
do vypoctu podle harmonogramu betonaze. Ve spodni Grovni desky jsou jednotlivé vrstvy
zapindny po tiech hodinach (obr. 5 az obr. 7). Horni Urovei je uvazovana az po tficeti dnech
od vybetonovani dolni ¢asti. Smr$tovaci pruhy, které spojuji desku s podzemnimi sténami,
jsou v obou urovnich dokon€eny dle harmonogramu po tficeti dnech od vybetonovani desky.
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Obrazek 4 Schéma 2D modelu zakladové desky administrativni budovy Praha - TéSnov

Obrazek 5 ,,Zapnuti* prvni vrstvy zdkladové desky v dolni urovni

Obrazek 6 ,,Zapnuti“ druhé vrstvy zdkladové desky v dolni urovni



Obrazek 7 ,,Zapnuti* tieti vrstvy zdkladové desky v dolni Grovni

Dopad piisobeni klimatickych podminek v letnim obdobi (deska byla betonovana v ¢ervenci a
v srpnu 2004) na Cerstvy beton ukazuji vysledky dvou simulaci s uvazovanim klimatickych
podminek a s uvazovanim dikladného oSetfovani betonu. V prvnim piipad€ je modelovano
pusobeni klimatickych podminek. Je zde zahrnuto pfimé oslunéni (radiace), vliv vnéjSich
letnich teplot a vlhkosti a také vliv desSté¢ a vétru na horni okraj kazdé vrstvu betonu. Ve
druhém ptipad¢ je do vypoctu zahrnuto dikladné oSetfovani betonu - kropeni spodnich vrstev
pted betonaZi vrstev hornich a zabranéni pfimému dopadu slune¢nich paprskt ptikrytim folii.
Po vybetonovani byla celd deska navic tii dny kropena a po dobu péti dnti ptikryta PE folii.

il
Obrazek 8 Detail rozloZeni parametru poskozeni ve spodni trovni desky — vliv klimatickych
podminek
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Obrazek 9 Detail rozlozeni parametru poskozeni ve spodni urovni desky — oSetiovana deska

Na obrazku 8 jsou vidét oblasti koncentrace parametru poskozeni @ v kontaktnich plochach
jednotlivych vrstev a pfi hornim povrchu desky v ¢ase 1 den, které jsou zptsobeny smrsténim
ovlivnénym ztratami vlhkosti. Na povrchu jednotlivych vrstev vystavenych piimému dopadu
slune¢nich paprskii dochazi ke znacnému naristu teploty (n¢kdy az 60 °C) a k rychlému
odparovani volné vody. Tento jev ma za nasledek rozvoj poskozeni pii hornim povrchu a
nasledny rozvoj trhlin. U takto zatizené desky dochazi k separaci jednotlivych vrstev.
Obrazek 9 zndzoriiuje vysledné rozlozeni parametru poskozeni @ u desky dikladné
oSetfované. Je vidét, ze k poskozeni desky dojde tentokrat ve spodni vrstvé a to do hloubky
zhruba 20 cm. Maximalni hodnota parametru poSkozeni je zhruba 0,6. Toto poSkozeni vznika
vlivem opozdéné hydratace v horni vrstvé. Béhem S$picky vyvinu hydrata¢niho tepla v horni
vrstvé je deska v disledku nerovnomérného ohtati ohybana momentem, ktery tdhne horni
vldkna a snazi se prohnout desku vzhiiru. Pisobenim vlastni tihy pak dochazi k potrhani
spodnich partii desky.

7. Podékovani
Tento vysledek byl ziskan za finanéniho pfispéni MSMT CR - projekt 1M6840770001 a
vyzkumného centra CIDEAS.
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