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INFLUENCE OF CORNER POINT SINGULARITY ON
CRACK BEHAVIOUR

P. Hutai*, L. Nahlik*

Summary: The influence of corner singularity on crack beloavifor a three-

dimensional structure is described in this papeheTdistribution of stress
singularity through the thickness of a specimernvigles us with an indication of
crack behaviour close to a free surface. A decreadatigue crack propagation
rate in the area influenced by the free surface wasied out. The change of
fatigue crack propagation rate in the boundary Ilgydeads to different
intersecting angles between crack front and freefase as a function of
Poisson’s ratio.

1. Uvod

Dulezitym aspektemipurceni Zivotnosti tenkych s@asti a dik miaze byt fakt, Ze v blizkosti
volného povrchu ma rozteni nagti v okoli ¢ela trhliny prostorovy charakter. Nelze tedy
jednoduse rozilit téleso na jednotlivé ploSné&ezy s podminkou rovinné napjatosti nebo
s podminkou rovinné deformace. To jeigpbeno tim, Ze k singula¥itvyvolané samotnou
existenci trhliny se superponuje singularita, kteraika v mist kde trhlina vybiha na volny
povrch (rohova singularita). Vyptu a analyze nagi vznikajicich od této rohové singularity
se ¥nuje pomérné znana radka autar nag. (Bazant & Estenssoro 1979, Benthem 1977,
Pictu & Gupta 1997, Shivakumar & Raju 1990). Baz&nEstenssoro (1979) stanovili jako
prvni velikost exponentu singularity v migirisetiku ¢ela trhliny a volného povrchu pomoci
varianiho principu zaloZzeného na minimu defotimiaenergie. Jeho vysledky &l pomoci
separace proémnych Benthem (1977). Vysledkychto studii ukazuji, Ze rohovy exponent
singularity zavisi pouze na Poissotasisle v. Jestlize budemei@dpokladat, Ze zéma
exponentu singularity v misstyku ¢ela trhliny s volnym povrchem vede ke &m rychlosti
Siteni Unavoveé trhliny, potom zfa rychlosti §eni anavové trhliny na volném povrchu by
mela byt také funkci Poissonovasla. To bylo experimentainpotvrzeno Pookem (1994) a
Heyderem (2005, 2006). Na zakéatéchto numerickych a experimentalnich vyslédle
mozno konstatovat, Ze pmo=0rohova singularita nema zadny vliv na chovani tshia pro
tyto materialy plati klasicky popis pomoci hodnéditoru intenzity nagti.
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V¢étSina technicky pouzivanych matetidlSak vykazuje hodnotu =0,3- 0,4, kde je vliv
rohové singularity na chovani trhliny peme silny.

Cilem tohotoc¢lanku je tedy objasnit vliv rohoveé singularity ngchlost Sfeni Gnavové
trhliny. Proto byla stanovena zma exponentu singularity v jednotlivych bodec¢hla
Gnavoveé trhliny a zji§na oblast, kde je zéna exponentu singularity vyznamna. Na zaklad
casténé analogie okrajovych podminek byl zvolen V-vrakg model obecného singularniho
koncentratoru napi se singularitou mensi nez 0,5 a s jeho pomold btanovena rychlost
Siteni unavoveé trhliny s ohledem na vliv rohové siagty.

2.Numerické stanoveni exponentu singularity a zobaé&ného faktoru intenzity napéti

Predpoklddame-li roztleni nagti v okoli ¢ela trhliny (plati pro obecny singularni
koncentrator natti) ve tvaru:
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kde H, je zobecwny faktor intenzity nati, r ag jsou polarni satadnice s ptatkem naele
trhliny, pje exponent singularity nap a f; je tvarova funkce. Jedna z moznosti jak stanovit

velikost exponentu singularity jefima metoda. Pro danou geometrii a zatiZzeni jeithap
funkci polarnich sat@adnic a nizeme tedy pro dany uhél prepsat vztah (1) do tvaru:

g; =r", (2)

Pomoci regresechteré slozky nagti v logaritmickych sotadnicich ziskameipmo velikost
exponentu singularityp . Stanoveni exponentu singularity z &&po,, pred celem trhliny

pomoci logaritmické regrese je ¥tcha obr.1.
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Obrazekl Regresni analyzaimtina pro numerické stanoveni exponentu singularity.



Stanoveni exponentu singularity pomoci této metgalponerné presné, a tam kde nezname
piesné analytickéeSeni problému je i jedno z mala moznych. Pro pbtdioto postupu je
ale nezbytné vytvit dostatén¢ kvalitni st kon&nych prvki a rekolika vypaity

s postupnym zhddvanim sié v okoli kaene trhliny se ujistit, Ze je hodnota exponentu
singularity nezavisla na siti ko¥reych prvka (Nahlik 2006).

Stejny zpisob stanoveni exponentu singularity jako zétialze odvodit i z posuy, potom
zavislost mezi jednotlivymi slozkami posua exponentem singularity Ize vyjédformalne
vztahem:

u =rtP 3)

1

Tento postup stanoveni exponentu singularity néhs gnamy a v literatte uzivany, proto
piesnost tohoto postupu byla testovana na dvojdiraeabiich dlohach, kde je velikost
exponentu singularity znama z analytickébéeni. Jako testovaci uloha bylo vybrano téahov
zatizené bi-materialov&leso, kde se gmi exponent singularity v zavislosti na pénech
elastickych konstant E1/E2. Kde E1 je elasticky olqutuznosti jednoho materialu a E2 je
modul pruznosti druhého materialdigemz se trhlina &i z materialu 1 do materialu 2.
Porovnani hodnot tenych numericky a analyticky je v tabulce 1.

Tabulkal Porovnani jednotlivych metod v¢poexponentu singularity n&p pro bi-
materialovédleso v zavislosti naiznych pongrech elastickych konstant E1/E2.

bi-materialové téleso

E1/E2 | analytické Feseni | uréeno z napéti |uréeno z posuvu
[-] pl-] p[-] pP[-]
0,2 0,3662 0,347885 0,364841
0,5 0.4339 0,422755 0,429351
1 0.5 0,504078 0,499555
2 0,5745 0,59521 0,580495
5 0,6788 0,704087 0,682536

Lze tedy konstatovat, Zefima metoda pro dovani exponentu singularity je dostaie
piesna aby se dala vyuzit pro jejich stanoveni natd8sech. Ve vSech sledovanych
konfiguracich je rozdil mezi analytickypeSenim aeSenim utenym numericky mensi nez
5%. Pokud stanovime exponent singularity z pas(wacujeme s deformiai variantou
MKP) v blizkosticela trhliny je pesnost jestvétSi a rozdil mezi analytickym a numerickym
feSenim se pohybuje kolem 1%. VSechny dalSi presaméo exponenty singularity u
trojdimensionalnichétes byly stanoveny pomocfimé metody regresni analyzou posuv

Velikosti zobecinych faktofi intenzity napti H byly stanoveny také pomoctimé metody
ve smyslu prace Knésla a kol. (2003) a Nahlika 220Brotoze je stanoverH zaloZzeno na
extrapolaci nagti do kaene trhliny f - 0), jde o metodu, ktera je sté&jjako @imeé ugeni

exponentu singularity n&p pomerné narana na kvalitu s& konenych prvki.

3. Pouzity numericky model

Pro detailni analyzu napjatosti v okolitkae trhliny ovliviené rohovou singularitou byl
vybran vzorek s centralni trhlinou tlatk¥ 5,10,20 mm. Schematicky je modelovany vzorek
vidét na obr 2.
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Obrazek 2 Ukazka geometrie modelovaného vzorkusdaai trhlinou zatizeného tahov
v zatZovacim modu .

Geometrie vzorku odpovida standardnimu zkuSebnétasu, kde délka trhlinpg =12,5mm,

a pormgr a/W =0,5. Material se fedpoklada homogenni a izotropni definovany elagtitk

materialovymi charakteristikamiE =200GPa a v. Poissonovocislo se pohybovalo
v intervalu hodnot od 0 do 0,5. Vzhledem k trojri@sd symetrii vzorku jak v geometrii tak
v zatZovani byla modelovana pouze osmina modelovanéiesat s odpovidajicimi
symetrickymi okrajovymi podminkami. Skone&nych prvki byla navrZzena tak aby bylo
mozno pro jednotlivé bodyela trhliny stanovit velikost exponentu singularifyop. H
pomoci pimé metody.

4. Diskuse vysledk

Z praci (Bazant & Estenssoro 1979, Benthem 197Zhgmo, Ze rozdeni nagti v praseiiku
mezicelem rovneé trhliny a volnym povrchem lIze popsat poinsférického singularniho pole
ve tvaru:

o; =1 "%, (p.6.9), (4)

kde r,8,¢ jsou sférické sdadnice se #&dem v piseiku mezicelem trhliny a volnym
povrchem (rohem trhliny) apje exponent singularity. Naproti tomu upiest €lesa je
singularni pole popsano klasickym vyrazem pro &éed najgti :

g, =%, (). ®)
Abychom mohli kvantifikovat vzdalenost na, které fenlina jeS¢ ovlivnéna volnym

povrchem a zjistit miru tohoto ovli¥ni, s pomoci fimé metody byla stanovena velikost
exponentu singularity podéela @imé pfichozi trhliny ve vzorku z obr.2. Vysledky na obr.3



odpovidaji vzorku s centralni trhlinou o tldaé 10 mm. Vzdélenost je meEiend od
geometrického #tdu €lesa, to znamena Zé:=0mm odpovida $edu €lesa at =5mm
odpovida volnému povrchu. Z grafu je jagmatrné, Zecim tSi je Poissonova@islo tim
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Obrazek 3 Zmana singularity nagti od stedu €lesa po volny povrch pro vzorek tlaky 10
mm

Pro v =0trhlina rohovou singularitou neni ovli¥na vibec, respektive exponent singularity
na volném povrchu je roven 0,5 . Proto pro matgahulovou hodnotu Poissonovisla 1ze
pouzit klasicky popis pomoci faktoru intenzity atipbez jakychkoli omezeni. S rostouci
hodnotou Poissonovéisla klesa velikost exponentu singularity &d@ps blizkosti volného
povrchu. Hodnoty exponehsingularity gimo v rohu trhliny jsou v porovnéni s hodnotami,
které publikovali Bazant & Estenssoro (1979) a Bent (1977) v dobré sh&dZ vysledki
tedy vyplyva, Ze pro&Si Poissonovyisla dochazi u trhliny k poklesu exponentu singtylar
smérem k volnému povrchu a dochazi tedy i diky ,slabsigularit” k poklesu rychlosti
Sikeni Unavovych trhlin s#miem kvolnému povrchu. Tento zé&v je ve shod

s experimentalnim pozorovanim tiabeyder (2005, 2006). Pro Poissona@islo 0,5 je vidt,

Ze ani uproged €lesa neziskame exponent singularity roven 0,5naena, Ze i wlkesa
tlou¥’ky 10mm se stale rohové singularity vzajeénovliviuji. Klasické postupy linea#én
elastické lomové mechaniky (LELM) tedy nelze powZibmto gipads ani uprosted €lesa.

Podobna analyza zmy exponentu singularity po tloice €lesa pro tizné velikostiv byla
provedena proazné tlougky téles (5,10,20mm). Bylo zji8ho, Ze velikost oblasti ovlivmé
volnym povrchem neni zavisla na geomettlesa, ale pouze na Poissonasisle daného
materialu. Lze tedy pro kazdou velikost definovat tlousku ovlivnéné vrstvy, jak je
znazorgno na obr.4. Seustem v dochazi k ndrstu velikosti oblasti, ktera je rohovou

s

singularitou ovliviena. Z praktického hlediska jsou nejpouzigahmaterialy sv =0,3- 0,4
pro které je ovlivani rohovou singularitou poémé vyrazné (nap pro dural ¢ =0,35) je

ovlivnéna oblast velk&d kolem 1,5 mm. To znamend, Ze pooekztiou¥ky 6 mm je stale 50%
prafezu €lesa ovlivieno existenci rohové singularity.
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Obrazek 4 TlouXka vrstvy ovliviéna rohovou singularitou v zavislosti na Poissandsle.

Pro odhad rychlosti &ni Unavové trhliny je nutna znalost tvarovych ftinke vztahu (1).
Vzhledem k tomu, Ze analytickéSeni problému trhliny ovlivmé singularnim polem nagp
indukovanym v piseiiku mezicelem trhliny a volnym povrchem neni znamo, igbt pouzit
analogie s jinym obecnym koncentratorem dtbagehoz tvarové funkce se budou blizit
rozloZeni na@ti spatenému numericky pomoci metody kéngch prvki. Ukazalo se, Ze
nevhod®jSi je ostry V-vrub. Jeho okrajové podminky jstast&éné analogické sipadem
trhliny s jinou hodnotou exponentu singularity &5 a velikost exponentu singularity se
meéni podle velikosti Uhlu otéeni @ od 0,5 proa =0° (trhlina v homogennim materialu) az
po O proa =180° (volny povrch). Navic porovname-li, tvarové fuekdané vztahem (1)
uréené numericky odpovidajici trhtirovlivnéné rohovou singularitou a analytick&seni V-
vrubu s odpovidajicim exponentem singularity jedshpongrné dobra,viz.obr.5.
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Obrazek 5 Porovnani tvarovych funkcéemych numericky z MKP analyzy vzorku centralni
s trhlinou na povrchigkesa (exponent singularify=0, 45) a analyticky utené funkce

odpovidajici V-vrubu se stejnou singularitou (Ubkehvieni vrubu 100°).

V grafu jsou vyzn&ny plnoucarou tvarové funkce pro jednotlivé slozky stipuréené
z analytickéhoreSeni pro V-vrub a body se stejnou barvou v§mjiaodpovidajici funkce



ziskané z 3eSeni pomoci metody kotreych prviki na povrchu pro vzorek s Poissonovym
¢islem 0,3. ProtoZe o chovani trhliny rozhoduje Zsjm napjatost ipd ¢elem trhliny
nejdilezitjSi je oblast pro maly uheb, tam je shoda mezi analytickym a numerickym
feSenim porirné dobré a lze tedy V-vrub pouzit jako model trhlmyinou singularitou nez
0,5.

Dale jiz mizeme postupovat jako winého obecného koncentratoru &agKneésl a kol.
2003, Né&hlik 2002) a uit zobecrny faktor intenzity nafti pro model V-vrubu.
Predpokladame-li, Ze velikost plastické zonkeg vrcholem obecného koncentratoru je

/////

hodnotou faktoru intenzity n&p a velikosti zobeamého faktoru intenzity nagi. Velikost
plastické zény fedcelem trhliny pro podminku rovinné deformacézame vyjadit ve tvaru:

. (6=0) =$(§—J (6)

kde K, je faktor intenzity nafi, o,je mez kluzu daného materialuvge Poissonov@islo.
Stejnym zfisobem lIze vyjaiit velikost plastické zony fed ¢elem trhliny pro zobeamy
faktor intenzity napti :

r,(6=0)= (%j {E—J ™)

kde s=(1- pP*@BpF+3Fd+6pga 124 p 12gp 124+ 4 16°- 16, pje exponent
singularity, qzavisi ngpa vje Poissonovocislo. Redpoklddame-li, Ze mechanismus

poSkozeni bude stejny #Hdicim parametrem u Unavovéhdesdii trhliny bude velikost
plastické zony fed celem trhliny mizeme napsat vztah to vyg®i efektivni hodnoty faktoru
intenzity nagti plynouci z rovnosti vztah(6) a (7) (Klusak 2002):

1
H s"2(27)PY e
Ken :[ l (27 ) 8) (

L+ 42 - )P g,

Tento vztah je odvozen pro podminku rovinné defoemate v oblasti kterd nas nejvice
zajim4 (oblast ovlivénd rohovou singularitou) jei@chod mezi rovinnou deformaci a
rovinnou napjatosti, diky existenci volného povrchddvodime-li si stejny vztah pro
rovinnou napjatost zjistime, ze velikokt,, stanoveného ze vztahu pro rovinnou napjatost a

deformaci se liSi max. o 15% pro exponenty singiyl&;,3, pro exponenty singularity blizké
0,5 jsou hodnotyK ., ekvivalentni. Pro naseély je tedy tato aproximace dostate presna.

K. 1ze dale pouzivat jako klasickou hodnotu faktortemzity napti a Ize jiz gfimo dosadit
do Parisova-Erdoganova vztahu a zjistit rychlagrgitnavové trhliny:

da

V:m:C(Keff) ' 9)

kde Ca mjsou materialové konstanty stanovené na klasickyahcich s trhlinou. S pomoci
tohoto postupu Ize vygitat lokalni rychlost $éni trhliny odpovidajici singula&trozdilné od



jedné poloviny a stanovit tak skdte rychlosti §eni Unavoveé trhliny v oblasti ovli¢né
rohovou singularitou.
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Obrazek 6 Pokles rychlostiréhi inavoveé trhliny zisobeny existenci rohoveé singularity,
odpovidajici Poissonowutislu 0,2 a 0,3.

Na obr.6 je vidt vysledny pokles rychlosti &ni Unavové trhliny odpovidajici Poissonovu
¢islu 0,2 a 0,3. Poén v/v,_..,. je relativni pondr rychlosti Sfeni uprosted vzorku (odpovida

to t=0mm) a lokalni rychlosti vdaném mistela trhliny. Prov =0,3 je pokles rychlosti

Siteni v blizkosti volného povrchu asi 20% v porovnsmistedem vzorku, trhlina tedy bude
postup® meénit tvar gela trhliny z rovného na z&ikeny. Uhel, ktery bude svirgelo trhliny

s volnym povrchem bude potom funkci Poissontisda daného materialu. Tento Zaye
kvalitativné v souladu s experimenty provedenymi Pookem (198dpo Heyderem (2005,
2006).

5. Zaweér

Na zaklad trojdimensionalni analyzy pomoci metody ké&mgch prviki byl stanoven vliv
rohové singularity na chovani vzorku s centralhiiiou. Tyto za¥ry se daji zobecnit na
vzorek jakékoli geometrie a tvaru jak plyne z pmemych simulaci, tak i dostupnych
experimentalnich dat. Byla stanovena oblast praoliteje chovani rohové singularity
indukované v pisetiku mezicéelem trhliny a volnym povrchem rozhodujici. Velikdgto
oblasti je dana Poissonovyfiislem a je nezavisla na tlaieg® €lesa. Prov =0 rohova
singularita neovlitiuje chovani trhliny, s vistajici hodnotouv dochéazi ke zpomalovani
trhliny v oblasti blizké volnému povrchu, coz vekeozdilné velikosti uhlu mezéelem
trhliny a volnym povrchem.

ProtoZze analytickéeSeni problému trhliny ovlivimé singularnim polem na&t vznikajicim
v praseiiku mezic¢elem trhliny a volnym povrchem neni zndmo, bylafito analogie s V-
vrubem jehoZz tvarové funkce koresponduji s rozlobenagti pro 3D €leso s trhlinou
uréenym numericky. Na zakladtéto analogie byl kvantifikovan pokles rychlosfiehi
anavove trhliny v oblasti ovliwmé rohovou singularitou.
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