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TO THE NUMERICAL ANALYSIS OF SINGULARITIES
IN RESONANCE CHARACTERISTICS OF NONLINEAR
PARAMETRIC SYSTEMS WITH IMPACT EFFECTS IN GEAR MESH

M.Hortel’, A.Skuderova’

Summary: The impact effects in gear mesh represent specific phenomena in the
dynamic investigation of highspeed light transmission systems with kinematic
couplings. They are caused of greater dynamic than static-elastic deformations in
meshing gear profiles. In term of internal dynamics they are influenced among
others by time heteronomous stiffness functions in gear mesh and resonance
tuning of stiffness level. The damping in gear mesh and in gear system is
concerned significantly in the amplitude progress, greatness and phase shift of
relative motion towards stiffness function alternatively towards its modify form in
gear mesh. In consequence of these and another actions rise above resonance
characteristics certain singular locations with jump amplitude course.

1. Uvod

U soucasnych vysokootackovych turbovrtulovych leteckych pohonovych jednotek se mohou
vyskytovat zna¢nd dynamickd namdhdni nékterych konstrukénich ¢éasti pfi prejizdéni jejich
rezonancnich oblasti v Sirokém rozsahu otaCek. Je proto analyza takovych soustav v
kombinaci s prevodovymi systémy s kinematickymi vazbami nanejvy$ aktudlni a nutnd.

Prevodové systémy lehkych pohonovych jednotek jsou tvofeny Ci vytvaieny pievazné
pseudoplanetovymi systémy s cCelnim piimym ¢i Sikmym ozubenim. S ohledem na
pozadovanou minimélni hmotnost a rozméry celé konstrukce musi byt jednotlivé prvky
takové soustavy dynamicky vysoce vyladéné.

Pro dynamickou analyzu jevl v takovych matematicko-fyzikdlnich ndhradnich modelech
planetovych napf. pseudoplanetovych soustav — reduktori lze pohyb popsat soustavou
deterministickych slabé a siln€ nelinearnich parametrickych rovnic tvaru [1]
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Zde predstavuje v obecné m-dimenziondlni vektor pohybu soustavy, w*(v) je K-ta

mocnina vektoru v, kterd je definovani vztahemw (v )=D(w(v )w* (v )), pficemz
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D(w(v ) je diagondlni matice, ve které jsou prvky na hlavni diagondle tvofeny prvky vektoru
w(v)=v. Dile je M matice hmotnostnich a setrvaénych sil, ;K a , K jsou maticemi
linedrnich, pfip. nelinedrnich tlumicich sil, ,C a C pak maticemi kvazilinedrnich resp.
nelinedrnich vratnych sil a F(7) je vektorem nepotencidlniho vnéjSiho buzeni s budicimi
koeficienty a,,b, a @ fazovy thel. H je Heavisideova funkce, kterd umoZiuje
v kompaktnim tvaru feSit pohyby — rdzy jako dusledek silnych neanalytickych nelinearit
vlivem existence technologickych boc¢nich vili s(7) ozubeni. Piislusné linedrni resp.
nelinedrni tlumici soucinitelé jsou oznaceny f,0; resp. D,D,, linedrni parametrické funkce

symboly Y

n’

U .V, anelinedrni parametrické funkce tzv. parametrické nelinearity symboly 7 .
£ a k predstavuji souCinitele trvdni zdbéru a amplitudovou modulaci vysledné tuhostni
funkce v ozubeni ,C( 7). Derivace podle bezdimenziondlniho ¢asu 7 jsou znafeny ¢arkami,
T=a,t,piiCemZ @, ... zdbérovd frekvence, ¢ ... Cas.

Predlozend prace navazuje na studie [2],[3],[4].[5] a vychdzi z feSeni zvlaStniho ptipadu
zptresnéného diskrétniho matematicko-fyzikalniho modelu kinematické dvojice ozubenych kol

jedné vétve pseudoplanetové soustavy, viz obr.1, ktery pfedstavuje soustavu o Sesti stupnich
volnosti.
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Obr.1 - Ndhradni matematicko-fyzikalni model kinematické dvojice ozubenych kol —
(b) pseudoplanetové soustavy s dvojndsobnymi satelity - (a), technologickd

boc¢ni zubova vile a hodnoty Heavisideovych funkci H v oblastech zubového
zabéru s vulemi (c).



Pohyby v takovém zvlaStnim piipadu (obecného modelu, viz rovnice (1)) dvojice
ozubenych kol s ¢elnimi pifimymi zuby vedou pii hmotnostni diskretizaci jakoZ i1 vlivem
existence riznych slabych — analytickych a silnych — neanalytickych nelinearit, jako je napf.
vliv technologickych bo¢nich zubovych viili, a ddle pii parametrickych budicich zdrojich na
feSeni Sesti obycejnych deterministickych nelinedrnich diferencidlnich rovnic s Casové
proménlivymi koeficienty [1].

Relativni pohyb v zdbéru se nachdzejicitho ozubeni, tj. ve smcru zabérové piimky, lze pro
obecnou elasticky uloZenou soustavu s pohyby podpor {yl2 ; z3,2} paru ozubenych kol 3,2 pii
respektovéni tzv. hédzivosti roztenych kruznic, které jsou modelovéany vystiednostmi e;,,

napsat ve tvaru [1]
Y(T)=Ry305 + Ry, + y3 =y, +e5 sin@; —e, sin( A=, (T ), ()

kde " f(z) je chybova funkce, ¢ili odchylka tvaru ozubeni od idedlni evolventy, A je fizovy
thel natoCeni mezi vystiednostmi e;,a R,;, jsou poloméry zdkladnich kruZnic. Tento

relativni pohyb tvoii miru dynamického zatiZeni v zdbéru se nachdzejictho ozubeni, nebot
dynamicka sila F, = C(7)y(7).

V prubéhu stiidani obecné k a k+/ pari zubi v zabéru dochazi na zdbérové draze
k periodickym zméndm v priabéhu vysledné funkce tuhosti C(¢ ).

Analyticky tvar vysledné parametrické funkce celniho piimého ozubeni v zabéru mizeme
napi. pro €€ <1;2> vyjadrit Fourierovou fadou ve tvaru [6],[7]

Cou(l—K)
C(t)=C, + L)Zi(— 1)" sinn|(e - 2)x]cosna, 1, (3)
) 2 ~rn
kde stiedni tuhost je definovédna
C,u(l—K
cs=mmax+%[1+(2g—3)]. )
Symbol x=C,,, C max_l predstavuje amplitudovou modulaci vysledné tuhostni funkce zubt

v zabéru, pficemz C,, ,C,  pfedstavuji minimdlni resp. maximélni hodnotu tuhosti v zabéru
ozubeni a ¢ je soulinitel trvani zdbéru, udavajici kolik parit zubil je na zabérové usecce
souCasn¢ v zabéru. V extrémnich pfipadech napt. £=1 je po dobu trvani celého zabéru na
zabérové draze pouze 1 par zubl, v piipadé £ =2 jsou po celou dobu v zdbéru dva péary zubd.
V téchto piipadech prechdzi parametrickd, tj. v tuhosti ¢asové heteronomni soustava v
soustavu s konstantnimi koeficienty. Mezihodnoty & uddvaji pomér stfidani poctu pari zubti
v z4abéru na zdbérové draze. Ve Fourierové fad¢ (3) ¢ udava ¢asovy pomér stiidani minimalni
a maximdlni vysledné tuhosti C,. ,C, béhem zabéru. Tato skuteCnost se v dynamice
soustavy vyrazn¢ projevuje velikosti amplitudy relativniho pohybu v zdbéru. Ta je ovlivnéna
casovou délkou pisobeni zdbéru na té které potencidlni tuhostni hladiné ptislusné vratné sily.
V tuhosti zubli bude v dalsi aplikaci respektovana pouze tuhost vlastnich zubtl a vetknuti do

tuhého poloprostoru, vénce a kotouce (disky) jsou uvazovany absolutné tuhé.

Na zdklad¢ uskuteCnéné analytické analyzy slabé a silné nelinedrni parametrické
integrodiferencidlni udlohy s feSicimi jadry ve tvaru rozStépenych Greenovych rezolvent [8],



na kterou byla v piispévku fesend diferencidlni okrajova dloha transformovana, navazuje nyni
numerické feSeni dané ulohy.

Pro numerickou analyzu dynamickych jevli s rdzy citovaného simula¢niho modelu
kinematické dvojice Celniho pfimého ozubeni byla vypracovdna metodika feSeni v prostredi
MATLAB/Simulink. [7]

VSechny uvedené parametry ovliviiuji jak kvalitativné, tak 1 kvantitativné moZnosti rozvoje
amplitudy relativniho pohybu y(z) v ¢ase vici pribéhu C(1).

Dalsim faktorem, ktery ovliviiuje kvalitativné i kvantitativné prab¢h y(t), je tfeni v zdbéru
ozubeni ¢i teci sily v pohybu valeni — smyk kinematické dvojice — ozubeni. Témito se méni
pivodné€ zde uvaZované konstantni piedpéti M =M, —(-M, )=konst. na M, =M *AM .,

kde AM ; je ptidavny moment od tieci sily.

Tteni Ci tieci sily v zdbéru ozubeni tvofi samostatnou kapitolu v ramci tribologického
procesu mazdni, pfi kterém se prostfednictvim maziva, ptfitomného mezi tfecimi povrchy
bokll zubll v zdbéru se nachdzejictho ozubeni, sniZuje tieni, tim i opotifebeni tiecich se
povrcht, a zvySuje energetickd dc¢innosti prenosu. Teorie elastohydrodynamického mazani v
ozubeni konecné Site pfi pifimkovém dotyku za valivého a kluzné€ valivého tieni je v soucasné
dob¢ jednou z nejvice rozvijenych oblasti. Pti absolutn¢ tuhych podporach — uloZeni kol
probiha ryze valivy pohyb pouze v centrdlnim bodé zdb€rové piimky, mimo tento bod je
pohyb kombinovany, tj. valeni — smyk. Pii elastickém uloZeni ozubenych kol se mizZe pohyb
valeni — smyk se zménou smyslu tfeni zménit a posunout oproti geometrii zabéru tuhého
uloZeni kol. Podobnd situace nastdva v pifipad€ existence tzv. hdzivosti rozte¢nych kruznic

modelované vystfednostmi e; ,, viz obr.1. V této préci je pro kvalitativni respektovani tfeni i

tieci sily Fr(t) uZzita jako nultd aproximace pouze velmi piibliZzna teorie Coulombova tieni.

2. Ukazky a analyza pri¢in vzniku singularnich jevii v pribézich rezonan¢nich
charakteristik relativnich pohybu

Studie navazuje na prace [1],[3] a rozpracovdvd numerickou cestou analyzu pii€in vzniku
singuldrnich mist v pribézich rezonanc¢nich — bifurkaénich charakteristik siln¢ nelinedrnich a
v tuhostech ozubeni Casové heteronomnich soustav s kinematickymi vazbami.

Analyza dynamického chovani nékterych vlastnosti feSeného zvlastniho pfipadu obecné
nelinedrni parametrické, tj. Casové heteronomni soustavy, s kinematickymi vazbami - ¢elnimi
ozubenymi koly s pfimymi zuby je v pfispévku zamétfena na vySetfovani pti€in bifurkacnich
tvarti amplitudofrekvencnich charakteristik daného matematicko-fyzikalniho modelu jak u

a) konzervativniho systému v zabéru ozubeni, tak u
b) nekonzervativniho systému.

ProtoZe dosud nejsou v tak tvarové sloZitych ¢astech pfevodovych systémi napt. ve fazi
zadbéru ozubeni valeni — smyk zndmé ani ptiblizné tudaje o tlumicich vlastnostech ¢i
zdkonitostech tlumeni jak v samotném ozubent, tak i ve spojeni s vetknutim do vénct a diskil
véetné ndboju kol jako celku, bude toto tlumeni simulovdno pomoci riznych funkciondlnich
zavislosti jak v oblasti materidlu ozubeni pfi normdlnim ¢i inverznim zdbéru vcetné
piislusnych casti vénct a diskl kol a dc¢inku viskézniho tlumeni mazaciho prostfedi, tj. vlivu
oleji pfi odlehnuti — odskoku zubovych profili v zubové mezete — technologické boc¢ni
zubové vli.



Tlumeni zde vyrazné ovliviiuji napf. i vylehCujici otvory v discich kol. Podobné tomu je i v
oblasti viskézniho tlumeni mazaciho prostiedi v zavislosti na jeho teploté apod.

V této studii budou vlivy tlumenf ¢i tlumicich sil v soustavé pohybovych rovnic (1) daného
modelu mechanického systému z obr.1 reprezentovany Cleny tvaru
’ r, 2K ’,
K(B.6,HW+ « K(D,D,H)|w(v')" sgn(w(v")) proK, =23 (5)
K1>l
Problematika analyzy navazuje na praci [3], kde jednotlivé kombinace tlumeni ozubeni

v zébéru a v zubové vili pii rdizovém chodu jsou tam na zdklad¢ rovnice (5) uvedeny v Tab.1,
kterou z divodu omezeného rozsahu piispévku zde neuvadime.

Podivejme se nyni podrobnéji na pfi€iny vzniku bifurkacnich singularit, tj. nespojitosti
skokového charakteru v pribézich rezonanc¢nich charakteristik relativniho pohybu y(t ), viz
(2), pro dany model kinematické dvojice ozubenych kol dle obr.1b, jak jsou pro konzervativni
a nekonzervativni systém s linedrnim, kvadratickym a kubickym tlumenim uvedeny na obr. 2
a,b,c.
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(Pro porovnani jsou uvedeny stupnice naladéni v, vici stfedni hodnoté vysledné tuhosti C,
ozubeni v zabéru a stupnice naladéni Vo =0.Q7 =v.Q Q- a
v =Q =v.Q Q" vi¢i maximilnim C, _ resp. C,. ozubeni v zibéru, piicemz

2 -1 2 -1
Qmax - Cmaxmred a Qmin - Cminmred . )

? ky 55 ... materidlové tlumeni v ozubent; Ky, 5, 3, - tlumeni mazactho prostiedi v zubové mezefe — vili
(bez uvazovani vlivu teplot); indexy 1 — linearni, 2 — kvadratické, 3 — kubické tlument.



V3echny rezonanéni charakteristiky {v; y(¢ )} jsou zde feSeny pro parametrickou nelinearni
homogenni (F(a,,b,,@,H,7)=0, viz rovnice (1)) soustavu paru ozubenych kol pro
£=1569; k =0,5879;C,,,. =4.10°[Nmm™"];m,,, =3,123.10[kg]. Hodnoty materidlového
tlumeni k =k ,; jak voblasti normdlniho, tak i zdb&ru inverzniho, jakoz i hodnoty

viskéznitho tlumeni v prostiedi zubové mezery k, =k (pro jednoduchost bez

1m,2m,3m

uvazovani vlivu teplot) jsou zde uvaZovany stejné, tj. k =k,, =3,95, coz odpovida v rovnici
(1) pomérnym tlumenim S, B,,D,D,, = 0.062.

Protoze nekonzervativni soustava vede pro vSechny zde uvedené varianty tlumeni na
ustdlené kmiténi jiz pii paté otacce soukoli, jsou pro porovnini vSechny amplitudo-frekven¢ni
charakteristiky v obr.2 vcetné¢ konzervativni soustavy, jejiz feSeni je nestabilni v celém
rozsahu otdcek, vyneseny pro tuto pdtou otdcku. Jedinym budicim zdrojem kmitdni je zde
uvazovana parametrickd, tj. s casem proménliva tuhostni — potencidlni budici funkce zubu
v zdbéru C(t).

V grafech jsou vyznaceny oblasti fazi normdlnich zabér pro y(t)=0 - bild oblast, fazi
s odskoky do zubovych viili s(t), tj.. oblasti s rdzovymi jevy, kde |y( ) < s(t) - Zluté oblast

a faze inverznich zabéra, kde | y(t )| > s(t )- Cervena oblast.

Pro porovnani, je pro vSechna vyobrazeni liSici se charakterem tlumeni spole¢na
rezonan¢ni charakteristika konzervativni homogenni soustavy v zdbéru ozubeni pro
k =k, =0.Pribéh je zndzornén posloupnosti zelenych krouzki, viz varianta (a) v Tab.1 [3].

Na vSech tfech vyobrazenich obr.2 jsou na prubézich pro stejné rozsahy frekvenéniho
ladéni v, patrnd vokoli v, =066 a v, =080 bifurkacni mista ostrych skokovych

v

nespojitosti. PfiCiny jejich vzniku, jejich kvality a kvantity si v dal§im ukdZeme na nékolika
detailnich obrdzcich a z divodu omezeného rozsahu piispévku zde pouze pro variantu
linearniho tlumeni, viz obr.2a.

Presna lokdlni rezonanc¢ni bifurkacni mista naladéni nespojitosti, kdy k amplitudovym
skoktim bud’ jesté nedochdzi nebo jiz doslo, jsou zndzornéna na detailnich obrazcich pro
konzervativni (O) a linedrn€ tlumeny, tj. nekonzervativni ([J, X, ) systém na obr.3.

Obr.3a piedstavuje detail prabéhlti rezonancnich charakteristik v izkém frekvencnim
pdsmu rozsahu v e <0.6556;0.6558>. Zpocatku spojity charakter prubéhi témét shodnych
rezonancnich variant se méni od v, =0.65577 v prudce, témét skokové rostouci pribéh,
ktery od v, =0.6558 piechdzi srostoucim v nejdiive v klesajici a ddle pak v pozvolné
rostouci rezonan¢ni charakteristiku, viz obr.2a. Tato nespojitost se tykd pouze varianty ryze
konzervativniho systému, ktery je oznaCen zelenymi krouzky (O) a rovnéZz varianty
konzervativniho systému ve fdzi normdlniho zdbéru a nekonzervativniho systému ve fazi

odskoku zubovych profilii. Tato varianta je v obrazku vyznacena Cernymi teCkami (e).
Varianty O a e se ztotoziuji, pokud zabér probihd v normalni oblasti, tj. pro y(z)=0.

Zatimco pribéhy [0 a x probihaji v tomto frekvenénim rozsahu spojité déle a jsou
shodné, pribé¢hy O a e vykazuji rozdilné kvalitativni a kvantitativni skokové pribchy.
V okamziku odlehnuti v zdbéru se nachdazejicich bokl zubti je y(t)<0. Tento jev nastane,

jsou-li dynamické deformace v zdbéru ozubeni vétsi nezZ staticko-elastické od predpéti. To



nastdva v okamziku rezonan¢niho naladéni v, = 0.6558, jak je patrné z fazovych pribchi na
obr.3b a 3c. Obr. 3b piedstavuje pribéhy (O) prostorovych fizovych rovin (y'(7); y(t)) ve
frekvencénim rozpéti v, e <O.6556;0.6558> pro konzervativni soustavu, obr.3c pak fazovou
rovinu prib¢hu (e) pro v, =0.6558 . V obou piipadech dochdzi jak pro pribéhy (O), tak i (e)
pro tuto frekvenci v, =0.6558 k odlehnuti bokii zubil, coZ je vyznaceno oblasti se zelenou

barvou pribéhu, v obr.3b dochdzi az k zabéru inverznimu - Cervend oblast. Modré pribchy
fazovychrovin s y(t)=0 predstavuji oblast normalniho zabéru ozubeni.
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Obr. 3 - Detail rezonan¢nich — bifurkacnich charakteristik pro v, € <O.6556;0.655 8> z obr.2a

pro konzervativni (O) a linedrn¢ tlumenou soustavu ([1, X ,®) v zdbéru ozubeni.

Podivejme se nyni jesté na casové pribéhy budicich tuhostnich funkci zubli v zdbéru C(t) a
relativnich pohybi, tj. deformaci zubll v zdb&€ru, pro naladéni v, =0.65577 tésné pred
bifurkacnim skokem relativniho pohybu y(#) a po amplitudovém skoku y(7) pii naladéni
v, =0.6558, a to pro rizné varianty linedrniho tlumeni, viz obr.4 a obr.5. Jednd se o pét
period prubeht paté otacky soukoli.



ProtoZe se v obr.4 pfi frekvenénim naladéni v, =0.65577 jednd o prib&hy relativniho
pohybu a variant tlumeni (O,[J,X,e) pfi normdlnim zdbéru ozubeni, tj. y(t)=0, ma
parametrickd budici funkce C(¢) ryze periodicky charakter. Pribéhy y(#) variant linedrniho
tlumeni (O,®) maji vSak periodu dvojndsobnou zdbérové frekvence @, budici funkce C(t)
(viz obr.4a), kdezto pribchy y(z) s variantnim tlumenim (], X) periodu shodnou s @, funkce

C(t), viz obr.4b. Tento jev je pii normdlnim zibéru zdvisly na tlumicich vlastnostech
materidlu, jak bude ukdzano v zavéru prispévku.
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Obr. 4 — Casové pribéhy C(1) a y(1) a) variant (O,®), b) (L], X) linedrniho tlument, viz
Tab.1 [3] pro frekven¢ni naladéni v =0.65577 a normdlni zabér ozubeni.

a) £ x10° v. = 0.6558 C(H)(H1+H2)
! r ! Al
Ll SEER r—\[/\1 """" 4"'W6“7';1°”'1'4’ 172 S N 1y > st
L;: 0 -q 2 3 > 8 §9’_‘1 (B8] 1?8 H
A v ALV NN [
. ; ; o ; ly(®| > s(t)
— %10 0.085 0.0859 0.0868 0.0878 0.0887
£
b) &,/ ! T ! .
\";/ LA N——A N | XN L N——A_ \ . B
e
X C(t)(H1+H2) : \ '
10" 0.085 0.0859 0.0868 0.0878 0.0887
E 6 T T T |
c) O, I:I = X :C(’[)
P S R et N g e e AL R
=
T 2F AN AN TN AN L e N
0 1 1 1 1
0.085 0.0859 0.0868 0.0878 " 0.0887

Obr. 5 - Casové pribéhy tuhostnich C(¢) a modifikovanych tuhostnich funkei C(t)(HI+H2), H
... Heavisideova funkce variant tlumeni (O,[], X ,®), viz Tab.1 [3] pro frekven¢ni
naladéni v, =0.6558 pfi normalnim zdbéru a ve fizi odskoku s inverznim zdbérem.



Na obr.5 jsou ukdzky stejnych casovych tsek prabéht s variantnim tlumenim
(O, a [ =x) pro frekvencni naladéni v, =0.6558, tedy v okamziku bifurka¢niho skoku.
Zde dochazi v paté otdcce pro variantu (O,e) k rdzovym jevim s odlehnutim bokd zubi
v zabéru a v piipadé varianty (O) k rdzovym jevim aZ s inverznim zabérem, viz obr. Sa.
V piipad€ varianty tlumeni (¢) pouze k odlehnuti zubovych bok, viz obr.5b, kdeZto v ptipadé
obr.5¢ dochézi pro pribéhy (O = %) jen k normalnim zab&ram.

Pro varianty tlumeni v obr.5a a 5b pfechdzi v okamziku odlehnuti — odskoku v zabéru se
nachézejicich bokt zubt piisné¢ periodicka dvoutuhostni parametrickd funkce C(z) vysledné
tuhosti zubli v zdbéru v aperiodickou modifikovanou funkci C(t)(HI+H2) (H
Heavisideova funkce) se tfemi tuhostnimi hladinami Cy,4y, Cpin @ C = 0. Po opétovném styku
boki zubili a pfi normdlnim zab&ru ozubeni piejde funkce C(¢)(HI+H2) opét ve tvar
dvoutuhostni parametrické pitisné¢ periodické funkce C(z). TentyZz ptechod nastdva i
v okamZiku inverzniho zdbéru. Vlivem fdzovych posuvi amplitudy y(¢) vacéi C(t)(HI+H2)
dochdzi napt. v useku 14 — 15 funkce C(t)(HI+H2) pfi rezonan¢nim naladéni v, =0.6558,

tj. vV, — 0.7756, varianty (O) k velkému amplitudovému vyvoji relativniho pohybu y(t) ,
ktery pfesahuje fddove pfedchozi naladéni v okoli v, =0.65577 .

Analyzujme v dal$im stru¢né druhy ptipad bifurkacniho skoku v rezonanéni charakteristice

linedrniho tlumeni v okoli v, =0.8, jak je naznaCeno v obr.2a. Tomuto stfednimu
frekvenénimu naladéni v, =0.8 odpovidd v maximdlni tuhostni hladiné¢ naladéni
Ve = 0.7255, v minimdlni tuhostni hladin¢ pak v, =0.9462, kterd je bliZze k rezonanci
v — 1. Detailni rozbor podminek rozvoje amplitud relativniho pohybu y(#) pro jednotlivé
varianty tlumeni z Tab.1 [3] pfed a po skoku je patrny z obr.6.

Frekvencni oblasti, ve kterych k amplitudovym skokim pro jednotlivé varianty tlumeni
dochdzi, jsou vidét na obr.6a. Diagram prostorovych fazovych rovin {y’( t);y(t );VS} v okoli
pred v, =0.8 pro variantni tlumeni (O) je vidét na obr.6b, kde body nespojitosti A,B znaci

mista preskokl z jednotlivych tuhostnich hladin na druhé funkce C(t) resp. C(¢)(HI+H2), viz
napf. obr.7. Oblasti naladéni v, ve kterych dochdzi k odskokiim bokili zubli jsou vyznaceny
priubéhy zelenou barvou. Pro v, =0.801dochdzi k amplitudovému skoku, ktery je patrny i
s jednotlivymi fazemi zdbéru zubii na obr.6¢c. Jednotlivé faze zdbcru jsou zde vyznaceny
barvou modrou (normalni zabér), zelenou (odskok bokii zubil) a ¢ervenou (inverzni zabér).

Obr. 6d predstavuje prostorovy ttvar fizovych rovin {y'(¢); y(t );Vx} pro frekvencni
rozsah v € <O.785;().825> nekonzervativni soustavy varianty tlumeni (e) s vyvojem fdzové

roviny pred a po frekven¢nim amplitudovém bifurkacnim skoku.

Na obr.7 a 8 jsou pak patrny kvaziperiodické stavy Casovych prubéha y(z) pro ptislusné
frekvencni naladéni vzdy — ad a) pfed a ad b) po bifurkaénim skoku. Vzhledem k fazi
frekvenéniho naladéni jsou vSechny tuhostni modifikované funkce C(t)(HI+H2) v
kvaziperiodickych ¢i aperiodickych tvarech.

Porovndme-li frekvencni sled amplitudovych bifurkacnich skokt linedrnich variant
tlumeni, viz obr.6a, vidime, Ze potadi skokl jednotlivych variant (O,e,[],X) je funkci
tlumeni.



V obr.7 jsou Casové priubchy y(7) konzervativni soustavy, kde skok nastiva v okoli
naladéni v, =0.801 a vyvoj maximélni amplitudy y(z) (O) nastavd v tseku 12 na minim4ln{
tuhostni hladin¢ C,,;,, modifikované tuhosti C(¢)(HI+H2) s naladénim v, =0.9473 (obr.7b),
tj. v blizkosti rezonance v,,;,, = 1.
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Obr.6 — Detail rezonancnich bifurkacnich charakteristik vrozmezi Vv, e <O.800;0.816>

z obr.2a a fazové roviny {y'( t),y(t );Vs} pro konzervativni (O) a varianty linedrné
tlumené soustavy (e) v zabéru ozubeni.
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Obr.7 — Casové priibéhy modifikovanych tuhosti C(t)(HI+H?2) ozubeni a relativniho pohybu
y(t) (O) zubil v zdbéru ad a) pied, ad b) po amplitudovém skoku pro v, =0.800 a
v, =0.801 konzervativni soustavy.
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Obr.8 - Casové pribéhy modifikovanych tuhosti C(¢)(HI+H?2) ozubeni a relativniho pohybu
¥(t) (¢) zubll v zdbéru ad a) pied, ad b) po amplitudovém skoku pro v, =0.801 a

v, =0.802 nekonzervativni soustavy ve fazi odskoku bokl zub.

Podobné& nastdva skok a maximalni amplitudovy vyvoj y(z) u modifikace varianty tlumeni
(*), avSak pro naladéni v, =0.802, obr.8b. Zde je velikost amplitudy ovlivnéna tlumenim k
v mezete pii odskoku v zdbéru se nachazejicich zubovych bokt. Tvar pribéhu modifikované
funkce C(t)(HI+H2) ozubeni je vobr.8a a 8b pro dané naladéni a variantu tlumeni (e)
vyznaCen arabskymi Cislicemi. Amplitudové skoky relativnich pohybii y(z) u linedrnich



variant tlumeni ([J, X) nastavaji v disledku tlumicich vlastnosti jak materidlu, tak i mazacich
médif az v okoli v, =0.816, viz obr.6a.
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Obr.9 — Zavislost priibéhti faizovych prostorovych rovin {y{t); y(t);k,}, ¢asové pribéhy
relativnich pohybil y(z) (obr. a)) a vyslednych tuhostnich funkci zubt v zdbéru C(1)
(obr.b)) pfi daném frekvennim naladéni v =0.65577 pro sledovani jedno- a
dvouperiodickych zavislosti y(z) vzhledem k C(¢) pii normalnim zabéru ( y(t)=0).
A,B predstavuji mista pieskokl z jedné tuhostni hladiny funkce C(¢) na druhou, Z,K
zacétek a konec prub¢chtli ve fazové rovin€ odpovidajici priibéhu periody C(z) .



Na zavér této studie se podivejme ve strucnosti na jev periodi¢nosti pribéhii relativniho
pohybu y(t) napf. z obr.4a, b. Zde pro frekvenéni naladéni v, =0.65577 a variantni linedrni
tlumeni (viz Tab.1 [3]) (O,e) a (L], X) nabyva relativni pohyb y(¢) periodicitu v prvém piipadé
za dvé periody vysledné tuhosti ozubeni v zabéru C(¢), v druhém piipad€ pak za jednu periodu
a to v oblasti normdlniho zdbéru. Pro normdlni zabér piedstavuje prubeh y(?) v obr.4a feSeni
konzervativniho systému, prubéh y(z) z obr.4b feseni systému nekonzervativniho.

Jak je déle z pribéhti fazovych prostorovych rovin {y{(z); y(1); kl} (obr.9a) pro dané
frekven¢ni naladéni v, = 0.65577 a pdtou otdcku ozubenych kol patrné, zachovava pribéh y(z)

po piekro¢eni mezni hodnoty tlumeni, tj. k, >k, =0.3163 varianty tlumeni ([J,X) pii

Imez
normdlnim z4béru periodicitu odpovidajici funkci C(2).
Pro konzervativni systém, tj. pfi varianté linedrniho tlumeni (O,®) pfi normalnim zdbéru,
je periodicita y(#) po dvou periodich funkce C(#). V obr. 9a je to pribéh pro k, =0
s nespojitostmi Z,K po jedné period¢ C(t). Po dvou periodach se body nespojitosti v pribéhu
fdzové roviny ztotozni. Tento d&j se pro dané naladéni opakuje v intervalu k, € <O;O.3163 ).

Pii dosazeni periodického stavu pribéhu y(7) s jednou periodou C(1), tj. pti Z=K tvoii
rovina (k1 ;¥(1)) pro y'(t)=0 - vobr.9a vyznatena modrou barvou — v tiseku bodii A,B
rovinu symetrie fazovych pribéht y(7) . Tyto body A,B se pfi tlumeni k, nerovnhém meznimu

tlumeni, tj. k, #k,,,., =0.3163, vici této roviné (kl;y(t)) pro y'(t)=0, jak je patrné

1mez

z obrazku, staceji.

Kvalitativni vlastnosti vlivu tlumeni na tvar a prib¢h relativniho pohybu y(?) jsou patrny
z obr.9b.

3. Zavér

V tomto ptispevku byl uskutecnén prvni pokus o stanoveni jistych zakonitosti vlivu linearniho
materidlového a viskézniho tlumeni v mezefe ozubeni. Na tyto dil¢i zavéry bude navazovat
vyzkum variant kvadratického a kubického tlumeni ¢i jejich kombinaci a snaha priblizit se tak
spolu s experimentdlnim vyzkumem co nejvice k dosud nezndmé skutecnosti.
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