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1. Úvod 
U sou�asných vysokootá�kových turbovrtulových leteckých pohonových jednotek se mohou 
vyskytovat zna�ná dynamická namáhání n�kterých konstruk�ních �ástí p�i p�ejížd�ní jejich 
rezonan�ních oblastí v širokém rozsahu otá�ek. Je proto analýza takových soustav v 
kombinaci s p�evodovými systémy s kinematickými vazbami nanejvýš aktuální a nutná. 

 P�evodové systémy lehkých pohonových jednotek jsou tvo�eny �i vytvá�eny p�evážn� 
pseudoplanetovými systémy s �elním p�ímým �i šikmým ozubením. S ohledem na 
požadovanou minimální hmotnost a rozm�ry celé konstrukce musí být jednotlivé prvky 
takové soustavy  dynamicky vysoce vylad�né.  

Pro dynamickou analýzu jev� v takových matematicko-fyzikálních náhradních modelech 
planetových nap�. pseudoplanetových soustav – reduktor� lze pohyb popsat soustavou 
deterministických slab� a siln� nelineárních parametrických rovnic tvaru [1] 
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Zde p�edstavuje v  obecn� m-dimenzionální vektor pohybu soustavy, )(K vw  je K-tá 
mocnina vektoru v , která je definovaná vztahem ))()(()( KK vwvwDvw 1−−−−==== , p�i�emž  
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Summary: The impact effects in gear mesh represent specific phenomena in the 
dynamic investigation of highspeed light transmission systems with kinematic 
couplings. They are caused of greater dynamic than static-elastic deformations in 
meshing gear profiles. In term of internal dynamics they are influenced among 
others by time heteronomous stiffness functions in gear mesh and resonance 
tuning of stiffness level. The damping in gear mesh and in gear system is 
concerned significantly in the amplitude progress, greatness and phase shift of 
relative motion towards stiffness function alternatively towards its modify form in 
gear mesh. In consequence of these and another actions rise above resonance 
characteristics certain singular locations with jump amplitude course. 
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)(( vwD  je diagonální matice, ve které jsou prvky na hlavní diagonále tvo�eny prvky vektoru 
vvw ≡≡≡≡)( . Dále je M  matice hmotnostních a setrva�ných sil, K1  a K

1K  jsou maticemi 

lineárních, p�íp. nelineárních tlumících sil, C1  a CK  pak maticemi kvazilineárních resp. 
nelineárních vratných sil a )(τF  je vektorem nepotenciálního vn�jšího buzení s budícími 
koeficienty nn b,a  a ϕ  fázový úhel. H  je Heavisideova funkce, která umož�uje 
v kompaktním tvaru �ešit pohyby – rázy jako d�sledek silných neanalytických nelinearit 
vlivem existence technologických bo�ních v�lí )(s τ  ozubení. P�íslušné lineární resp. 
nelineární tlumící sou�initelé jsou ozna�eny i,δβ  resp. iD,D , lineární parametrické funkce 
symboly nnn V,U,Y a nelineární parametrické funkce tzv. parametrické nelinearity symboly 

n
I . 

ε  a κ  p�edstavují sou�initele trvání záb�ru a amplitudovou modulaci výsledné tuhostní 
funkce v ozubení )(τC1 . Derivace podle bezdimenzionálního �asu τ  jsou zna�eny �árkami, 

tcωτ ==== , p�i�emž cω … záb�rová frekvence, t … �as. 
P�edložená práce navazuje na studie [2],[3],[4],[5] a vychází z �ešení zvláštního p�ípadu 

zp�esn�ného diskrétního matematicko-fyzikálního modelu kinematické dvojice ozubených kol 
jedné v�tve pseudoplanetové soustavy, viz obr.1, který p�edstavuje soustavu o šesti stupních 
volnosti. 
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Obr.1 - Náhradní matematicko-fyzikální model kinematické dvojice ozubených kol – 
(b) pseudoplanetové soustavy s dvojnásobnými satelity - (a), technologická 
bo�ní zubová v�le a hodnoty Heavisideových funkcí H v oblastech zubového 
záb�ru s v�lemi (c). 



Pohyby v takovém zvláštním p�ípadu (obecného modelu, viz rovnice (1)) dvojice 
ozubených kol s �elními p�ímými zuby vedou p�i hmotnostní diskretizaci jakož i vlivem 
existence r�zných slabých – analytických a silných – neanalytických nelinearit, jako je nap�. 
vliv technologických bo�ních zubových v�lí, a dále p�i parametrických budících zdrojích na 
�ešení šesti oby�ejných deterministických nelineárních diferenciálních rovnic s �asov� 
prom�nlivými koeficienty [1].  

Relativní pohyb v záb�ru se nacházejícího ozubení, tj. ve sm�ru záb�rové p�ímky, lze pro 
obecnou elasticky uloženou soustavu s pohyby podpor {{{{ }}}}2323 ,, z;y  páru ozubených kol 3,2 p�i 
respektování tzv. házivosti rozte�ných kružnic, které jsou modelovány výst�ednostmi 23,e , 
napsat ve tvaru [1] 

)(f)sin(esineyyRR)(y ,
bb τϕϕϕϕτ 21
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kde (((( ))))τf,21  je chybová funkce, �ili odchylka tvaru ozubení od ideální evolventy, ∆  je fázový 
úhel nato�ení mezi výst�ednostmi 23,e a 23,bR  jsou polom�ry základních kružnic. Tento 
relativní pohyb tvo�í míru dynamického zatížení v záb�ru se nacházejícího ozubení, nebo� 
dynamická síla )(y)(CFdyn ττ1==== .  

V pr�b�hu st�ídání obecn� k a k+1 pár� zub� v záb�ru dochází na záb�rové dráze 
k periodickým zm�nám v pr�b�hu výsledné funkce tuhosti )t(C . 

Analytický tvar výsledné parametrické funkce �elního p�ímého ozubení v záb�ru m�žeme 
nap�. pro 21;∈∈∈∈ε  vyjád�it Fourierovou �adou ve tvaru [6],[7] 

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] ,tncosnsin
n

)(C
C)t(C c

n

nmax
s ωπε

π
κ
����

∞∞∞∞

====

−−−−−−−−
−−−−

++++====
1

21
4

2
1

        (3)  

kde st�ední tuhost je definována 
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Symbol 1−−−−==== maxminCCκ  p�edstavuje amplitudovou modulaci výsledné tuhostní funkce zub� 
v záb�ru, p�i�emž maxmin C,C  p�edstavují minimální resp. maximální hodnotu tuhosti v záb�ru 
ozubení a ε  je sou�initel trvání záb�ru, udávající kolik pár� zub� je na záb�rové úse�ce 
sou�asn� v záb�ru. V extrémních p�ípadech  nap�. 1====ε  je po dobu trvání celého záb�ru na 
záb�rové dráze pouze 1 pár zub�, v p�ípad� 2====ε  jsou po celou dobu v záb�ru dva páry zub�. 
V t�chto p�ípadech p�echází parametrická, tj. v tuhosti �asov� heteronomní soustava v 
soustavu s konstantními koeficienty. Mezihodnoty ε  udávají pom�r st�ídání po�tu pár� zub� 
v záb�ru na záb�rové dráze. Ve Fourierov� �ad� (3) ε  udává �asový pom�r st�ídání minimální 
a maximální výsledné tuhosti maxmin C,C  b�hem záb�ru. Tato skute�nost se v dynamice 
soustavy výrazn� projevuje velikostí amplitudy relativního pohybu v záb�ru. Ta je ovlivn�na 
�asovou délkou p�sobení záb�ru na té které potenciální tuhostní hladin� p�íslušné vratné síly. 
V tuhosti zub� bude v další aplikaci respektována pouze tuhost vlastních zub� a vetknutí do 
tuhého poloprostoru, v�nce a kotou�e (disky) jsou uvažovány absolutn� tuhé. 

Na základ� uskute�n�né analytické analýzy slab� a siln� nelineární parametrické 
integrodiferenciální úlohy s �ešícími jádry ve tvaru rozšt�pených Greenových rezolvent [8], 



na kterou byla v p�ísp�vku �ešená diferenciální okrajová úloha transformována, navazuje nyní 
numerické �ešení dané úlohy. 

Pro numerickou analýzu dynamických jev� s rázy citovaného simula�ního modelu 
kinematické dvojice �elního p�ímého ozubení byla vypracována metodika �ešení v prost�edí 
MATLAB/Simulink. [7] 

Všechny uvedené parametry ovliv�ují jak kvalitativn�, tak i kvantitativn� možnosti rozvoje 
amplitudy relativního pohybu y(t) v �ase v��i pr�b�hu C(t). 

Dalším faktorem, který ovliv�uje kvalitativn� i kvantitativn� pr�b�h y(t), je t�ení v záb�ru 
ozubení �i t�ecí síly v pohybu valení – smyk kinematické dvojice – ozubení. T�mito se m�ní 
p�vodn� zde uvažované konstantní p�edp�tí .konst)M(MM ====−−−−−−−−==== 23  na Tv MMM ∆±±±±==== , 
kde TM∆ je p�ídavný moment od t�ecí síly. 

T�ení �i t�ecí síly v záb�ru ozubení tvo�í samostatnou kapitolu v rámci tribologického 
procesu mazání, p�i kterém se prost�ednictvím maziva, p�ítomného mezi t�ecími povrchy 
bok� zub� v záb�ru se nacházejícího ozubení, snižuje t�ení, tím i opot�ebení t�ecích se 
povrch�, a zvyšuje energetická ú�innosti p�enosu. Teorie elastohydrodynamického mazání v 
ozubení kone�né ší�e p�i p�ímkovém dotyku za valivého a kluzn� valivého t�ení je v sou�asné 
dob� jednou z nejvíce rozvíjených oblastí. P�i absolutn� tuhých podporách – uložení kol 
probíhá ryze valivý pohyb pouze v centrálním bod� záb�rové p�ímky, mimo tento bod je 
pohyb kombinovaný, tj. valení – smyk. P�i elastickém uložení ozubených kol se m�že pohyb 
valení – smyk se zm�nou smyslu t�ení zm�nit a posunout oproti geometrii záb�ru tuhého 
uložení kol. Podobná situace nastává v p�ípad� existence tzv. házivosti rozte�ných kružnic 
modelované výst�ednostmi 23,e , viz obr.1. V této práci je pro kvalitativní respektování t�ení �i 
t�ecí síly )t(FT  užita jako nultá aproximace pouze velmi p�ibližná teorie Coulombova t�ení. 

 
 
2. Ukázky a analýza p�í�in vzniku singulárních jev� v pr�b�zích rezonan�ních 
charakteristik relativních pohyb�  

Studie navazuje na práce [1],[3] a rozpracovává numerickou cestou analýzu p�í�in vzniku 
singulárních míst v pr�b�zích rezonan�ních – bifurka�ních charakteristik siln� nelineárních a 
v tuhostech ozubení �asov� heteronomních soustav s kinematickými vazbami.  

 Analýza dynamického chování n�kterých vlastností �ešeného zvláštního p�ípadu obecné 
nelineární parametrické, tj. �asov� heteronomní soustavy, s kinematickými vazbami -  �elními 
ozubenými koly s p�ímými zuby je v p�ísp�vku zam��ena na vyšet�ování p�í�in bifurka�ních 
tvar� amplitudofrekven�ních charakteristik daného matematicko-fyzikálního modelu jak u  

a) konzervativního systému v záb�ru ozubení, tak u 
b) nekonzervativního systému. 

Protože dosud nejsou v tak tvarov� složitých �ástech p�evodových systém� nap�. ve fázi 
záb�ru ozubení valení – smyk známé ani p�ibližné údaje o tlumících vlastnostech �i 
zákonitostech tlumení jak v samotném ozubení, tak i ve spojení s vetknutím do v�nc� a disk� 
v�etn� náboj� kol jako celku, bude toto tlumení simulováno pomocí r�zných funkcionálních 
závislostí jak v oblasti materiálu ozubení p�i normálním �i inverzním záb�ru v�etn� 
p�íslušných �ástí v�nc� a disk� kol a ú�inku viskózního tlumení mazacího prost�edí, tj. vlivu 
olej� p�i odlehnutí – odskoku zubových profil� v zubové meze�e – technologické bo�ní 
zubové v�li. 



Tlumení zde výrazn� ovliv�ují nap�. i vyleh�ující otvory v discích kol. Podobn� tomu je i v 
oblasti viskózního tlumení mazacího prost�edí v závislosti na jeho teplot� apod.  

V této studii budou vlivy tlumení �i tlumících sil v soustav� pohybových rovnic (1) daného 
modelu mechanického systému z obr.1 reprezentovány �leny tvaru 
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Problematika analýzy navazuje na práci [3], kde jednotlivé kombinace tlumení ozubení 
v záb�ru a v zubové v�li p�i rázovém chodu jsou tam na základ� rovnice (5) uvedeny v Tab.1, 
kterou z d�vodu omezeného rozsahu p�ísp�vku zde neuvádíme. 

Podívejme se nyní podrobn�ji na p�í�iny vzniku bifurka�ních singularit, tj. nespojitostí 
skokového charakteru v pr�b�zích rezonan�ních charakteristik relativního pohybu )t(y , viz 
(2), pro daný model kinematické dvojice ozubených kol dle obr.1b, jak jsou pro konzervativní 
a nekonzervativní systém s lineárním, kvadratickým a kubickým tlumením uvedeny na obr. 2 
a,b,c . 

konzervativní soustavu :   ��-� 0321321 ======== m,m,m,, kk �� � � � � � � …obr.2a,b,c 
lineární tlumení :  � - 00 11 ====≠≠≠≠ mk;k ; � - 00 11 ≠≠≠≠==== mk;k ; � - 00 11 ≠≠≠≠≠≠≠≠ mk;k       … obr.2a    
kvadrat. tlumení :   � - 00 22 ====≠≠≠≠ mk;k ; � - 00 22 ≠≠≠≠==== mk;k ; � - 00 22 ≠≠≠≠≠≠≠≠ mk;k   … obr.2b  

kubické tlumení :   � - 00 33 ====≠≠≠≠ mk;k ; � - 00 33 ≠≠≠≠==== mk;k ; � - 00 33 ≠≠≠≠≠≠≠≠ mk;k    … obr.2c∗)    
(Pro porovnání jsou uvedeny stupnice nalad�ní 

�
ν  v��i st�ední hodnot� výsledné tuhosti sC  

ozubení v záb�ru a stupnice nalad�ní 11 −−−−−−−− ======== maxssmaxcmax ΩΩΩ νων  a 
11 −−−−−−−− ======== minssmincmin ΩΩΩ νων  v��i maximálním maxC  resp. minC  ozubení v záb�ru, p�i�emž 

12 −−−−==== redmaxmax mCΩ a 12 −−−−==== redminmin mCΩ . ) 

                                                 
∗) 321 ,,k  … materiálové tlumení v ozubení; m,m,mk 321  … tlumení mazacího prost�edí v zubové meze�e – v�li 

(bez uvažování vlivu teplot); indexy 1 – lineární, 2 – kvadratické, 3 – kubické tlumení. 

Obr.2 
Rezonan�ní - bifurka�ní charakteristiky {{{{ }}}}y;ν
parametrické – v tuhosti záb�ru ozubení 
�asov�  heteronomní soustavy pro  



Všechny rezonan�ní charakteristiky {{{{ }}}})t(y;ν  jsou zde �ešeny pro parametrickou nelineární 
homogenní ( 0====),H,,b,a( nn τϕF , viz rovnice (1)) soustavu páru ozubených kol pro 

[kg]101233];[Nmm104587905691 3-15 −−−−================ .,m.C;,;, redmaxκε . Hodnoty materiálového 
tlumení 321 ,,kk ≡≡≡≡  jak v oblasti normálního, tak i záb�ru inverzního, jakož i hodnoty 
viskózního tlumení v prost�edí zubové mezery m,m,mm kk 321≡≡≡≡  (pro jednoduchost bez 
uvažování vlivu teplot) jsou zde uvažovány stejné, tj. 953,kk m ====≡≡≡≡ , což odpovídá v rovnici 
(1) pom�rným tlumením 0620.D,D,, mm ====ββ . 

 Protože nekonzervativní soustava vede pro všechny zde uvedené varianty tlumení na 
ustálené kmitání již p�i páté otá�ce soukolí, jsou pro porovnání všechny amplitudo-frekven�ní 
charakteristiky v obr.2  v�etn� konzervativní soustavy, jejíž �ešení je nestabilní v celém 
rozsahu otá�ek, vyneseny pro tuto pátou otá�ku. Jediným budícím zdrojem kmitání je zde 
uvažovaná parametrická, tj. s �asem prom�nlivá tuhostní – potenciální budící funkce zub� 
v záb�ru )t(C .  

V grafech jsou vyzna�eny oblasti fází normálních záb�r� pro 0≥)t(y  - bílá oblast, fází 
s odskoky do zubových v�lí )t(s , tj.. oblasti s rázovými jevy, kde )t(s)t(y <  - žlutá oblast 

a fáze inverzních  záb�r�, kde )t(s)t(y > - �ervená oblast.  

Pro porovnání, je pro všechna vyobrazení lišící se charakterem tlumení spole�ná 
rezonan�ní charakteristika konzervativní homogenní soustavy v záb�ru ozubení pro 

0== mkk . Pr�b�h je znázorn�n posloupností zelených kroužk�, viz varianta (a) v Tab.1 [3]. 

Na všech t�ech vyobrazeních obr.2 jsou na pr�b�zích pro stejné rozsahy frekven�ního 
lad�ní sν  patrná v okolí 660,s ≈ν  a 800,s ≈ν  bifurka�ní místa ostrých skokových 
nespojitostí. P�í�iny jejich vzniku, jejich kvality a kvantity si v dalším ukážeme na n�kolika 
detailních obrázcích a z d�vodu omezeného rozsahu p�ísp�vku zde pouze pro variantu 
lineárního tlumení, viz obr.2a. 

P�esná lokální rezonan�ní bifurka�ní místa nalad�ní nespojitostí, kdy k amplitudovým 
skok�m bu� ješt� nedochází nebo již došlo, jsou znázorn�na na detailních obrázcích pro 
konzervativní (�) a lineárn� tlumený, tj. nekonzervativní (�����) systém na obr.3. 

 Obr.3a p�edstavuje detail pr�b�h� rezonan�ních charakteristik v úzkém frekven�ním 
pásmu rozsahu 6558065560 .;.s ∈ν . Zpo�átku spojitý charakter pr�b�h� tém�� shodných 

rezonan�ních variant se m�ní od 655770.s =ν  v prudce, tém�� skokov� rostoucí pr�b�h, 
který od 65580.s ≈ν  p�echází s rostoucím sν  nejd�íve v klesající a dále pak v pozvoln� 
rostoucí rezonan�ní charakteristiku, viz obr.2a. Tato nespojitost se týká pouze varianty ryze 
konzervativního systému, který je ozna�en zelenými kroužky (�) a rovn�ž varianty 
konzervativního systému ve fázi normálního záb�ru a nekonzervativního systému ve fázi 
odskoku zubových profil�. Tato varianta je v obrázku vyzna�ena �ernými te�kami (�). 
Varianty � a ��se ztotož�ují, pokud záb�r probíhá v normální oblasti, tj. pro 0≥)t(y . 

 Zatímco pr�b�hy  ��a  ��probíhají v tomto frekven�ním rozsahu spojit� dále a jsou 
shodné, pr�b�hy  � a ��vykazují rozdílné kvalitativní a kvantitativní skokové pr�b�hy. 
V okamžiku odlehnutí v záb�ru se nacházejících bok� zub� je 0<)t(y . Tento jev nastane, 
jsou-li dynamické deformace v záb�ru ozubení v�tší než staticko-elastické od p�edp�tí. To 



nastává v okamžiku rezonan�ního nalad�ní 65580.s =ν , jak je patrné z fázových pr�b�h� na 
obr.3b a 3c. Obr. 3b p�edstavuje pr�b�hy (�) prostorových fázových rovin ( ))t(y);t('y  ve 
frekven�ním rozp�tí 6558065560 .;.s ∈ν  pro konzervativní soustavu, obr.3c pak fázovou 

rovinu pr�b�hu (�) pro 65580.s =ν . V obou p�ípadech dochází jak pro pr�b�hy (�), tak i (�) 
pro tuto frekvenci 65580.s =ν  k odlehnutí bok� zub�, což je vyzna�eno oblastí se zelenou 
barvou pr�b�hu, v obr.3b dochází až k záb�ru inverznímu - �ervená oblast. Modré pr�b�hy 
fázových rovin s 0≥)t(y  p�edstavují oblast normálního záb�ru ozubení.�

 
 
Obr. 3 - Detail rezonan�ních – bifurka�ních charakteristik pro 6558065560 .;.s ∈ν  z obr.2a 

pro konzervativní (�) a lineárn� tlumenou soustavu (�����) v záb�ru ozubení. 
 
 

Podívejme se nyní ješt� na �asové pr�b�hy budících tuhostních funkcí zub� v záb�ru C(t) a 
relativních pohyb�, tj. deformaci zub� v záb�ru, pro nalad�ní 655770.s =ν  t�sn� p�ed 
bifurka�ním skokem relativního pohybu y(t) a po amplitudovém skoku y(t) p�i nalad�ní 

65580.s =ν , a to pro r�zné varianty lineárního tlumení, viz obr.4 a obr.5. Jedná se o p�t 
period pr�b�h� páté otá�ky soukolí. 

011 ======== mkk  (�) 

(�) 

a) 

b) 
c) 



Protože se v obr.4 p�i frekven�ním nalad�ní 655770.s =ν  jedná o pr�b�hy relativního 
pohybu a variant tlumení (�,�����) p�i normálním záb�ru ozubení, tj. 0≥)t(y , má 
parametrická budící funkce C(t)  ryze periodický charakter. Pr�b�hy y(t) variant lineárního 
tlumení (���)  mají však periodu dvojnásobnou záb�rové frekvence cω  budící funkce C(t) 

(viz obr.4a), kdežto pr�b�hy y(t)  s variantním tlumením (���) periodu shodnou s cω  funkce 
C(t), viz obr.4b. Tento jev je p�i normálním záb�ru závislý na tlumících vlastnostech 
materiálu, jak bude ukázáno v záv�ru p�ísp�vku. 

 
Obr. 4 – �asové pr�b�hy C(t)  a y(t)  a) variant (���), b) (���) lineárního tlumení, viz 

Tab.1 [3] pro frekven�ní nalad�ní 655770.s =ν  a normální záb�r ozubení. 

 
Obr. 5 - �asové pr�b�hy tuhostních C(t) a modifikovaných tuhostních funkcí C(t)(H1+H2), H 

… Heavisideova funkce variant tlumení (�������), viz Tab.1 [3] pro frekven�ní 
nalad�ní 65580.s =ν  p�i normálním záb�ru a ve fázi odskoku s inverzním záb�rem. 
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 Na obr.5  jsou ukázky stejných �asových úsek� pr�b�h� s variantním tlumením 
(����a��� ≡≡≡≡ �) pro frekven�ní nalad�ní 65580.s =ν , tedy v okamžiku bifurka�ního skoku. 
Zde dochází v páté otá�ce pro variantu (���) k rázovým jev�m s odlehnutím bok� zub� 
v záb�ru a v p�ípad� varianty (�) k rázovým jev�m až s inverzním záb�rem, viz obr. 5a. 
V p�ípad� varianty tlumení (�) pouze k odlehnutí zubových bok�, viz obr.5b, kdežto v p�ípad� 
obr.5c dochází pro pr�b�hy (�� ≡≡≡≡ �) jen k normálním záb�r�m.  

 Pro varianty tlumení v obr.5a a 5b p�echází v okamžiku odlehnutí – odskoku v záb�ru se 
nacházejících bok� zub� p�ísn� periodická dvoutuhostní parametrická funkce C(t) výsledné 
tuhosti zub� v záb�ru v aperiodickou modifikovanou funkci C(t)(H1+H2) (H … 
Heavisideova funkce) se t�emi tuhostními hladinami Cmax, Cmin a C = 0.  Po op�tovném styku 
bok� zub� a p�i normálním záb�ru ozubení p�ejde funkce C(t)(H1+H2) op�t ve tvar 
dvoutuhostní parametrické p�ísn� periodické funkce C(t).  Tentýž p�echod nastává i 
v okamžiku inverzního záb�ru. Vlivem fázových posuv� amplitudy y(t) v��i C(t)(H1+H2)  
dochází nap�. v úseku 14 – 15 funkce C(t)(H1+H2)  p�i rezonan�ním nalad�ní 65580.s =ν , 
tj. 77560.min →ν , varianty (�) k velkému amplitudovému vývoji relativního pohybu  y(t) , 
který p�esahuje �ádov� p�edchozí nalad�ní v okolí 655770.s =ν . 

 Analyzujme v dalším stru�n� druhý p�ípad bifurka�ního skoku v rezonan�ní charakteristice 
lineárního tlumení v okolí 80.s ≈≈≈≈ν , jak je nazna�eno v obr.2a. Tomuto st�ednímu 
frekven�nímu nalad�ní 80.s ====ν  odpovídá v maximální tuhostní hladin� nalad�ní 

72550.max ====ν , v minimální tuhostní hladin� pak 94620.min ====ν , která je blíže k rezonanci 
1→→→→ν . Detailní rozbor podmínek rozvoje amplitud relativního pohybu y(t)  pro jednotlivé 

varianty tlumení z Tab.1 [3] p�ed a po skoku je patrný z obr.6. 

 Frekven�ní oblasti, ve kterých k amplitudovým skok�m pro jednotlivé varianty tlumení 
dochází, jsou vid�t na obr.6a. Diagram prostorových fázových rovin {{{{ }}}}s);t(y);t('y ν  v okolí 
p�ed 80.s ====ν  pro variantní tlumení (�) je vid�t na obr.6b, kde body nespojitosti A,B zna�í 
místa p�eskok� z jednotlivých tuhostních hladin na druhé funkce C(t) resp. C(t)(H1+H2), viz 
nap�. obr.7. Oblasti nalad�ní sν , ve kterých dochází k odskok�m bok� zub� jsou vyzna�eny 
pr�b�hy zelenou barvou. Pro 8010.s ====ν dochází k amplitudovému skoku, který je patrný i 
s jednotlivými fázemi záb�ru zub� na obr.6c. Jednotlivé fáze záb�ru jsou zde vyzna�eny 
barvou modrou (normální záb�r), zelenou (odskok bok� zub�) a �ervenou (inverzní záb�r). 

 Obr. 6d     p�edstavuje prostorový útvar fázových rovin {{{{ }}}}s);t(y);t('y ν  pro frekven�ní 

rozsah 82507850 .;.s ∈∈∈∈ν  nekonzervativní soustavy varianty tlumení (�) s vývojem fázové 

roviny p�ed a po frekven�ním amplitudovém bifurka�ním skoku.  

 Na obr.7 a 8 jsou pak patrny kvaziperiodické stavy �asových pr�b�h� y(t) pro p�íslušné 
frekven�ní nalad�ní vždy – ad a) p�ed a ad b) po bifurka�ním skoku. Vzhledem k fázi 
frekven�ního nalad�ní jsou všechny tuhostní modifikované funkce C(t)(H1+H2) v 
kvaziperiodických �i aperiodických tvarech. 

 Porovnáme-li frekven�ní sled amplitudových bifurka�ních skok� lineárních variant 
tlumení, viz obr.6a, vidíme, že po�adí skok� jednotlivých variant (�������) je funkcí 
tlumení.  



 V obr.7 jsou �asové pr�b�hy y(t) konzervativní soustavy, kde skok nastává v okolí 
nalad�ní 8010.s ≈≈≈≈ν  a vývoj maximální amplitudy y(t) (�) nastává v úseku 12  na minimální 

tuhostní hladin� Cmin modifikované tuhosti C(t)(H1+H2)  s nalad�ním 94730.min ====ν (obr.7b), 
tj. v blízkosti rezonance 1→→→→minν . 

 
Obr.6 – Detail rezonan�ních bifurka�ních charakteristik v rozmezí 81608000 .;.s ∈ν  

z obr.2a a fázové roviny {{{{ }}}}s);t(y);t('y ν   pro konzervativní (�) a varianty lineárn� 
tlumené soustavy (�) v záb�ru ozubení. 
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Obr.7 – �asové pr�b�hy modifikovaných tuhostí C(t)(H1+H2) ozubení a relativního pohybu 

y(t) (�) zub� v záb�ru ad a) p�ed, ad b) po amplitudovém skoku pro 8000.s =ν  a 
8010.s =ν  konzervativní soustavy. 

 
Obr.8 - �asové pr�b�hy modifikovaných tuhostí C(t)(H1+H2) ozubení a relativního pohybu 

y(t) (�) zub� v záb�ru ad a) p�ed, ad b) po amplitudovém skoku pro 8010.s =ν  a 
8020.s =ν  nekonzervativní soustavy ve fázi odskoku bok� zub�. 

 
 Podobn� nastává skok a maximální amplitudový vývoj y(t) u modifikace varianty tlumení 
(�), avšak pro nalad�ní 8020.s =ν , obr.8b. Zde je velikost amplitudy ovlivn�na tlumením mk1  
v meze�e p�i odskoku v záb�ru se nacházejících zubových bok�. Tvar pr�b�hu modifikované 
funkce C(t)(H1+H2) ozubení je v obr.8a a 8b pro dané nalad�ní a variantu tlumení (�) 
vyzna�en arabskými �íslicemi. Amplitudové skoky relativních pohyb� y(t) u lineárních 

A B 

1 
2 

a) 

b) 

a) 

b) 

1 2 

3 4 

5 6 

7 8 

1 2 
3 4 

5 6 

7 



variant tlumení (���) nastávají v d�sledku tlumících vlastností jak materiálu, tak i mazacích 
médií až v okolí 8160.s ≈ν , viz obr.6a. 

 

Obr.9 – Závislost pr�b�h� fázových prostorových rovin { }1k);t(y);t´(y , �asové pr�b�hy 
relativních pohyb� y(t) (obr. a)) a výsledných tuhostních funkcí zub� v záb�ru C(t) 
(obr.b)) p�i daném frekven�ním nalad�ní 655770.s =ν pro sledování jedno- a 
dvouperiodických závislostí   y(t)  vzhledem k C(t) p�i normálním záb�ru ( 0≥)t(y ). 
A,B p�edstavují místa p�eskok� z jedné tuhostní hladiny funkce C(t) na druhou, Z,K 
za�átek a konec pr�b�h� ve fázové rovin� odpovídající pr�b�hu periody C(t) . 



Na záv�r této studie se podívejme ve stru�nosti na jev periodi�nosti pr�b�h� relativního 
pohybu y(t) nap�. z obr.4a, b. Zde pro frekven�ní nalad�ní 655770.s =ν a variantní lineární 
tlumení (viz Tab.1 [3]) (���) a (���) nabývá relativní pohyb y(t) periodicitu v prvém p�ípad� 
za dv� periody výsledné tuhosti ozubení v záb�ru C(t), v druhém p�ípad� pak za jednu periodu 
a to v oblasti normálního záb�ru. Pro normální záb�r p�edstavuje pr�b�h y(t) v obr.4a �ešení 
konzervativního systému, pr�b�h y(t) z obr.4b �ešení systému nekonzervativního. 

Jak je dále z pr�b�h� fázových prostorových rovin { }1k);t(y);t´(y  (obr.9a) pro dané 
frekven�ní nalad�ní 655770.s =ν a pátou otá�ku ozubených kol patrné, zachovává pr�b�h y(t) 
po p�ekro�ení mezní hodnoty tlumení, tj. 3163011 .kk mez => varianty tlumení (���) p�i 
normálním záb�ru periodicitu odpovídající funkci C(t). 

Pro konzervativní systém, tj. p�i variant� lineárního tlumení (���)  p�i normálním záb�ru, 
je periodicita y(t) po dvou periodách funkce C(t). V obr. 9a je to pr�b�h pro 01 =k  
s nespojitostmi Z,K po jedné period� C(t). Po dvou periodách se body nespojitostí v pr�b�hu 
fázové roviny ztotožní. Tento d�j se pro dané nalad�ní opakuje v intervalu ).;k 3163001 ∈ . 

P�i dosažení periodického stavu pr�b�hu y(t) s jednou periodou C(t), tj. p�i KZ ≡ tvo�í 
rovina ( ))t(y;k1  pro 0=)t('y  - v obr.9a vyzna�ena modrou barvou – v úseku bod� A,B 
rovinu symetrie fázových pr�b�h� y(t) . Tyto body A,B se p�i tlumení 1k  nerovném meznímu 
tlumení, tj. 3163011 .kk mez =≠ , v��i této rovin�  ( ))t(y;k1  pro 0=)t('y , jak je patrné 
z obrázku, stá�ejí. 

Kvalitativní vlastnosti vlivu tlumení na tvar a pr�b�h relativního pohybu y(t) jsou patrny 
z obr.9b. 

 
 

3. Záv�r 

V tomto p�ísp�vku byl uskute�n�n první pokus o stanovení jistých zákonitostí vlivu lineárního 
materiálového a viskózního tlumení v meze�e ozubení. Na tyto díl�í záv�ry bude navazovat 
výzkum variant kvadratického a kubického tlumení �i jejich kombinací a snaha p�iblížit se tak 
spolu s experimentálním výzkumem co nejvíce k dosud neznámé skute�nosti.  
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