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VERIFICATION OF NUMERICAL DISPERSION ANALYSIS
BY A TWO CYLINDERS IMPACT PROBLEM

D. Gabriel*, J. Plesek*, R. Kolman*, F. Vales*, M. Okrouhlik* a M. Sraml’

Summary: The numerical dispersion of two-dimensional finite elements was
studied. The outcome of this dispersion study was verified by the numerical
and analytical solutions to the longitudinal impact of two cylindrical bars. In
accordance with the results of the dispersion analysis it was proved that the
quadratic elements showed better accuracy than the linear ones.

1. Uvod

Numerické feSeni transientni lohy metodou konec¢nych prvki je ovlivnéno zvolenou pro-
storovou a ¢asovou diskretizaci. Ta ma za nasledek poskozeni numerického feseni dispersni
chybou, ktera se projevuje zavislosti fazové a grupové rychlosti na vinové délce postupujici
harmonické vlny, rozptylem sméru sifeni vln ¢i exponencialnim ttlumem vysokofrekvenc-
nich slozek vin. Ackoliv mnoho praci bylo publikovano na toto téma, dosud mala pozornost
byla vénovana kvadratickym prvkiam. Dispersni analyza 1D kvadratickych prvki byla po-
prvé provedena v préci [1]. Dispersni vlastnosti Helmholtzovy skalarni vinové rovnice pro
20-uzlové prvky byly analyzovany v [2]. Nicméné uplna dispersni analyza standardni tlohy
mechaniky nebyla dosud realizovana.

Tato prace navazuje na rozsahlou studii dispersnich vlastnosti rovinnych linearnich a
kvadratickych prvki v elastodynamice, jejiz diléi vysledky byly presentovany na konferen-
cich [3, 4, 5, 6, 7]. V tomto ptispévku jsme se zamérili na ovéreni navrzené dispersni teorie
na uloze razu dvou elastickych vélcti, pro kterou je k dispozici také analytické feseni [8].

V kapitole 2 jsou shrnuty zakladni rovnice elastodynamiky véetné jejich vlnovych feseni.
V kapitole 3 je struéné naznacen postup pii stanoveni dispersnich diagrami rovinnych
prvki, ktery je detailné popsan v praci [5]. V kapitole 4 jsou uvedeny navrhové vztahy
pro odhad velikost prvku sité zajistujici pfeneseni maximalni frekvence buzeni s dovolenou
disperzsni chybou. V zavérecné kapitole 5 jsou diskutovany vysledky testovaci tlohy razu
dvou elastickych valcti véetné analytického feseni.
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2. Rovinna elasticka vlna

Pohybovou rovnici linearni elastodynamiky vyjadfime v indexovém zapisu
(A + G)uyji + Gui jj = pi; (1)

kde A a G jsou Lamého konstanty, p je hustota, u; a ii; je i-td slozka vektoru posu-
nuti, respektive vektoru zrychleni. Lamého konstanty A a G je mozné vyjadfit pomoci

inzenyrskych konstant E a v ve tvaru
E E
(14+v)(1-2v) 2(1+v)

kde E je Youngtv modul pruznosti a v je Poissonovo dislo.

Z pohybové rovnice (1) pro neomezenné rovinné elastické prostiedi lze odvodit dva
typy rovinnych vin: podélnou vlnu a dvé pticné viny. Podélna vilna se Sifi rychlosti

A+2G
p

(3)

Cc =

Rychlost obou pri¢nych vin je ddna vztahem

G
=1/ (4)
P
Reseni rovnice (1) predpokladejme ve tvaru rovinné harmonické viny
u; = Us(x) exp(ik (p - x £ ct)) (5)
nebo
u; = Ui(x) exp(i(k - x £ wt)) (6)

kde i = v/—1 je imaginarni jednotka, x je polohovy vektor, t je ¢as, k je vlnové &islo, p
je jednotkova normala kolma k cele viny, k = kp je vlnovy vektor, ¢ je fazova rychlost,
w je thlova rychlost a U; je i-ta slozka vektoru amplitud v bodé definovaném polohovym
vektorem x. Pro danou vlnovou délku A je vinové ¢islo dano vztahem

2T

k=— 7
; 7)
Fazovou rychlost ¢ vyjadiime pomoci w a k jako
w
= — 8
=" (®)
Grupova rychlost ¢, je definovana vztahem
dw
- - 9
C!J dk ( )

V nedispersnim prostfedi je rychlost sifeni vlny c¢ konstantni a nezévisi na vinové délce
A a protoZe plati w = ck dostavame c, = c. Cili grupova rychlost cg je shodné s fazovou
rychlosti ¢ pro elastické kontinuum.



3. Numericka dispersni analyza

Pro dispersni analyzu byly pouzity rovinné sité linearnich a kvadratickych konec¢nych
prvkl. Vzhledem k jejich pravidelnosti a homogennosti bylo postacujici dale uvazovat
pouze charakteristickou “zaplatu” téchto siti obsahujici 2 x 2 elementy—viz. obr. 1.
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Obréazek 1: Rovinna sit a) linearni prvky b) kvadratické prvky.

Uvazujme pocatek soufadného systému v bodé {m, n}. Pro linearni sit plati
Tk = kH, Ynt1 = LH,y, pro k,l=-1,0,1 (10)
a pro kvadratickou sit
Tk = kH, /2, Ynt = [H,/2, pro k,l=-2,-1,0,1,2 (11)
kde H, a H, oznacuji velikost obdélnikového prvku (obr. 1).

Soustavu diferencialnich rovnic pro uzly uvazované zaplaty je mozné maticové vyjadrit
ve tvaru pro nulovou pravou stranu

M., +Kou. =0 (12)

kde lokalni obdélnikové matice hmotnosti M, a tuhosti K. maji velikost 2 x 18 respektive
6 x 42 pro linearni respektive kvadratickou sit.

Ke stanoveni dispersnich vlastnosti byla pouzita tzv. Fourierova metoda [9, 10]. Jeji
princip spociva v predepsani casového pribéhu uzlovych posuvii odpovidajici exatnimu
feSeni (5) vybranym tzv. charakteristickym uzltim zaplaty sité (viz. obr. 2), déle feSeni po-
hybovych rovnic vyjadiené pro tyto charakteristické uzly a konec¢né stanoveni dispersnich
krivek napf. ve tvaru zavislosti fazové rychlosti Sifeni ¢ na vlnové délce A. Charakteris-
tickymi uzly se rozumi takové uzly, jejichz charakter kmitani je stejny a koeficienty u
pohybovych rovnic pro tyto uzly jsou shodné. V pripadé linearni sit€ na obr. 1 se jedna o
jediny uzel, napt. {m,n}, u kvadratické sité o tii typy uzli: rohovy {m,n} a dva stiedové
uzly {m + 1,n} a {m,n + 1}. Cili v nasem p¥ipadé jsou predepsané priibéhy uzlovych
posuvi dany vyrazy

Umn = Umn eXp(lk’(prL'm +pyy” - Ct)) (13)
Umn = Vin €xp(k(pam + pyyn — ct))



kde U,,, a V,,, jsou neznamé amplitudy definujici tvar deformac¢nich médi. Slozky jed-
notkové normaly kolmé k cele viny je mozné vyjadrit jako

Py = cos b, py = sin 6 (14)

kde thel 6 je méfen od kladné osy x, coz je schématicky znazornéno na obr. 2.
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Obréazek 2: Sifeni rovinné harmonické viny MKP siti.

Déle byla aplikovéana standardni dispersni analyza, popsand napf. v pracech [1, 11, 12,
10], ktera spocivala v dosazeni pfredepsanych pribéhi uzlovych posuvi (13) do pohybo-
vych rovnic (12) vedouci k FeSeni zobecnéného problému vlastnich ¢isel. Vysledkem bylo
urcéeni dispersnich zavislosti ve tvaru ¢ = f(k,#). Poznamenejme, Ze uvedeny postup vede
na charakteristickou rovnici, jejiz vlastni ¢isla jsou umérna kvadratu fazovych rychlosti.
V pripadé linearni sité je fad charakteristického polynomu druhého stupné, avsak u kvad-
ratickych prvki je rad Sestého stupné. Vlastni ¢isla bylo nutné stanovit numericky, napft.
Jacobiho metodou [13].
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Obréazek 3: Zavislost fazové rychlosti na vlnové délce pro linearni (vlevo) a kvadratické
(vpravo) prvky pro thel 6 = 0°.

Detailni rozbor dispersniho chovani linearnich a kvadratickych prvki, vliv numerické
casové integrace pohybovych rovnic, véetné navrhu optiméalniho diagonalizacniho algo-
ritmu pro matice hmotnosti kvadratickych elementti je mozné najit v pracech [6, 7, 5].
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Pro ucely tohoto prispévku je nejdiilezitéjsi srovnani dispersnich vlastnosti linarnich a
kvadratickych prvki, které je zobrazeno na obr. 3 jako zavislost normalizované fazové
rychlosti ¢/¢; na normalizované vinové délce H/A pro smér sifeni vlny 0 = 0°, coZ je
nejnepiiznivéjsi pripad z hlediska disperse. Uvedené dispersni kiivky jsou vypocteny pro
pripad rovinného pretvotfeni a konsistentni matici hmotnosti.

Je zfejmé, ze ve srovnani s linedrnimi prvky nepozorujeme u kvadratickych prvki
prakticky zadnou dispersi az do mezné frekvence odpovidajici bezrozmérné vlnové délce
H/X = 0.5. Poznamenejme, Ze nad touto frekvenci neplati predpoklad harmonického
feSeni (13). Déle si vSimnéme priitomnosti dalsich ¢tyf parazitnich feseni ve spektru kvad-
ratickych prvki. Nazyvaji se optickymi médy podle Brillouina [14] a jsou vyhradné spjaty
s diskrétnimi systémy. Cili na rozdil od akustickych médi (tj. podélnych a piiénych vin)
se neobjevuji v kontinuu. Dilezitou vlastnosti optickych modu je fakt, Ze nejsou vlastnimi
vektory a tedy neovliviiuji numerickou stabilitu feseni.

4. Odhad velikosti prvku sité

Negativni dispersni vlastnosti metody konec¢nych prvki je mozné ¢astecné potlacit vhod-
nou volbou parametri numerického modelu jako jsou typ a velikost prvku, velikost in-
tegracniho kroku. V praci [6] byly stanoveny dispersni kiivky pro metodu centrélnich
diferenci a Newmarkovu metodu. Bylo potvrzeno, ze dispersni chovani znacné zavisi na
velikosti casového kroku pro obé metody piimé integrace pohybovych rovnic. Da se vsak
ukazat, Ze vliv numerické integrace je zanedebatelny, pokud pro ¢asovy krok At definovany
bezrozmérnym Courantovym ¢islem Co plati

o ClAt

Co Vi

<05 (15)

V pracech [4, 7] byl pro velikost prvku odvozen empiricky vztah
H/\ < const (16)

kde hodnota const je volena v zavislosti na daném typu prvku a dovolenou relativni chybu
fazové rychlosti podle tab. 1. Z tabulky vyplyva, Ze pokud pro velikost kvadratického
prvku plati H < A/3, tj. const = 0.33, a pro velikost linearniho prvku H < \/10, tj.
const = 0.1, potom relativni chyba fazové rychlosti je mensi nez 2%.

Dovolena relativni chyba linearni prvek kvadraticky prvek

fazové rychlosti [%] const const
1 0.075 0.350
2 0.110 0.370
) 0.175 0.385

Tabulka 1: Hodnoty const pro volbu velikosti prvku.

Vlnovou délku A je mozné odhadnout z maximalni frekvence budicitho uc¢inku wq,,
kterou m4 jesté numericky model pfenést s dovolenou dispersni chybou. Odhad (16) déle



upfesnime s vyuzitim vztahi (7), (8) a odvodime vysledny navrhovy vztah pro velikost

prvku

1< 2meconst 7 (17)

wmax

a kontrolni vztah pro maximalni frekvenci w,,q, pro zvolenou velikost prvku H

2mciconst
max < . 18
w N (18)

Poznamenejme, Ze pokud obé podminky (17) a (18) vyhovuji pro rychlost pti¢né viny ¢,
potom jsou automaticky splnény i pro rychlost podélné viny ¢;.

5. Raz dvou elastickych valcu
Vysledky dispersni analyzy byly testovany na tiloze razu dvou elastickych valcti, pro kterou
je k dispozici analytické Feseni [8]. V case t = 0 s byly véalce v kontaktu a byla predepséna

pocatecni rychlost vy. Rozmeéry valcti a materidlové vlastnosti jsou uvedeny na obr. 4.

Y.

Obrazek 4: R4z dvou elastickych valcti. Geometrie: a = 2.5 mm, [ = 6.25 mm. Materidlové
vlastnosti: Youngtiv modul £ = 2.1 x 10° MPa, Poissonovo &slo v = 0.3, hustota p =
7800 kg/m®. Pocatetni podminka: v = 1 m/s.

Analytické feSeni [8] vyuzivajici Laplaceovu transformaci je znacné slozité. Slozky po-
suvil a napéti jsou vyjadreny pomoci nekonecnych rad nevlastnich integralii, které jsou
dale vycisleny numericky. Pro ilustraci je na obr. 5 nakresleno teoretické rozlozeni vlno-
vych cel v ¢ase cit/a = 2, kde r,z jsou valcové soutadnice, a je polomér vilce a t je
Cas.

Primarni podélna vlna se $ifi rychlosti ¢; danou rovnici (3), tj. ¢; = ¢ na obr. 5.
Déle jsou na obrazku znazornéna vlnova cela sekundarnich podélnych a pfi¢nych vin,
které vznikaji odrazem od povrchu valce. Odlehcovaci smykova vina se sifi rychlosti ¢,
danou rovnici (4), tj. co = ¢;. Srafované oblast odpovid4 napjatosti vyvolané razem dvou
pruznych poloprostort.

Uloha byla feSena jako osové symetricka, kazdy valec byl diskretizovany 100 x 250
¢tyfuzlovymi linedrnimi a 50 x 125 osmiuzlovymi serendipity elementy. Linearni sit byla
vytvorena pravidelnym rozdélenim kvadratické sité ve stfedovych uzlech. To znamena,
Ze linearni sit ma vétsi pocet stupiii volnosti NDOF = 50702 nez pivodni kvadratickd



sif NDOF = 38202. Pro integraci pohybovych rovnic byla pouzita Newmarkova integra¢ni
metoda. K potlaceni vlivu numerické integrace byl zvolen casovy integracni krok velmi
maly At = 1.038174 - 107 s, coz odpovid4 bezrozmérnému Courantovu ¢islu Co = 0.25
pro linearni prvky a C'o = 0.125 pro kvadratické prvky.

8 ~a),b),c) \a C ¥ r/a=0.05 __Z_/g

S
>

Obrazek 5: Teoretické rozlozeni vlnovych ¢el v ¢ase c1t/a = 2 [8].

V kapitole 4. byly odvozeny vztahy pro odhad velikosti prvku sité (17) respektive pro
maximalni frekvenci buzeni (18), kterou méa jesté numericky model prenést s dovolenou
dispersni chybou. Pokud zname casovy priibéh budici sily nebo ¢asovy priitbéh kinema-
tického buzeni, je mozné pomoci rozvoje do Fourierovy fady stanovit spektrum buzeni.
Vzhledem k tomu, Ze u testovaci ulohy je zatizeni realizovano kontaktni podminkou,
nelze pfimo stanovit spektrum zatizeni. Na testovaci tlohu ale mtzeme nahlizet takto:
sledovany vélec (viz. obr. 5) se pohybuje pocatecéni rychlosti vy, avSsak ma-li byt splnéna
kontaktni podminka—zastaveni ¢ela valcii, je nutné vyvolat posuv cela valce proti sméru
pocatecni rychlosti o hodnotu posuvu u = vpt, kde t je ¢as. Samoziejmé, ze v prubéhu
vypoctu se bude rychlost posuvu cela nepatrné ménit, ale pro odhad spektra buzeni bude
tento predpoklad dostatecny. Kinematické buzeni valce je tedy mozné vyjadiit linearni

zévislosti na case
u(t) = vonAt. (19)

pri vzorkovani s ¢asovym krokem At. Na obr. 6 je zobrazeno rozlozeni spektralni vyko-
nové hustoty S buzeni (19) ziskané rychlou Fourierovou transformaci. Ukazuje se, Ze pro
nahradu funkce (19) je postacujici uvazovani prvnich 10 ¢leni spektra. Tomu odpovida
maximdlni frekvence buzeni wy,,, = 6.817 - 107 [1/s].

Pro zvolenou diskretizaci je mozné podle vzorce (18) uréit dovolenou hodnotu maxi-
malni thlové frekvence. Pro relativni chybou fazové rychlosti mensi nez 2% vychazi pro
linearn{ prvky wdovelene — 8 09-107 [1/s] a pro kvadratické prvky wdevolena — 13 48-107 [1/s].
Cili v obou piipadech jsou hodnoty vypoctenych thlovych frekvenci vyssi nez pozadovana
maximalni thlova frekvence buzeni w,,,,. Poznamenejme, Ze naznaceny postup kontroly
zvolené diskretizace je opravnény pouze pro kratsi casy feseni, kdy je dominantni zatizeni

primarni podélnou vlnou a jesté nedochazi k vyraznym odraztim vln od povrchu véalce.

Srovnani presnosti lineadrnich a kvadratickych prvki je patrné z obr. 7, kde je nakreslen
pribéh normalisovaného osového napéti 0¥ = o,¢;/Avg podél osy vélce z/a v ¢ase c1t/a =
2 v malé vzdélenosti od osy r/a = 0.05 (viz. obr. 5). Déle je na obr. 7 nakresleno analytické
feseni.
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Obréazek 6: Rozlozeni spektralni vykonové hustoty kinematického buzeni.
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Obrazek 7: Rozlozeni osového napéti pro ¢;t/a =2 a r/a = 0.05.



Vsimnéme si, ze pribéh osového napéti je vyrazné ovlivnén prichody odlehcovacich
smykovych vln (viz. body A a B). Mezi body A a C by velikost osového napéti méla
byt konstantni o} = —2.333 odpovidajici napjatosti vyvolané razem dvou pruznych po-
loprostorti. V bodé C se napéti skokové méni z hodnoty o} = —2.333 na nulu. Pozna-
menejme, ze presnost analytického Teseni je vyrazné ovlivéna uvazovanym poctem c¢lent
v nekonec¢nych fadéach nevlastnich integrala [8]. Odvozené analytické feseni uvazuje prv-
nich 150 ¢lenii rozvoje. Nicméné je patrné, ze feSeni vyrazné osciluje v oblasti homogenni
napjatosti. Se zvySujicim se poc¢tem clent fady by se tento efekt mél zmensovat.

Ackoliv kvadratickd sit ma mensi podet stupiiti volnosti, je evidentni, Ze kvadratické
prvky jsou presnéjsi nez linearni. Kromé toho linearni feSeni podstatné vice osciluje. Tento
jev je zvlasté patrny v oblasti pred ¢elem viny, kdy itlum nezadoucich oscilaci je vyrazné
mensi nez v pripadé kvadratickych prvki.
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