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MATRIX EXPONENTIAL AND GEOMETRICAL MEANING OF
LOGARITHMIC STRAIN

Z. Fiala !

Summary: On the space of all symmetric positive definite matrices (the space of
deformation tensor fields) one can introduce a Riemannian geometry, so that the
matrix exponential represents a geodesic (i.e. a generalised straight line, the shortest
connecting line of two points) emanating from an initial point - the identity matrix,
in a direction given by a vector - the prescribed matrix. Based on this approach,
we prove that the logarithmic strain can be interpreted as a vector, determined
by a geodesic connecting an undeformed and a deformed states. This approach
applies also to deformation tensor fields, but unlike previous papers the deformation
process of the whole continuum will be described by mutually uninteracting tensors,
developed in separate points. As a consequence of this interpretation, it follows
that for hyperelastic materials there exists a one-to-one correspondence between
solution of a problem in the framework of small, and finite deformations, which is
given by this very matrix exponential. As a result, the solution in the framework of
finite deformations is determined by the corresponding solution in the framework of
small deformations.

1. Uvod

Priibéh deformace t&lesa B C &3 lze popsat bud’ globdlné pomoci zobrazeni ® : I x B — &3
parametrizované ¢asem z intervalu 7, a nebo, coZ je typické pro mechaniku kontinua lokalné
pomoci Casové zavislych symetrickych pozitivné definitnich kovariantnich 2-tenzorovych poli,
kterda kazdému bodu télesa prifadi metricky tenzor. Ten pak charakterizuje lokédlni geometrii okoli
bodu télesa pomoci skaldrniho soucinu libovolnych dvou vektort se spolecnym pocédtkem.

Z pohledu velkych deformaci tak Ize deformaéni proces télesa reprezentovat kiivkou C”:
I — M v prostoru vsech tenzorovych poli deformacnich tenzorii nad referenéni konfiguraci B
- zde budeme uvazovat pravd Cauchyho-Greenovy deformacni pole C°, kterd popisuji geometrii
deformovaného télesa z hlediska pozorovatele pevné spojeného s nedeformovanym télesem
B. Prostor M jako prostor v§ech Riemannovych metrik pfedstavuje nekonecné dimenzionalni
varietu, na které 1ze navic zavést Riemannovu geometrii, coZ umoZziiuje analyzovat deformacni
proces geometrickymi prostredky.

V piipadé malych deformaci bude deformacni proces reprezentovan trajektorii v linedrnim
vektorovém prostoru, v tomto kontextu tvoreném tecnym prostorem 7-+».M k variet¢ M v bodé
C", pfi¢emz tento bod ziroveii pfedstavuje pocite¢ni deformovany stav télesa.
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Metrické tenzory jsou vlastné symetrické pozitivné definitni matice, které tvofi otevieny
symetricky kuZel ve vektorovém prostoru vSech redlnych symetrickym matic. Na ném lze déle
definovat Riemannovu metriku a tak z néj vytvofit Riemanniiv symetricky prostor [Faraut 2001].
Jeho geometrie pak umoZziuje z netradi¢niho thlu nové interpretovat logaritmicky tenzor pie-
tvorenti.

V nésledujici Casti piispévku kratce zavedeme zdkladni pojmy a oznaeni. Poté shrneme
geometrii prostoru symetrickych pozitivné definitnich matic, kterd bude v dal$i Casti rozsifena
na prostor deformacnich poli. Protoze se budeme opirat o jednodus$si geometrii nez v pred-
chozich ptispévcich, shrneme starsi vysledky z oblasti mechaniky kontinua modifikované touto
geometrii. V Sesté Casti prispévku pak predloZime geometrickou interpretaci logaritmického
tenzoru pretvoreni a v sedmé jeji disledky pro mechaniku kontinua.

2. Pojmy a oznaceni

V této Casti pouze zavedeme pojmy a oznaceni, vyklad lze nalézt zejména v [Fiala 2001]
a [Fiala 2006]. V dalSim budeme oznacdovat kuzivou 2-tenzory, a tu¢né jejich odpovidajici
linearni zobrazeni (matice).

2.1 Deformace télesa je zobrazeni z referen¢ni konfigurace do aktudlni ®: B — S C &3. Pro
polarni rozklad odpovidajiciho deformacniho gradientu F = RU = VR plati

F:TxB—1T,S R:TxB—1T,S (D)
U:TxB—-1xB V:1,8S—1T,S. 2)

F a R jsou dvoubodové tenzory, U je symetricky pozitivné definitni smiSeny 2-tenzor v bodé
X € B, aV je symetricky pozitivné definitni, smiSeny 2-tenzor v bodé x € S a plati

U" = (V") =F 'V'F(=R 'V"R) 3)
V" = ¢,(U") =FU"F! (=RU"R™), 4)
kde ®* a ¢, oznacuji odpovidajici zobrazeni mezi piislusnymi prostory tenzorti v referencni

a aktudlni konfiguraci.

22 Metrika G : TxB — TyxB a g : 1,5 — T;S5. G je symetrické pozitivné definitn{
kovariantni 2-tenzorové pole uréené v kazdém bodé X € B referen¢ni konfigurace, g pak
symetrické pozitivné definitni kovariantni 2-tenzorové pole urcené v kazdém bodé =z € S
aktudlni konfigurace. Ob¢ tenzorova pole definuji skaldrni souciny na pfisluSnych prostorech,
a tedy lokélni geometrii téles pied, a po deformaci.

Pole pravych Cauchyho-Greenovych deformacnich tenzorii C°: TxB — T%B
C’=d*(g) =F'gF =GF'F=GC, (5)
kde C = F'F = U? : TxB — TxB a pro skaldrni soucin vektord D, H plati
C"(D,H) =(C’D,K); s =G(CD,H) = G(UD,UH), (6)

tj. urCuje lokdlné geometrii deformovaného télesa z hlediska pozorovatele v nedeformované
konfiguraci.

Pole levych Cauchyho-Greenovych deformacnich tenzorii b*: T,S — T*S
b =3, (G =FG 'F*=FF'g ' =bg ™, (7



kde b = FFT = V?: T, § — T,S a pro skalarni sou¢in vektorti d, h plati
b¥(d, h) = (bfd, h);, s = g(bd, h) = g(Vd, V), (8)

tj. urcuje lokdlné geometrii nedeformovaného télesa z hlediska pozorovatele v deformované
konfiguraci. Pro oba tenzory zarovei plati (viz. (3)-(4))

C = ®(b)=F 'bF C))
b = ¢,(C)=FCF . (10)
Piipominam, Ze transponované zobrazeni FT = G~'F*g, kde F*: T%B — TS je zobrazeni
mezi dudlnimi prostory. Déle oznaéime Piolovo B = C~! a Almasiovo ¢ = b~! deformacni

pole, nebo-li B* = (C”)* a @ = (b*)’. Symbol b oznaluje kovariantni, symbol f kontravariantni
tenzorové pole. Bez symbolu budeme oznacovat smiSend tenzorova pole.

2.3 Pro Casové derivace plati
(D, 00t o ) (g) = L4, g = 2(Vvy )sym = 2d°, (11)

kde Vv = (v);|; dz' ® da?, a symbol L,, oznatuje Liovu (t€Z Olroydovu) derivaci. Pozoro-
vatel spojeny s vlastnim télesem pak veli¢inu 2d” interpretuje jako

oC": = %Cb = 207d’. (12)

ProtoZe Cauchyho-Greenovo tenzorové pole C” predstavuje konvektivni metriku na t&lese B,
muzeme jeho ¢asovou derivaci vyjadfit rovnéZ vztahem [Simo et al. 1988]

0C” = Ly, C°” = 2(VV)) sym (13)

kde V = ®¥(V) oznacuje kovariantni derivaci asociovanou s konvektivni metrikou C” prostoru
B, L, = ®;(L,,) odpovidajici Liovu derivaci a v, konvektivni rychlost. V operdtorovém tvaru
pak mizeme vztah (12) zapsat ve tvaru

0C = G~'9C’ = 2G~'F*gdF = 2G'F*gFF'dF = 2F"FF'dF = 2CD, (14)
kde D = &*(d) = F'dF.
2.4 Logaritmické tenzory pretvoreni [Xiao et al. 1997] jsou smiSend 2-tenzorova pole

H = logUzélogC (15)
h = loszélogb7 (16)

urend symetrickou matici X = ZS’)\Z N; ® N; vztahem

3
1
logX = lim — (X"—1) =) "log(\;) N; ® N;. (17)

n—0 N

Opét plati (cf. (9)-(10

h = &,(H)=FHF .. (19)



3. Geometrie prostoru symetrickych pozitivné definitnich matic Sym™(n)

Na vektorovém prostoru M (n) vSech redlnych matic rozméru n x n lze zavést exponencidlni
zobrazeni g
ah T
s hodnotami v podprostoru GLT(n):={A € M(n)| det(A) > 0}. GL"(n) spole¢né s grupo-
vou operaci - maticovym ndsobenim tvoii Liovu grupu, tj. grupu, kterd je zaroven diferencova-
telnou varietou a ve které jsou operace ndsobeni a inverze matic diferencovatelna zobrazeni. Jeji
Liova algebra se znac{ gl(n) a je tvofena te€nymi vektory ke kiivkdm v G L™ (n) prochdzejicimi
jednotkovou matici, pfi¢emz plati gl(n)= M (n). Exponencidlni zobrazeni

exp(tA) ;== T+ tA + A+ (20)

exp : gl(n) — GL*(n) (21)

vSak nezobrazuje algebru na celou grupu, ale pouze jisté okoli nulové matice algebry se vza-
jemné jednoznacéné zobrazi na odpovidajici okoli jednotkové matice grupy. Proto k nému obecné
neexistuje inverzni zobrazeni. Omezime-li se v§ak na symetrické matice, exponencidlni zobra-
zeni zobrazi prostor vSech symetrickych matic sym(n) na cely prostor symetrickych pozitivné
definitnich matic Sym™*(n) C GI*(n), a to vzdjemné jednozna¢né. MiZeme k nému tedy
definovat inverzni zobrazeni

log : Sym™(n) — sym(n), (22)

které pro matice blizké jednotkové matici I mizeme vyjadfit vztahem

oo An
log(A) = Z(—n"n — (23)
n=0

Na prostoru Sym™(n) lze navic zavést Riemannovu metriku tak, Ze exponencidlni zobrazeni
bude odpovidat geodetikdm spojenym s touto metrikou.

S ohledem na polérni rozklad miZeme prostor Sym™(n) vyjadfit nasledovné
Sym™(n) = GL"(n)/SO(n) = R x SL(n)/SO(n), (24)

kde SL(n) = {A € GL*(n)| det(A) = 1} je grupa matic s determinantem rovnym jedné,
SO(n) = {A € SL(n)|AT = A~} je grupa ortogondlnich matic a R™ grupa kladnych
redlnych &isel s grupovou operaci - ndsobenim &isel. Prostor Sym™(n), ani prostor symetric-
kych pozitivné definitnich matic s determinantem rovnym jedné SSym™(n) = SL(n)/SO(n)
jJiZ netvofi grupu, ale tzv. Riemannitv symetricky prostor, tj. Riemannovu varietu s globalné
definovanou “’stredovou” symetrii. V nasem pripad¢ ji charakterizuje Riemannova metrika

(D,H)c :=tr(C"'DC'H) =tr (C"'D°C'H’)+ L r (C™'D) r (CT'H"), (25

vyjadfend pomoci skaldrniho soucinu libovolnych dvou vektori D, H € TcSym™* = sym(n),
vychdzejich ze spole¢ného bodu C € Sym™(n).

Tato Riemannova metrika je invariantni vzhledem k grupé& translaci GL™(n) ptsobicich na
prostoru Sym™(n), tj. plati vztah

(D, H)c = (p(A).(D), p(A).(H)) p(a)(c) » (26)



kde ptsobeni grupy G L™ (n) na prostoru Sym™(n), tj. translace, je dand vztahem
p(A)(C) := ACAT, 27)

piicemz A € GL*(n) a C € Sym™(n). Pro odpovidajici zobrazeni pfislu§nych prostori
tvofenych vektory - operaci push-forward p(A), : To.Sym™ — Tc)Sym™ pak dostdvame

p(A).(H) = AHAT. (28)

Stejné vztahy plati i pro podgrupu S L(n) grupy translaci G L(n) na prostoru SSym* (n). Rikdme,
Ze prostor Sym™(n), resp. SSym™(n) je homogenni vzhledem ke grupé translaci GL(n), resp.
SL(n) - tzn. Ze geometrie v okoli kazdého bodu je stejnd. Oba prostory jsou déle izotropni
vzhledem ke grupé rotaci SO(n) - tj. maji ve vSech smérech stejné vlastnosti, a na rozdil od
vektorového prostoru M (n), ktery je euklidovsky, SSym™(n) ma zdpornou konstatni kiivost
a tvoif tedy hyperbolicky prostor HP dimenze p(n) = 1 n(n + 1) — 1. Prostor R je plochy.
Vice o prostoru SSym™(n) viz. [Jost 2002], kap. 5.4, o hyperbolickém prostoru obecné viz.
[Cannon et al. 1997].

Riemannova metrika urcuje kovariantni derivaci i rovnici geodetiky, a jeji feSeni v piipadé¢,
kdy prochézi jednotkovou matici I, je pravé exponencidlni zobrazeni (20). Tato geodetika je
charakterizovand smérem - vektorem s pocatkem v bod¢ I. V obecném piipadé, kdy je zadana
libovolnym bodem C a smérem D € TcSym™, ji Ize zapsat vztahem

C(t) = C# exp(tCTHHC#) C} = Cexp(tCT'H). (29)
Pokud je geodetika zadand dvéma body C,, C;, pro smérovy vektor Hy; v bodé C, plati
H01 = CO IOg(C(;lcl) s (30)

pfi¢emz zaroven plati C(0) = Cpa C(1) = C;.

Geodetiky, jako nejkratsi spojnice dvou bodd, predstavuji pro Riemannovu varietu zobecnéni
piimky. Obecné plati, Ze v prostoru Sym™(n) lze libovolné dva body (tj. symetrické pozitivné
definitni matice) spojit pravé jedinou geodetikou, kterou lze ddle neomezené prodlouZit. Pro
vzdalenost bodi Cj a C; plati vztah

d(Co, C / Jicit o dt = || log(C5 ). 31)

Soubor geodetik prochdzejicich bodem C, déle umoziuje zavést tzv. normdlni souradnice
bodu C vzhledem k bodu C,

Cy® = Hy, = Cylog(Cy1Cy), (32)

které jsou v naSem prostoru Sym™(n) definoviny z libovolného bodu C, globdlné, tj. pro
vSechny matice.

A pozndmka nakonec: Protoze prvky GL*(n), resp. Sym™(n) jsou zobrazeni z vektorového
prostoru R"™ do sebe, reprezentuji tak zdroven smiSené 2-tenzory (1-kovariantni, 1-kontra-
variantni), resp. smiSené symetrické 2-tenzory.



4. Geometrie prostoru deformacnich tenzorovych poli M

V této Casti rozsitime vysledky z pfedchozi ¢asti na prostor M, tvofeny symetrickymi pozitivné
definitnimi poli deformac¢nich 2-tenzorti nad referen¢ni konfiguraci 3. Vzhledem k tomu, Ze
deformaéni proces télesa je v tomto prostoru reprezentovan kiivkou C°: I — M, znalost jeho
geometrie ndim umozni podrobnou analyzu deformacniho procesu geometrickymi prostiedky.

Na prostoru M lze podobné jako na prostoru Sym™(n) zavést Riemannovu geometrii. Rie-
mannovu metriku zde definujeme pomoci skaldrniho soucinu na vektorovém prostoru 7;» M
tvofeném souborem teénych vektori {9C*} ke viech kfivkdm prochazejicich bodem C°. Kli-
¢ovou roli pfi tom sehraje vztah (12)

OC” = 287 (d"),

ktery spojuje vektory OC” v prostoru M se symetrickymi 2-tenzorovymi poli v prostoru S -
poli rychlosti deformace d”.

ProtoZe pfirozenym rozsifenim skaldrniho soudinu vektor g(u, v) v prostoru S je skaldrn{
soucin symetrickych 2-tenzort

Q(dba hb) = dz’j h = gikgﬂ dz’j P (33)

v referen¢ni konfiguraci B mu diky vztahu (12) bude odpovidat skaldrni soucin symetrickych
2-tenzortt D’ = ®}(d”), H’= ®;(h"), ktery ma tvar (cf. (25))

C*(D’ H") = B*B}' D;; H,, = B.DFB.H" = tr (C"'DC™'H), (34)

piicemz (C~'); = B} = B G}; . Pro zavedeni Riemannovy metriky na M zbyvd jen rozsifit
tento skaldrni soucin na 2-tenzorova pole. Opét za¢neme u vektorovych poli na S, pro kterd l1ze
zavést dva prirozené skaldrni souciny [Binz 1980]

G%Ouv)=:]£wfﬂunﬁdvuﬁ:=}£C”HLVUdVKC¥)EE¢HG%0uvﬂ a (S

%wwz/ WWMM@=/@WWMMW®EﬁW%w% (36)
3(B) B

kde U = ®(u), V = ®(v) a JdV(G) = ®;[dv(g)]. Jakobidn J = CV/2 = (C°)}/2G~1/2,
dv(g) = ¢**dx, dV(G) = GY?dX a dV(C?) = (C?)Y/?dX. Stejny symbole zde oznaduje
jak tenzor, tak i deteminant odpovidajici matice. Veli€iny p a pp pak predstavuji hustotu,
pri¢emz celkova hmotnost zistava konstantni. Budeme-li navic uvazovat homogenni material,
ps zistdva konstantni a nenf tfeba ji vénovat pozornost, podobné jako koeficientu G—1/2 (viz.
(39)). Prvni skaldrni soucin G§g je invariantni vzhledem k transformacim soufadnic, druhy
Gg, ktery byl zavedem v hydrodynamice [Arnold 1966], naopak vyjadfuje kinetickou energii
systému T'(u) = 3 G (u, 1) , kterd uZ na vztazné soustavé soufadnic z4visi.

Nyni snadno ziskdme odpovidajici dvé Riemannovy metriky na M, jako skalarni souciny
symetrickych 2-tenzorovych poli na B

(D', H’) = ®; (T2(d’, 1)) :/B““BﬂDZ-jHM dV(C") a (37)
B

7, (D", H') = @;(T2(d", 1)) = / B*BI'Dy; Hy ps dV (G) . (38)
B



Skalarni soucin I'},, je rovnéz invariantni vzhledem k transformacim soufadnic, ale Rieman-
nova geometrie prostoru M s nim spojend je vyrazné sloZitéj$i nezZ v piipadé metriky F’gb.
Tato druhd metrika totiz vede k tomu, Ze se jednotlivé body kontinua béhem deformace cho-
vaji na sobé vzdjemné nezdvisle, tzn. Ze kontinuum je mozné popisovat lokdlné bod od bodu,
a charakterizovat jej Riemannovou metrikou (34). V piipad€ prvni metriky I'¢,, je totiZ doda-
te¢ny ¢len (C”)'/2 zodpovédny za vzdjemnou interakci mezi riiznymi body kontinua, coZ celou
analyzu vyrazné komplikuje (viz. [Freed et al. 1989], [Gill-Medrano et al. 1991], [Binz 1980]
a [Fiala 2006]). Rozdilnost geometrii odpovidajici metrikdm (37) a (38) je dobfe patrnd ze
srovnéni prisluSnych geodetik: (55) a [Gill-Medrano et al. 1991].

V tomto prispévku se s ohledem na pfirozenou souvislost s hydrodynamikou (a narozdil od
predchozich pfispévki) soustiedime na Riemannovu metriku I'-» odvozenou od druhé metriky

rgb

To(D°, H): = / C"(D’,H’)dX = / B*BY DjHy dX (39)
B B

kde D°, H’ € T,» M oznacuji vektory se spoleénym pocitkem v bodé C”. Tato metrika ndm
umozni bezprostiedné vyuzit vysledkl pro exponencidlni a logaritmické zobrazeni symetric-

kych pozitivné definitnich matic z ptfedchozi ¢asti prispévku. V dalsi ¢4sti proto jesté shrneme
vysledky z [Fiala 2006] modifikované touto volbou metriky.

5. Mechanika kontinua v ramci Riemannovy variety Riemannovych metrik

5.1 Necht kfivka C? reprezentuje deformaéni proces C*: I — M, pak z hlediska geometrie
variety M predstavuii jeji te¢ny C? vektory, a mnoZina téchto teen {9C? } vektorové pole podél
ni. UkdZeme, Ze ¢asovy priubéh druhého Piolova-Kirchhoffova pole napéti béhem deformace
tvoii podél této kiivky kovektorové pole.

Vykon vnitinich sil miZzeme zapsat nékolika zptsoby:

0B;
ot

/8<oﬂ,db>m dv :/B<Pﬁ,Db>TXB dV =T (K’ §0C)) = <PK%305>TC¥M, (40)

kde K’= ®}(Jo’) je konvektivni pole napéti, P* = ®:(.Jo*) je druhé Piolovo-Kirchhoffovo
pole napéti a symbol o reprezentuje Cauchyho napéti. Vztahy (40) znamenayji, Ze druhé Piolovo-
Kirchhoffovo pole napéti P* predstavuje z hlediska prostoru M kovektor (kovariantni vektor),
zatimco konvektivni pole napéti K” vektor (kontravariantni vektor) — podobné jako veli¢ina
OC?. Casovy priibéh druhého Piolova-Kirchhoffova pole napéti béhem deformace pak tvori
podél kiivky C? kovektorové pole.

Zménu vnitfni energie AF; v télese na konci deforma¢niho procesu C? lze zapsat jako
kiivkovy integral

A, —/ (P4 LOC) 1 i dt E/ 1pt, @1)
(to,t) “ c;

Pokud se deformace odehrava v elastickém kontinuu, tato zména vnitini energie nezdvisi na

integracni cesté (miZeme volit ty nejjednodussi — geodetiky), a samotna vnitini energie je na
prostoru M potencidlem, tj.

P! = 2dME; (42)



Vv,

kde d™ predstavuje vngjii diferenciél na varieté M, a tedy

0@-
oC;;’

P9 =2 (43)

5.2 Rychlost zmény tenzorovych poli podél kiivky C?, tj. jejich ¢asové derivace, jsou uréeny
kovariantni derivaci

D 0 ‘< -

Di 0 = En O + Vy: © v referencni konfiguraci (44)
D D ot -

Dr 0= o, [Ft @] v aktudlni konfiguraci (45)

Pro vektorové pole U podél C? a jemu odpovidajicimu Casové zdvislému symetrickému 2-
kovariantnimu tenzorovému poli u na S tak dostavame

D au 1
— — (= _ maBab maBab 46
(Dt U>mp ( pr )mp 5 (oC Uy, + U, IClyp) (46)
D .
(Eu) - <£Ut u)mp - (dmagabubp + umagabdbp) = (UZJ)mp ) (47)
mp

pro kovektorové pole 2 podél C? a jemu odpovidajicimu ¢asové zavislému symetrickému 2-
kontravariantnimu tenzorovému poli w na S

D K ds? K 1 ia bj ia bj

(E Q> = (E) +§(Q OCaBY + B 9C,Q") (48)
D U_ ] ia bj ia bi\ _ (e ZI\J

%) = Lo w)’ + (W dug” + g daw”) = ()7, (49)

kde ZJ oznacuje Zarembovu-Jaumannovu ¢asovou derivaci

Casovi derivace pole napéti P* jakoZto rychlost zmény kovektorového pole podél trajektorie
C} v M je tak dand vztahem (49). Protoze D/Dt(J ') = —1(8C,, B®)J 1, ddle plati

D (1 D (1 1D 1 1 1D
— (=P ) == (=) P +==P' =—-=(0C,, B®) =P + ——P* 50
Dt(] ) Dt(J) 7Dt (00w BY) 5P+ 55, 0

a éasovou derivaci pole Cauchyho napéti o* béhem deformac¢niho procesu tak miizeme vyjadfit
pomoci Zarembovy-Jaumannovy ¢asové derivace Kirchhoffova pole napéti 7*

D D [1
ﬁ: —_— —_— ﬁ
4 _Qt*[ t(JP>

= — (dw g™) 0" + —@t*[—Pﬁ} = —ottr(d”) + =72, (51)



6. Geodetiky a logaritmicky tenzor pretvoieni

V zakfiveném prostoru geodetika predstavuje zobecnéni piimky, kterou stejné jako primku
v Euklidovském prostoru charakterizuje to, Ze jeji teCné vektory tvoii paralelni vektorové pole.
Splnuji tedy rovnici [Jost 2002]

(Vactb aof)ij ~0. (52)

ProtoZe pro nasi Riemannovu metriku plati (viz. (46))
(vactb acf) =020y — A0y BMIC, = Cy, (BMC;) = 0, (53)
i

pole smiSenych tenzort 2D} = B*(t) 0Cy;(t) zistdva v pribéhu deformace konstatntni a rov-
nice (52) nabyva tvar (cf. (29))
OCy;(t) = Ciy(t)2D5 . (54)

Jejim teSeni je geodetika vyjadifend pomoci exponencidly konstantniho maticového pole D
tvofeného slozkami D

Ciy(t) = Ciy(0) [exp 2tD]” . (55)
Srovnej téZ [Rougée 1997].

Pokud tato geodetika prochazi poc¢ite¢nim bodem C’g rychlosti 8(]8 , je maticové pole D
dano vztahem (cf. (14))
2D = B, 0C) = B! 0C? (56)

v ptipadé, kdy je uréena dvéma body C} a C” , pak vztahem (viz. (22),(23))
2D = log [B}C”] /7 = log [B}C’] . (57)

Symboly B, B, C’, C zde opét ozna¢uji maticova pole tvofend slozkami tenzorovych poli 5,
B, C” C, nebo jejich reprezentace jako linedrni zobrazeni. Protoze B, 0C, = Bg 0C", vztah
(56) 1ze také zapsat ve tvaru (viz. (28))

2D = p.(By/*)(9Co) = p.(B,”*)(9C)). (58)
z kterého vyplyvd, 7e geodetika (55), vyjadiena pomoci smiSeného tenzoru C; = G~1C”
Ct CO exp[ tBo 8(30] (59)

vznikne translaci geodetiky prochdzejici pocate¢nim bodem I rychlosti 2D =B, 0C, do bodu
Co= p(Cy/*)(T) (viz. (27)-(29)).

Soubor geodetik vychazejicich z libovolného bodu C’g dale umoznuje definovat exponencidlni
zobrazent (cf. (21)) vektorového prostoru Tog M na cely prostor M

H’ — expe (H') := O}, (1) = C exp| 2B H') (60)

pomoci geodetik C7, (£) prochdzejicich timto bodem Cy,,(0) = C§ riznymi sméry 9CY,,(0) =2H".
Vzhledem k tomu, Ze v kazdém bodé X € B je prostor deformaénich tenzord M (X') izomorfni
prostoru symetrickych pozitivné definitnich matic Sym™ (n), zobrazuje exponencidlni zobrazeni
vektorovy prostor Tcg M na cely prostor M vzdjemné jednoznacné. Proto také k nému existuje,



vzhledem k libovolnému bodu C’g , inverzni logaritmické zobrazeni (cf. (30)) celého prostoru
M na vektorovy prostor T M

C" — log o4 (C*) := Hy = 1Cqlog [B{C']. (61)

Z hlediska geometrie prostoru M tedy veli¢ina log Cg(Cb) € TCgM reprezentuje vektor
s po&atkem v bod& C;. Vzhledem k tomu, %e logaritmické zobrazeni zobrazuje cely prostoru
M na cely vektorovy prostor Tcg/\/l vzajemné jednoznacné, kazdému bodu C” odpovida pravé
jedem vektor H’ a naopak. V pifpadg, kdy referenéni bod Cjy odpovidd jednotkové matici, tedy
identickému zobrazent, a tedy nedeformovanému stavu, log o, (C)~H= %log C (cf. (15)).

7. Korespondence Feseni v ramci malych a konecnych deformaci pro hyperelastické
materialy

Uvazujme deformaéni proces télesa ® : I x B — &3. Jemu odpovidd Casové zavislé pravé
Cauchyho-Greenovo deformaéni pole C? = ®7(g), Eulerovu poli rychlosti v pak rychlost de-
formace OC® = 2®;(d”), pfi¢emz plati (viz. (11) a (12))

d"(0)= 1Ly g=(VV")sym - (62)

ProtoZe d(v) = e, kde €} = (u’|; + u|;) oznaCuje tenzor malych deformaci a v = du,
piriistek deformace OC”, resp. d”(v) se ziska z vychoziho deformovaného stavu C} feSenim
tlohy v rdmci malych deformact, tj. feSenfm linearizované tlohy v okoli bodu Cj.

Abychom odvodili tuto linearizovanou ulohu, uvazujme kvazistaticky deformacni proces
popsany trajektorii v prostoru poli deformac¢nich tenzord C*: I — M. Pro kazdy bod této
trajektorie pak musi platit princip virtudlnich praci

/a 9o(T51) ds +/ng(f,w) dv :/<aﬁ,db(¢)>mdv, (63)

ST S

Princip virtudlnich praci v inkrementalnim tvaru, a tedy linearizovanou ulohu, ziskdme po-
rovndnim virtudlnich vykoni vnitinich sil v dvou riiznych, po sob& jdoucich stavech (C?, PF)
veaset,a(Cl ., Pf ") V Case t + dt. ProtoZe tyto vykony jsou vyjddieny veli¢inami z te¢nych
a kote¢nych prostord nad riznymi body C? a C? 4 prostoru M (viz. (40)), jejich srovnani lze
uskutecnit jen pomoci paralelniho prenosu, v limité€ pak pomoci kovariantni derivace vzhledem
k piirGstku deformace OC.. Pro inkrementdlni princip virtudlnich praci pro neznimou 9C,
resp. d’(v), pak dostdvame [Fiala 2006]

[ ot i [atfoa- [ Lerodm) o o

T8
kde (viz. (51))
SEB) = [+ o (@) 0), (65)

pfi¢emz vztah (64) plati pro libovolné virtudlni pole posunuti 1) na S. Vzhledem k definici (49),
Casovd derivace (65) predstavuje linedrni funkciondl nad d"(v) , resp. 0C”.



V ramci okrajovych podminek uvazujme zménu poloh (posunuti) £ — (&) na &asti hranice
télesa. Body & a ¢(€) nyni miizeme propojit v Euklidovkém prostoru £3 takovou geodetikou
Exp,(tv), Ze platf p(§) = Exp,(v). Vzhledem k tomu, Ze deforma¢nimu procesu, z globdlniho
hlediska popisovanému timto souborem geodetik - tedy dseckami ur¢enymi jednotlivymi vek-
tory pole v (viz. [Ebin et al. 1970], teorem 9.1), bude z lokalniho pohledu odpovidat deformacni
proces expc; (0C”), budou okrajové podminky (posunuti jako vektory, ale i zatizeni jakoZto
kovektory) pro tlohu v radmci malych (rychlost v) i kone¢nych deformaci (konecné posunuti
up = 1 - v) totozné.

Vypocteme-li pak na zdkladé inkrementédlniho principu virtudlnich praci pro vychozi defor-
movany stav C§ a dané okrajové podminky deformaéni piiristek C®, odpovidajici deformace
C” v ramci kone¢nych deformaci bude ddna zobrazenim tohoto deformaéniho piirtistku z vy-
choziho stavu do prostoru poli deformaénich tenzort M — tj. zobrazenim vektoru 9C” z te¢ného
prostoru Tcg M v bodé C’g do prostoru M (viz. (60)).

8. Zavér

Rozvinutim pfistupu k mechanice kontinua v rdmci nekone¢né dimenziondlni Riemannovy
diferencidlni geometrie bylo ukdzano, Ze pole deformacnich tenzorti a odpovidajici pole logarit-
mického tenzoru pretvoreni jsou dvé naprosto odlisné veli¢iny - bod a vektor v nekone¢né dimen-
ziondlnim Riemannové prostoru Riemannovych metrik, tvofeném pravymi Cauchy-Greenovymi
deformacnimi poli. V tomto prostoru predstavuje logaritmické pole pretvoreni vektor urcujici
nejkratsi spojnici - geodetiku - mezi polem jednotkovych tenzord, reprezentujim nedeformovany
stav, a polem deformacniho tenzoru, reprezentujicim deformovany stav. Tato interpretace navic
umoziuje zavést logaritmicky tenzor pietvofeni obecnéji pro piipad, kdy vychozim stavem neni
nedeformovany, ale jakykoliv deformovany stav (viz. (15) a (61)). To pak umozZniuje obejit
problémy spojené s tim, Ze vychozi konfigurace neni ’stress-free’ (viz. [Bruhns et al. 2002]).

Diusledkem této interpretace pro hyperelastické materidly je zejména vzajemné jednoznacna
korespondence mezi feSenim elastostatické ulohy v ramci malych a kone¢nych deformaci. Této
korespondence 1ze pak pouZzit k feSeni ulohy v rdmci kone¢nych deformaci pomoci odpovidajici
linedrni dlohy v rdmci malych deformaci. Konkrétni postup, jak toho dosdhnout, je rovnéz
odvozen na zdklad€ geometrickych dvah v ramci nekone¢né dimenziondlni Riemannovy diferen-
cidlni geometrie.

9. Podékovani

Prispévek byl pfipraven v ramci vyzkumného zaméru AV0Z20710524 .
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