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THE INFLUENCE OF THE MINDLIN’S BOUNDARY CONDITIONS
ON WAVE PROPAGATION IN THICK ANISOTROPIC PLATE

O. Cervena, P. Hora '

Summary: This paper deals with analytical formulation of dispersion curves for
stress waves in a free (001)-cut cubic and orthotropic plate. The direction of wave
propagation is arbitrary and it is defined by the angle ¢, the angle between the [100]
axis and the wave vector. The dispersion curves for Cu and carbon reinforced composite
are presented. These results are compared to the uncoupled Mindlin modes. This work
is very important for determination of the elastic coefficients of anisotropic materials.

1. Uvod

Stanoveni elastickych konstant anizotropnich materidli je velice obtizné, zejména ma-li se jednat
o nedestruktivni metodu. Pfi metodé€ nedestruktivniho ur¢ovani elastickych konstant anizotropnich
desek se pouziva porovnavani disperznich kiivek tlusté desky, vyrobené ze zkoumaného materialu,
ziskanych méfenim s vypoctenymi disperznimi kfivkami tlusté nekonecné rozlehlé desky s volnymi
okrajovymi podminkami, u niZ se postupné méni hodnoty elastickych konstant, aZ dojde ke shodé.
Tato metoda je Casové velice naro¢nd, nebot’ vyZaduje opakovany vypocet disperznich kiivek.
Z tohoto divodu jsme odvodili aproximacni disperzni vztahy pro kubické a ortotropni desky, které
jsou zaloZeny na zobecnénych Mindlinovych okrajovych podminkéch ( ).

Kromé aproximacnich vztahl jsme odvodili i analytické
vztahy pro disperzni kiivky kubickych a ortotropnich desek R
tloustky 2d pro libovolny smér Sifeni ¢ (viz obr.1). [001] e
Pro odvozeni analytickych disperznich vztahii jsme po- / k A
uzili metodu parcidlnich vin ( ). V prispévku je f\ ¢
uvedeno vy¢isleni disperznich vztaht pro méd (kubickd ani- [ — - Y
zotropie) a uhlikovy kompozitni material (ortotropni anizo- N
tropie).
Pfi odvozovani disperznich vztaht jsme vyuZivali systém  Qpy, 1: Smér §ifen{ v roving (001).
pro symbolické vypocty , bez kterého bychom hledané
vztahy jen tézko ziskali. Nejvétsi pomoci systému Maple
byla jeho schopnost rozlozit determinant sloZité matice fadu 6 na soucin dvou ¢lent, z nichZ jeden
reprezentuje symetrické mody a druhy antisymetrick€ mody disperznich kfivek.
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2. Pouzité metody FeSeni

K ziskéan{ analytickych disperznich vztahti jsme pouzili metodu parcidlnich vin, kterd predpoklada,
Ze se feSeni sklad4 z jednoduchych vin exponencidlniho typu, které putuji mezi okraji desky. Kazd4
parcidlni vlna musi mit stejnou hodnotu k, = k = w/v, kde v je fazova rychlost viny v desce.
ReSeni m4 tvar u; = ajexp [ik(z + 1.2)], (j = 2,y, 2 al, = k./k,), pro kazdé parcidlni vinové
feSeni. u; jsou slozky vychylek, k; slozky vinového vektoru a «; slozky polarizace parcidlnich
vin. Substituci predpoklddaného feSeni do Christoffelovy rovnice ziskdme soustavu tfi homo-
gennich linedrnich rovnic pro oy, ay, a o ( ). Netrivialni feSeni existuje, pouze pokud
je determinant soustavy nulovy. To vede na polynom Sestého fadu pro [,, ktery ma Sest kofent
lg"), n = 1,...,6. Parcidlni vlnové feSeni definované t€émito kofeny odpovidd tfem dopadajicim
a tfem odrazenym vlndm. Vztahy pro parcidlni viny jsou nyni

6
Uj; = ch Oz;n) exp [’lk(l’ + lgn)2>] 5 (] = LIZ‘,y,Z)- (1)

n=1

Vazba mezi parcidlnimi vlnami na okraji desky je dana okrajovymi podminkami pro napéti T'
Ty.=T,,=1T.,=0, pro z = *d. 2)

Substituci vztaht (1) do okrajovych podminek (2) dostaneme soustavu Sesti homogennich linear-
nich rovnic, ve kterych jsou koeficienty C,, funkcemi p, c;;, w/k = v a kd. Zde p je hustota a
cry jsou elastické konstanty. Opét netrividlni feSeni existuje, pouze pokud determinant soustavy je
roven nule, coZ urcuje disperzni vztah mezi w a k.

Pro odvozeni aproximacnich disperznich vztahti (oddélenych médi) byly pouzity Mindlinovy
okrajové podminky ( )

T,.=0, wu,=0 nebo T,.,=0, wu,=0. 3)

Tyto okrajové podminky lze pouZit pro oddélovani médl pfi ¢ = 0° a ¢ = 45° (pro kubickou) a
pii ¢ = 0° a ¢ = 90° (pro ortotropni) desku, kdy sagitdlni rovina tvofi rovinu symetrie krystalu a
1ze tedy oddélit pti¢né horizontalné polarizované (SH) médy. Pro obecny uhel Sifeni jsme k ziskani
oddélenych médii doplnili okrajové podminky (3) o podminku u, = 0 ( ).

3. Vysledky

Byly odvozeny analytické disperzni vztahy pro kubickou a ortotropni anizotropii. Vzdy jsme
vySetfovali zvI4st’ sméry, které tvofi rovinu symetrie krystalu. Tj. ¢ = 0 a 45° pro kubickou
anizotropii a ¢ = 0 a 90° pro ortotropni anizotropii. V téchto smérech Ize oddélit SH-mdédy. Déle
jsem ziskali vztahy pro obecné thly.

Grafické zndzornéni disperznich zavislosti pro kubickou desku a smér Sifeni ¢ = 0° je zndzor-
néno na obr. 2 a pro smér §ifeni ¢ = 45° je zndzornéno na obr. 5. Pro ortotropni desku a smér Sitfeni
¢ = 0° je zndzornéno na obr. 6 a pro smér Sifeni ¢ = 90° je zndzornéno na obr. 9. Na téchto ob-
rdzcich jsou vzdy nahotfe SH-mdédy, vlevo dole symetrické médy spolecné s oddélenymi piicnymi
vertikdlné polarizovanymi (SV) médy a podélnymi (P) médy vpravo dole antisymetrické mody
spole¢né s oddélenymi médy. SV-mddy jsou zobrazeny plnou ¢arou a P-médy preruSovanou.

Grafické znazornéni disperznich zavislosti pro kubickou desku a smér Sifeni ¢ = 15° je

zndzornéno na obr. 3 a pro smér Sifeni ¢ = 30° je zndzornéno na obr. 4. Pro ortotropni desku a
smér Siteni ¢ = 30° je zndzornéno na obr. 7 a pro smér Siteni ¢ = 60° je zndzornéno na obr. 8.
Vlevo jsou vzdy zndzornény symetrické mody, vpravo antisymetrické mody spolecné s spolecné

s trojici oddélenych méda. Ty jsou zobrazeny postupné plnou, pierusovanou a teckovanou ¢arou.
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Obr. 2: Disperzni kiivky pro smér Siteni 0°. SH mody — nahote,
symetrické, antismetrické médy a Mindlinovy kiivky —dole.
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Obr. 3: Disperzni kiivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 15°
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Obr. 4: Disperzni kiivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 30°
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Obr. 5: Disperzni kiivky pro smér Sifeni 45°. SH mddy — nahore,
symetrické, antismetrické médy a Mindlinovy kiivky —dole.
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Obr. 6: Disperzni kfivky pro smér §ifeni 0°. SH mdédy — nahote,
symetrické, antismetrické médy a Mindlinovy kiivky —dole.



w d [10* m/s]
\
\
\\\
\ N

kd[] kd[]

Obr. 7: Disperzni kiivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 30°

symetrické médy ¢ =60° antisymetrické mody ¢ =60°
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Obr. 8: Disperzni kiivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 60°
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Obr. 9: Disperzni kiivky pro smér Sifeni 90°. SH médy — nahote,
symetrické, antismetrické médy a Mindlinovy kiivky —dole.



4. Deska s kubickou anizotropii
e smér Sifeni ¢ = 0 a 45°
Disperzni vztahy jsou ndsledujici (symetrické médy j = 1, antisymetrické médy j = —1):

g<lg>kd> <012a;1)+cl m z(”)( ()l(>+a(3>) 7

= , 4)
tg (lé?’)kd) <012 aé) + c11 o) l(3)) ( é ) l§1) + oz,(zl))
kde pro ¢ = 0°:
oM = —(c12 + 044)l§”), ol = ey + eyl — pv? pro n=13
apro ¢ = 45°:
oV = —(c12+ 044)l,£n), al” = 2 (c11 + c12) + caa(1 + l,(zn)Q) —pv® pro n=1,3
Disperzni zavislost pro SH-mddy pro oba sméry Sifeni je ddna vztahem:
sin (219kd) =0 = 1® =Nr/2kd pro N=0,1,2,... (5)
Disperzni zavislosti pro odd€lené médy jsou nésledujici:
sin (21"kd) =0 = 1" =Nnr/2kd pro n=13 a N=0,12,... (6

Rovnice (6) pron = 1 predstavuje disperzni zavislost pro oddélené SV-mddy a pro n = 3 zdvislost
pro oddélené P-mddy.

e smér Sifeni 0 < ¢ < 45°
Disperzni vztahy jsou nésledujici:
CE mdye (1) (3) (5) _
symetrické mody: tg (I27kd) A + tg (27kd) B + tg (27kd) C' =0

antisymetrické médy: cotg (zgl)kd) A + cotg <z§3)kd) B + cotg (z&””m) C=0

(7)
kde

A= (c 1042 )lﬁl) + 012> [ozg(f))lf) (ozgg) + l£3)> — ozl(, l <Z(5 + ozz )]
B = (c a1 e ) [aél)lgl) (oz,({r’) + l,(25)> — 041(, 38 (l(l +al )]
C = (etr0®1? 4 ) [af1 (ol + 1) = oD (1) 4 o),

o) — (1 —2cos? @) (c11 — c12 — 2¢44) Sin ¢ cOS @ o) — (c12 + 644)l§n)
= ) z = n)2
Y —25sin? ¢ cos? ¢ (11 — c12 — 2¢44) + pv? — (lifn)2 + 1) Cas pv2 — C4y — Clll,(z )

pron=1,3,5.
Disperzni zavislosti pro oddélené médy jsou nésledujici:

sin (21kd) =0 = 1" =Nnr/2kd pro n=1,35 a N=0,1,2,... (8



5. Ortotropni deska
e sm¢ér Sifeni ¢ = 0°

Disperzni vztahy jsou ndsledujici (symetrické médy j = 1, antisymetrické médy j = —1):
J
tg (zﬁ”m) <013 al + cgq 0V 19)) (a;3> 1@ 4 aS"))
— , 9)
tg (lgg)kd> <C13 Oé§c3) + C33 Oé,(zg) lf’)) (Ozgl) lgl) + Oé,(zl))
kde ol = —(c13 + 055)l§"), o = + c55l§")2 —pv? pro n=1,3.

Disperzni zavislost pro SH-mdédy je ddna vztahem:
sin (219kd) =0 = 1 =Nn/2kd pro N =0,1,2,... (10)
Disperzni zavislosti pro oddélené médy jsou nésledujici:
sin (210kd) =0 = I =Nn/2kd pro n=1,3 a N=0,1,2,... (1)

Rovnice (11) pro n = 1 pfedstavuje disperzni zdvislost pro oddélené SV-médy a pro n = 3
zavislost pro oddélené P-mody.

oA

e smér Siteni ¢ = 90°
Disperzni vztahy jsou nasledujici (symetrické mody j = 1, antisymetrické médy j = —1):

J
tg (zé”m) <c23 ol 1 cz5 ) 12“) <a§,;°’> ¥ 4 af'))

5 (19kd) | (w0 + o 1) (o1 4 o) | .
kde o\ = —(co3 + 644)l,(zn), o™ = ¢y + c44l,(zn)2 —p? pro n=1,3.
Disperzni zavislost pro SH-médy je ddna vztahem:
sin (219kd) =0 = 1 =Nm/2kd pro N =0,1,2,... (13)
Disperzni zavislosti pro odd€lené médy jsou nédsledujici:
sin (21"kd) =0 = I =Nn/2kd pro n=13 a N=012,... (14

Rovnice (14) pro n = 1 predstavuje disperzni zdvislost pro oddélené SV-médy a pro n = 3
zavislost pro oddélené P-mody.



e smér Sifeni 0° < ¢ < 90°
Disperzni vztahy jsou nasledujici:

symetrické mody:

antisymetrické mody: cotg (lg kd

kde

tg(z k:d) A +

)

tg (zf’)/fd) B + tg (z@m) C=0
A + cotg (lf’%d)B + cotg (z§5>kd)czo’

(15)
A= (D0 D0 [0+ (B9 ) o e 3] e
B = ( 5)D(l) 1)D?(f’)> [DS”) + (Exg) — B! )> cos ¢ (c13 — 02,3)} C44C55,
C= ( 5)D1(43)> [Dgl) + (Exl) - E( )> cos ¢ (01,3 - 02,3)} C44C55,
DI = o) | o)
DI — o )
DI = a1 g5 + Y ca,
EM = o cos ¢,
pro n=1,3,5,
Eén) = ag(,n) sin ¢,
al” = c3301 1" 4 (9192 + c3393 — 93) 1" + g gs,
(n) = —C3305 l,(zn)4 + (9496 + 3397 — 92 95) lgn)Q + g2 g7,
( ) = ((94 95 — 91 96) i - (93 96 + 94 97)> i,
g1 = sin® ¢ cs 5 + cos? peya,
g2 = sin® ¢ gy + cos® G55 — pu?,
g3 =sin’pcos? @ (c11 —2¢10+ cap —4co6) + Co6 — pU2,
gs =singcosd (cag — c13+ 44— C55),
g5 =singcosd (cqq — C55) ,
go = sin® ¢ (coz + ca4) +cos’ ¢ (c13 + C55),
gr =singcosd (c1a — caa+2ce6+ (11— 2¢10+ oo —4cgg) cOS2 D).
Disperzni zavislosti pro odd€lené médy jsou nésledujici:
sin (21"kd) =0 = I =Nn/2kd pro n=135 a N=0,1,2,... (16)



6. Zavér
V piispévku jsou uvedena analyticka vyjadfeni disperznich vztahti pro nekone¢né rozlehlou tlustou
desku s kubickou resp. ortotropni anizotropii a volnymi okrajovymi podminkami. Analytické
vztahy disperznich zdvislosti byly odvozeny pro libovolny smér Sifeni v roviné desky s orientaci
(001). K odvozeni disperznich zdvislosti bylo pouZito metody parcidlnich vIn a s vyhodou pouZit
systém pro symbolické vypocty ( ). Analytické vysledky pro kubickou anizotropii jsou ve
shodé s praci ( ), kde vSak byly disperzni vztahy poc¢itiny numericky pomoci
obecného programu pro vypocet vrstevnatého anizotropniho prostiedi. Analytické vysledky pro
ortotropni anizotropii jsou ve shodé s knihou ( ) 1 ¢lankem ( ) , kde je
v8ak ve vyslednych vztazich chyba.

Pro tcely stanoveni elastickych konstant anizotropnich materidli byly odvozeny aproximacéni
disperzni vztahy pro kubické a ortotropni desky zaloZené na zobecnénych Mindlinovych okrajo-
vych podminkéch ( ).

7. Podékovani

Piispévek vznikl na zdkladé podpory projektu GA CR &. 101/06/1689 Analyza komponent modelu
systému pro metodiku akustické emise a zaméru UT AV CR, v.v.i., AV0Z20760514.
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