National Conference with International Participation

ENGINEERING MECHANICS 2007
007 Svratka, Czech Republic, May 14 — 17, 2007

)

VAULTS AND SHELLS - COMPARISON OF NUMERICAL
AND EXACT SOLUTION

P. Beran*, J. Maca*, J. Kott*

Summary: This contribution deals with the modeling of shells. One of the
possible methods how to numerically model a shell is to approximate its curved
surface by several plane areas. This method is demonstrated on the numerical
models of a cylindrical and conic shell. The results obtained from these models
are compared with the solution of these structures by the membrane theory. If the
shell is divided into a sufficient number of plane sub-areas, the results obtained by
the Finite Element Method are nearly the same as those obtained by the
membrane theory. The only exceptions from these results are those places of the
shell support where the failures of the membrane state of stress occur.

1. Uvod

Pro vypocet stavebnich konstrukci se v inZzenyrské praxi pouZzivaji programy, které umoziuji
vytvoieni numerickych modelt metodou konecnych prvki. (Feat, Nexis, SCIA) Ne vSechny
z téchto programli umoznuji vkladani zakiivenych ploSnych konstrukci. Jednim z moznych
feseni je aproximovani této plochy (vélec, kuzel, koule) n€kolika rovinnymi oblastmi. Toto
feSeni pfichazi v tivahu pouze tehdy pokud program neumoziuje vlozeni zakiivené plochy.
V tomto pfispévku je zpracovadno porovnani numerického feseni s membranovym feSenim
valcové a kuzelové skofepiny. Byla porovnavana vzdy série modelti, které¢ se od sebe lisily
pouze poctem rovinnych oblasti, kterymi byla aproximovana valcova nebo kuzelova plocha.
Posléze byl zjiStén optimalni pocet rovinnych oblasti na které je nutné uvedené konstrukce
rozdé¢lit. Tato informace muze byt pouzita pro vytvoreni numerickych modelt konstrukci u
kterych nelze ziskat pfesné feSeni dle membranové teorie. Pro numerickou simulaci byl pouzit
program Feat 2000.
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2. Parametry numerickych modelu

Byly zpracovany dva typy konstrukci a sice valcova skofepina, kterd zasteSuje plidorys 10 x
15 m o poloméru valce 7,5 m, Tato valcova skofepina byla aproximovana od dvou do
Ctyficeti rovinnych ploch. Na okrajich pldorysu byla membrana podepfena nosniky,
které byly v rozich podepteny sloupy. Tloustka skofepiny byla konstantni a sice 0,1 m.
Konstrukce byla zatiZzena vlastni tthou membrany a podélnych okrajovych nosnikl. Sloupy a
pri¢né nosniky nebyly zatizeny vlastni tihou, protoze pfi zatizeni pficného nosniku dochéazelo
k vyraznym poruchdm membranové napjatosti.

Obr. 1 Valcova skoiepina — Aproximace 40 rovinnymi plochami

Dalsi konstrukci byla kuzelovéa skotfepina, kterd zastfeSuje kruhovy ptidorys o poloméru
25 m, odklon povrsek plasté kuzele od vodorovné roviny je 15°, tlouStka konstrukce je 0,15
m. Membrana byla ukotvena na svém okraji do patniho prstence, ktery byl podepien sloupy.
Skotepina byla zatizena vlastni tihou, prstenec a sloupy nebyly zatiZzeny, tvofily pouze
podepfeni membrany. Kuzelova plocha byla rozdélena podobné jako vélcova plocha na
nekolik rovinnychh oblasti — 4 az 160.

Material pouzity ve v§ech numerickych modelech je beton B 30.



Obr. 2 Kuzelova skofepina — aproximace 80 rovinnymi plochami

3. ReSeni skoiepin membrénovou teorii

Membranovy stav napjatosti je u valcové skofepiny umoznén pouze tehdy je-li podepiena na
okrajich nosniky, které zachycuji sily vyvozené membranou. Vlivem uloZeni membrany do
téchto konstrukci dochdzi k poruchdm membranové napjatosti. Ohybové momenty vznikaji
pouze v blizkosti okrajovych nosnikd a s narstajici vzdalenosti od nich se rychle zmensuji
tak, ze neni tfeba s nimi uvazovat. Vnitini sily, které vznikaji ve skotfepin¢ ptisobenim vlastni
tihy popisuji nasledujici rovnice.

Ny=-grcoso (D)
N, =-g(@—))r' reosp @)
Ny=-2gysing 3)

Rovnice (1) popisuje velikost sily ve sméru spadnice skofepiny, maximalni sila vznika ve
vrcholu skofepiny a smérem k paté se sila zmenSuje, v paté by méla byt nulova. Dalsi rovnice
(2) popisuje velikost vnitini sily ve vodorovném sméru, jeji maximum je ve stfedu skofepiny,
smérem k okrajim se sila zmenSuje. Posledni rovnice popisuje velikost smykovych sil
vroviné skofepiny. Tyto sily jsou nulové ve vrcholu a vpodélné roviné symetrie,
maximalnich hodnot je dosazeno v rozich skotfepiny
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Obr. 3 Schéma valcové skotepiny



U kuZzelové skotepiny vznika membranovy stav napjatosti pouze tehdy je-li ukotvena do
obodového prstence. Vlivem tohoto ulozeni zde dochazi k poruchdm membranové napjatosti.
Vnitini sily, které vznikaji ve skofepiné plisobenim vlastni tihy popisuji nasledujici rovnice.

Ny=-gr/sin2 a 4)
N, =-g rcotga (5)
Ny =0 (6)

Rovnice (4) popisuje velikost vnitini sily ve sméru fidici pfimky kuzelové plochy (ve
sméru spadnice). Velikost normalové sily vzrista se vzdalenosti od stfedu a maxima nabyva
na okraji. Dal$i rovnice (5) popisuje velikost vnitini sily ve sméru vodorovném (smér teny
rovnobé&znikové kruznice) Nejvetsi sily je dosaZzeno na obvodu skofepiny. Smykové sily

v rotacné symetrické skofeping symetricky zatizené nevznikaji.
|

Obr. 4 Svisly fez kuzelovou skofepinou - schéma

4. Porovnani numerického a membranového reSeni

U vélcové skotepiny byly vysledky (normélové sily, Ny, a ohybové momenty) porovnavany
v nékolika bodech. Body jsou umistény v mistech, kde nedochéazi k porucham membranového
stavu napjatosti, ale jeden z bodli je umistén v mistech, kde vlivem rozdéleni konstrukce na
rovinné oblasti mize vzniknout maximalni ohybovy moment (ve stfedu této oblasti).
K pomérné dobré shodé¢ numerického a presné¢ho feseni dochazi piiblizné od hodnoty 18 a
vice rovinnych oblasti, v konstrukci nevznikaji vyznamné ohybové momenty. Nejlépe
vysledky koreluji ve stiedu skofepiny. Cim je sledovany bod blize patdm skofepiny tim se
vysledky vice lisi, toto tvrzeni plati zejména pro normélovou silu ve vodorovném sméru, tato
sila je nejvice ovlivnéna poruchami membranové napjatosti.
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Obr. 5 Aproximace valcové skotepiny 40 plochami — pritbéh Ny,
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Obr. 6 Aproximace valcové skofepiny 18 plochami — pritbéh N,

U kuzelové skofepiny bylo porovnani provadéno v n€kolika bodech. Hodnoceny byly
velikosti normalovych sil, v konstrukci nesmély vznikat vyznamné ohybové momenty a
smykové sily. K pomérné dobré shodé¢ numerického a presného feseni dochéazi ptiblizné od
hodnoty 40 a vice rovinnych podooblasti. Odchylka mezi vysledky ziskanymi z membranové
teorie a numerického modelu je menSi neZ 10% v mistech, kde nedochazi k ruseni
membranové napjatosti vlivem obvodového prstence. Ovsem nutno podotknout, Ze vykresleni
izolinii u normalové sily Ny ma trochu jiny charakter v blizkosti prstence. Optimalniho
pribéhu je dosazeno aZ po rozdéleni kuZelové plochy na 60 dild. (viz. obr. 7, 8) Sila Ny je
velmi dobfe aproximovéana i pro hrubsi déleni. Cim blize je posuzovany bod ke stiedu
konstrukce tim jsou vysledky piesnéjsi.
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Obr. 7 Aproximace kuzelové skofepiny 60 plochami — prab&h Ny
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Obr. 8 Aproximace kuzelové skotepiny 40 plochami — pritbéh Ny

4, Zavér

Kiivocaré konstrukce 1ze aproximovat n¢kolika rovinnymi oblastmi, za piedpokladu, Ze jejich
pocet je dostatecny. (pro valcovou skotfepinu je to pfiblizn¢ 18 oblasti, které aproximuji
vnitini uhel 180°, pro kuzelovou skotfepinu je to ptriblizné 40 dilt, které aproximuji vnitini
uhel 360°) Pti tomto rozdéleni vznikaji v konstrukcich zanedbatelné ohybové momenty, dale
je mozné ziskat i realnou predstavu o velikosti poruch membranového stavu napjatosti u
podpor. Smysluplny pocet dilkl na které je nutné rozd¢lit valcovou skofepinu je piiblizné 18
— 30 a pro kuzelovou skofepinu pfiblizn¢ 40 — 80 dild. Dalsi zvétSovani poctu rovinnych
oblasti nema prakticky smysl.
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