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VZAJEMNE PUSOBENI KMITAJICI SOUSTAVY
A ZDROJE ENERGIE

L. Past’

Summary: Majority of publications on mechanical vibrations are based on
the assumption that the external excitations is produced by an ideal source
of power with prescribed frequency. But in reality, the excitation sources are
non-ideal with limited power, limited inertia and their frequency fluctuates
according the instantaneous state of oscillating system. The paper presents
on overview of systems and results gained during the several dozens of
years on this interaction problem. The most characteristic properties of
systems excited by source of limited power and limited inertia are variation
of revolution, distortion of harmonic motion, instability and non-uniform
passage through resonance zone.

1. Uvod

Teorie kmitani mechanickych soustav se zaklada predevSim na vyuziti partikularnich feSeni
diferencialnich rovnic popisujicich pohyb soustavy pii vynuceném kmitani. Pfitom se
pfedpokladd, Ze buzeni se d¢je s predepsanou, obvykle konstantni frekvenci a Ze tato
frekvence nezavisi na velikosti amplitudy a fazového posunuti rozkmitdvané soustavy. Také
stabilita periodickych stavil, kterd je velmi dalezitou veli¢inou pfi vyzkumu a hodnoceni
slozitych a nelinearnich soustav, zkouma se prakticky vzdy pii predepsané frekvenci buzeni.

Takovéto zjednodusené schéma vSak neumoznuje vysvétlit fadu dulezitych vlastnosti
kmitajicich soustav, které se objevuji v rezonan¢ni oblasti u skute¢nych stroji. Ve skute¢nosti
totiz mechanicky systém je vzdy rozkmitavéan redlnym zdrojem sily — napf. motorem, ktery
ma kone¢ny vykon a konecnou setrvacnost a vykazuje urc¢itou zavislost otacek na zatizeni.

Vzajemné ovliviiovani redlného zdroje energie a pohdnéné mechanické soustavy
(pracovniho stroje) je dano frekvencnimi charakteristikami obou pod-soustav. Jinak se tato
interakce projevi u stroji, které maji s otd€kami monotonni stoupajici charakteristiku odbéru
vykonu jako jsou napt. pumpy, ¢erpadla atd., kde potfebny vykon je zhruba imérny ctverci
otacek, a jinak u strojii, pracujicich na vibra¢nim principu, kdy prabeh vykonové otackové
charakteristiky je nemonoténni a obsahuje kromé stoupajici i klesajici ¢ast. Sem patii vibracni
sita, vibra¢ni transportéry, vibracni kladiva, ale také vétSina experimentdlnich zafizeni pro
vyzkum dynamickych vlastnosti stroji a stavebnich konstrukci. Schematicky jsou tyto dva
pfipady naznaCeny na obr. la, 1b. V prvém ptipad¢ se vykonové charakteristiky motoru a
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pracovniho stroje protinaji v jednom bod¢ 1 udavajicim ustaleny stav pti otackéach n;. Bod ny
udéava otacky motoru pii béhu naprézdno.

U malo tlumenych kmitajicich linedrnich systémi je vykonova charakteristika
nemonotonni, obsahuje stoupajici a klesajici vétev, zmateny vykon v rezonanci byva
nékolikrat vét§i nez mimo rezonanc¢ni oblast a za urcitych podminek je rovnovazny stav
viceznacény, viz body 1,2,3. Tato viceznacnost je zpusobena sklonem vykonové (momentové)
charakteristiky zdroje — mékkého, neidealniho, konecného zdroje energie.
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Obr. 1b Nemonotonni charakteristika

Je-1i systém rozkmitavan nekonecné silnym (tvrdym, idedlnim) zdrojem energie, pak
kolisani zatézovaciho vykonu neméni otdCky a jeho charakteristika je zndzornéna na obr. 1b

svislou carkovanou piimkou. Rovnovazny stav linedrniho kmitajictho systému je pak
jednoznacny, dany bodem 4.

Obr. 1a Monotonni vykonova charakteristika
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Obr. 2 Charakteristika stroje s prevazné monotdénné stoupajicim odbérem energie

Chovani strojnich systémul v technické praxi (napi. spalovacich motorGi na pruzné
uloZzeném zéakladu, rotort velkych rotacnich strojl atd.) je nejcastéji popsano kombinaci obou
ptipadii z obr. la a 1b, nebot’ v provozu pfedstavuje energie zmaiend kmitanim systému
v rezonanci pouze nékolik malo procent celkové energie, ktera se piedava pracovnimu stroji



nebo mediu. Energetické poméry v takovém piipadé jsou naznaceny na obr. 2. Vlivem
pfevahy zatizeni systému monotonné stoupajiciho s otdckami je vliv odbéru energie kmitanim
systému zanedbatelny a pii matematickém modelovani se vétSinou resonancni charakter
systému zanedbava [1,2,3] nebo se budici zdroj uvazuje jako tvrdy, nekonecného vykonu
s ptfedepsanou frekvenci.

Pro systémy, kde rezonan¢ni charakter pracovniho resp. pohanéného stroje je vyrazny
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matematicky model vystihujici specifické vlastnosti rezonan¢nich systémtl.

2. Fyzikalni podstata interakce kmitajici soustavy a zdroje budici sily

Prvéa podrobné¢jsi zminka o chovani malo tlumeného kmitajiciho systému buzeného
mékkym zdrojem energie je od A. Sommerfelda [4], podle kterého vznik hysterézni smycky
v odezvé takového systému a s tim souvisejici pireskoky z jedné ¢asti rezonanéni kiivky na
druhou se nazyva ,,Sommerfeldiv efekt”. Tento efekt byl experimentalné ovéfen na kmitani
nosniku rozkmitdvaného na jeho konci nevyvazenym motorem (obr. 3). Je to ptiklad malo
tlumeného kmitajiciho systému. V oblasti prvé rezonance lze pouzit model o 1 stupni
volnosti.
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Obr. 3 Nosnikovy systém

Z pohybové rovnice

mX + bX + kx = Ame®” cos ot (1)
2
vyjde X = acos(a)t —(p) _ Ameo cosz(a)t (0) . (1a)
\/(k — ma)z) +b’e’
Zmatena energie za 1 cyklus je
2
E = § F.dx = jbxzdt = mha’w (2)
0
aza 1 s je zmafend energie neboli vykon
2 6
P=Ew/2r=tbalw? =2 (AMO @ (3)
2 2(k-mo’) +b’w
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Obr. 4 Vykonova charakteristika, Fo- Amew?  Obr. 5 Vykonova charakteristika, Fy=konst.
Prabéhy zavislosti I1,7 pro pomér hmot ¢ = 0,1 a tfi hodnoty pomérného tlumeni £ = 0,02;

0,1; 0,2 jsou v rozsahu 7 = 0,8—1,25 nakresleny na obr. 4. V mimo-rezonan¢nich oblastech

17 <0,96 a n>1,04 stoupa zmaieny vykon s rostoucim tlumenim £, ale v rezonanci je tomu
naopak, zmafeny vykon roste s klesajicim tlumenim #. V limitnim ptipad¢ pro S — 0 je
IT —» o a diagram I1,7 piejde na Dirakovu funkci v bodé 7 =1.
Podobné kiivky dostaneme pro systém buzeny kinematicky pomoci stlacované
pruziny. Budici sila ma konstantni amplitudu a pohybova rovnice je
(6)

mX + bX +kx = F, cos at.
Zmateny vykon v bezrozmérovém tvaru je

2
= z 2 z 2 20 (7
2(=n")+pn
Pvkm
F;

Diagram na obr. 5 je velmi podobny obrazku 4 a kvalitativni rozdily mezi vlastnostmi
v rezonanc¢ni a nerezonanc¢ni oblasti plati i pro tento ptipad buzeni.

Z obou obrazkl tedy plyne, ze bez ohledu na typ buzeni u mensiho tlumeni je vzdy
vyraznéj$i resonancni vrchol a G¢inky interakce mezi motorem a kmitajici soustavou jsou
proto vyrazné piedevSim u malo tlumeného systému a daji se zanedbat u dostatecné
tlumenych soustav.

V prvém piipadé, zvlast€¢ kdyz ma budici zdroj maly vykon, musime do
matematického modelu soustavy zahrnout i rovnici popisujici dynamické vlastnosti zdroje, v
druhém idealnim ptipadé nekonecné silného zdroje energie staci analyzovat pouze samotny
kmitajici systém a buzeni vyjadfit jako zadanou pifedem definovanou funkei ¢asu.

kde nyni I1= (7a)



3. Prehled uloh

S rostouci rychlobéznosti a vylehcovanim strojii a konstrukci a se vzristajicim
rozsahem experimentalniho dynamického vyzkumu se objevovala fada jevu, které se nemohly
vysvétlit pomoci teorie kmitani vynuceného budici silou s ptfedepsanym pritbéhem.

Resonancni jevy ve strojich buzenych neidedlnim,omezenym zdrojem energie se
zacCali zabyvat rizni vé€decti pracovnici. V Rusku a Ukrajin€ to v povale¢ném obdobi byla
skupina Prof. V.O. Kononénka, ktera se zaméfila predevSim na vliv vibratoru s rotujicimi
nevyvazenymi hmotami [5,6,7]. Schéma zakladniho studovaného systému je na obr. 6. Pohyb
hmoty m ve vertikalnim sméru je popsan dvéma diferencidlnimi rovnicemi

mX + bX + kx = Ame(¢sin ¢ + ¢” cos @) (8)
16 = L()— d(¢) + AmeXsin g,
kde L (¢) je moment motoru, zavisejici od tuhlové rychlosti,
q( @) je moment trecich sil proti otd¢ivému pohybu.
Casto se uziva vysledny vn&jsi moment
M (¢) = L)~ d()). (8a)
I kdyz kmitajici systém je linedrni, vlivem vazby s odstfedivym vibratorem je soustava rovnic
(8) siln¢ nelineérni.

O téchto jevech prednaSel Prof. Kononénko na
Konstruktérské konferenci.v Liblicich u M¢lnika vr. 1957 [6].
K feseni rovnic (8) pouzil ptibliznou metodu sttednich hodnot, ktera
_ je zalozena na predpokladu, Ze kmity se malo li§i od harmonickych
i a ze zména uhlové rychlosti ¢ se déje pomalu fddu malého

parametru £. V prvém, pfiblizeni zanedbavame vyssi harmonické

m
l : slozky. S pouzitim substituce
bI_IJ §k Xx=acos(p+¢&), d—¢=60,

dt

dx ,
Obr. 6 Systém buzeny dt —aQsiny, y=p+s 9)

nevyvazkem

1ze pak soustavu (8) transformovat na soustavu tfi rovnic prvého fadu

do ¢ 1
— =—[M (@) +—meQw asin
pral [M (@) 5 ¢l
da___ ¢ [mew’ sin & +bQa]
dt 20M
2
9 e ™Y s (10)
dt 2MQa
Ustaleny stav dostaneme, polozime-li do =0, da =0 9 =0

dt  dt



Ziskané transcendentni rovnice davaji podle typu momentové charakteristiky motoru M(u)
jeden nebo tii (nékdy i vice) redlnych kotenti », ©®, © Pro n& pak mizeme urdit tii
hodnoty amplitud a2, a®,a"® . Analyza stability ukazuje, Ze ne kazdy par feseni (w0, a)
je stabilni a miZe byt na realné soustavé uskutecnén.

Bez navaznosti s pracemi Kononénka v Moskvé byly také u nas ve stejnou dobu
zaCaty prace na interakci zdroje energie s kmitajicim systémem [8,9], které se vSak zaméfily
na vySetfovani vlivu vibratoru tvofeného motorem s vackou a pruzinou. Schéma zkoumaného
systému je na obr. 7.
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Obr. 7 Systém tvoreny vackou a pruzinou

Tento typ vibratoru pii rovnomérném otaceni osy motoru dava buzeni kmitajiciho
systému harmonickou silou o konstantni amplitud€ Fy. Pohybové rovnice jsou

mX+bx+ (k +k,)x=Kk,rcose

1o =M(@,a)+Kr(=X+X, +rcosp)sing , (11)

kde k; je tuhost pruziny vibratoru
r excentricita vacky
kixg predpéti pruziny (v praci [8] xs=0).

Po zavedeni bezrozmérovych veli¢in a nové proménné tthel ¢ misto ¢asu t — jsou
pohybové rovnice ($=dep/d7).

Y+ 9(F +ed)y' +y=gycosp (12)

89" = g, () — e, ()3 + &° ypsin p(cos @ — Y).

Tato soustava nelinearnich rovnic byla feSena asymptotickou metodou ve tvaru
y= aCOS(@ - l//)) +éu, (aa v,W, ¢) + 82u2 (aa v,W, (0) +..
l9:W+6Vl(a9¥/awa¢)+€2V2(a9l/jawa¢)+" (13)

kde nové proménné a, y,W jsou urceny vztahy



& o @ W+ A W)+
Q

dy

——=1-w+&B,(a,y,W)+&’B,(a,y, W) +.. (13a)

do

S—W =¢&D,(a,, W) +&°D,(a,,W) +.
4

Pracnym vypoctem byly ziskany analytické vztahy popisujici kmitani systému

y=a(l+&’ lg—pz) cos(wQt —
w
19 — 2 Zp

W—¢g~ Z=cos2wQt + ...

4w

W)+ 82a%c05(3WQt —y)t..

(14)

Maly vykon a malé setrvacnost zdroje budici sily ma vliv na nerovnomérnost otaceni
4, které obsahuje sudé (od predpéti i liché) harmonické slozky. Ani pribéh kmiti oscila¢niho
systému neni jiz ¢ist¢ harmonicky, nybrz opét obsahuje vyssi harmonické slozky, tentokrat
vSak predevSim lichého fadu. Zatimco maléd setrvacnost ovliviiuje hlavné velikost vyssich
harmonickych, charakteristika motoru ma naproti tomu zna¢ny vliv na stabilitu kmiti a na

pribéh rezonan¢nich kiivek.
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Obr.8 Interakce zdroje energie s tlumenou

soustavou

zmefit.

Tento vliv je vidét zobr. 8, kde jsou
vykresleny 2 rizné tlumené rezonan¢ni vykonové
ktivky pro tlumeni ¢56=0,1. a 0,2. a né¢kolik
linearizovanych charakteristik motoru vibratoru
s rizné nastavenym piivodem energie ¢; .

Je vidét, Ze pii postupném piivodu energie
se vzrust otacek dany priseciky motorovych
charakteristtk ~ « skiivkou odbéru energie
g0 =0,1 pfed rezonanci siln¢ zpomali. Po
prechodu vrcholu resonance (bod A) nastane
rychly pteskok do bodu B. Pti snizovani ptivodu
energie nastane rychly pfechod z bodu C do D.
Maximalni amplitudy pii piejezdu rezonance
nahoru a dolu se tedy li§i. Cast rezonanéni kiivky
A,B je nestabilni a nelze ji experimentalné

Zvyseni tlumeni na €6 = 0,2 odstrani vSechny tyto jevy, vSechny staciondrni stavy jsou

stabilni a pouze mirné zpomaleni vzristu otac¢ek pred rezonanci a rychlejsi vzrist otacek za

rezonanci zustava.
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Obr. 9 Oblasti nerealizovatelnych staciondrnich rezimt

Oblasti nerealizovatelnych stacionarnich reziml pifi pomalém zvySovani (a) nebo
snizovani (b) pfivodu energie do zdroje buzeni jsou naznafeny vySrafovanymi plochami na
obr. 9. MuzZe vSak nastat ptipad, Ze zdroj energie je tak maly, ze k pfechodu rezonance viibec
nedojde. Toto je vidét z obr. 10, kde jsou vykresleny charakteristiky motoru s omezenym
maximalnim vykonem (napt. asynchronni motor). Mluvime o tzv. rezonanc¢ni bariéie.

[0

obr. 10 Rezonan¢ni bariera pii zvySovani ptivodu energie

Tyto jevy byly studovany téz experimentalné na fyzikdlnich modelech. V [10] je
popsan ptechod rezonance ocelové desky buzené odstiedivym vibratorem. Schéma méieného
systému je na obr. 11, jeho fotografie na obr. 12a a pohled na rotac¢ni vibrator — pohanény
elektromotorem je na obr.12 b. Na volném konci vibratoru je vidét kotou¢ s vytezy pro
optické méieni fAzového posunuti a okamzité tthlové rychlosti otaceni.

Resonan¢ni frekvence byla 162,5 Hz a amplituda budici sily pfi téchto rezonancnich
otackach byla Fy=830 N.
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obr. 11 Schéma experimentalniho zatizeni



Ukézka v UT-CSAV naméfeného kmitani pti obousmérném piejizdéni rezonance je na obr.
13. Byla zkoumana malo tlumena (D=0,015) tfeti dvou-uzlova rezonance, jejiz v tvar je na
obr. 11 vyznacen Carkované. Body naméfené pii pomalém sniZzovani otacek jsou oznaceny
krouzky, pti zvySovani otacek kiizky.

obr. 12a Ocelova deska — kmitajici systém

obr. 12b Rotacni vibrator s elektromotorem
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obr. 13 Zaznam méteni pfechodu pies rezonanci

Rada méfeni ovéfujicich vysledky teorie jsou realizované nejen na fyzikalnich
modelech, ale také na analogovych a digitalnich pocitacich [12,14].

V dalsi etapé vyzkumu interakce omezeného zdroje energie a kmitajici soustavy byla
pozornost zaméfena na soustavy o 2 stupnich volnosti. Byly to soustavy nosnikového typu
s inercidlni vazbou — obr. 14, lit [10], nebo dvou-hmotové soustavy modelujici napt. ladény
tlumi¢ — obr. 15 [1,12]. Pfi feSeni byly zkoumany stacionarni i ptfechodové déje, jejich
stabilita a chovani v nestabilnich oblastech, pfedev§im v ptipadech nelinearnich pruzin.

Y1
b, l K,
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obr. 14 Systém s dvéma stupni volnosti
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obr. 15 Dvouhmotovy systém obr. 16 Parametricky buzena ty¢ na vzpér

Vliv kone¢ného vykonu vibratoru se projevuje nejen u vynucenych kmitd, ale také u
ostatnich typl buzeni, napt. parametrického nebo samobuzeného. V [13] je feSeno kmitani a
stabilita systému se tyCi zatizenou statickou a periodickou silou na vzpér. Schéma je
naznaceno na obr. 16.

Pohybové rovnice vychyleni y tyCe uprostfed a ve frekvenéni oblasti jeji prvé rezonance jsou

y+b—n>]'+(92+k2/msin(p)y+ w =0 (16)

2
16 = M (@, ) +k (X, +rsingp—%y2)rcosgp

Pti kmitani prutu se horni konec B pohybuje podle vztahu
w=7"y*/(4l)
(16a)
a umoziuje pfenos energie mezi prutem a vibratorem.

D¢je pii postupném zvySovani vykonu vibratoru (@), ktery parametricky rozkmitava tlumeny
prut snelinearni kubickou charakteristikou, jsou schematicky znazornény na obr. 17a.
Kmitani se ustavi na rezimech danych body na stoupajici vétvi samobuzenych kmiti. Po
dosazeni bodu A nastane rychly pfechod do bodu B a prut ptestane kmitat. V klidu zlstava i
pfi nasledujicim poklesu napéti « , a teprve v bodé C vzroste amplituda pfi¢ného kmitani do
bodu D. Obrazec ABCDA udava dynamickou hysterezni smycku parametrické tlumené
soustavy s mé¢kkym buzenim.
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Obr. 17 parametricky systém

Pokud by parametricky rozkmitavany systém byl linedrni a zcela netlumeny, pak
nestabilni oblast je shora neomezena (obr. 17b) a tvofi barieru znemoziujici ji prekrocit pti
pomalé zméné budici frekvence. Pokud ji rychlym piechodem nebo impulsem pieskocime,
klesne kmitani prutu na nulu a pfi navratu dojde k malému rozkmitani podél kiivky CD.

Dalsi ptipad zpétného pusobeni kmitajici soustavy na zdroj energie je samobuzené
kmitani razného typu.

!

b)
obr.18 Samobuzeny systém

Na obrazku 18a je schéma zakladniho systému v némz vznikaji samobuzené kmity vlivem
nelinearni charakteristiky tfecich sil (obr. 18b).
Pohybové rovnice jsou:
mX + bXx + kx = F, (v)

I¢: M(¢9a)_r|:t(v)a
kde v=rg-x.

Tento systém je podrobné analyticky i pomoci analogovych pocitacl fesen v pracich
[13,14], kde je ukdzéno, ze mald strmost momentové charakteristiky motoru silné¢ ovliviiuje
oblast a intenzitu samobuzenych resp. relaxacnich kmitlh a mize dokonce zabranit jejich
vzniku.



Vazba siln€ nelinearni soustavy s motorem je tématem prace [15], kde je analyzovéano
chovani kladivového drtice kovového Srotu.

obr. 19 Schéma kladivového drtice

Pohybové rovnice drtice v casovém useku, kdy kladivo se volné kyve jsou
mr(pcosy + )@ +mry +mpr(o+ @) siny =
=— fpcm{r(a)+ @+ + p(w+ @)’ cosy —gqb'sinl//}{//—,|
W
[I +(m, +m)p’ + mr2J¢+ mpr cosy (2¢ + 7 ) +mry —
—-MporCo+2¢+y)ysiny =M, (o, —o—@)+ (18)

+(psim// + fp, ij{r(a)+¢+y))2 + p(@+ @)’ cosy —pgbsinw}.
v

Pribéh razu na drceny predmét MT je popsan jednoduchym vztahem s pouzitim koeficientu
restituce R, ktery vSak nyni musi popisovat nejen odraz, ale i prichod materidlem, a proto
mize byt i zaporny —1<R <1.

Ukazka zacatku drceni po rozbéhu motoru naprazdno je na obr. 20. Z poklesu otacek
(ktivka 77), kyvani kladiva () a z pribéhu jeho rychlosti (') je dobfe vidét vzajemna
interakce motoru a mechanické soustavy.
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Obr. 20 Otacky n akyvani y,y' kladiva drtice

Mimo Evropu se problémem omezeného zdroje buzeni zabyva skupina vétSinou
jthoamerickych odbornikii vedend prof. Balthazarem J.M. Kromé piehledu dosavadnich



hlavné zapadnich praci [16] se tato skupina zameéfila na teoretickd a experimentalni feSeni
nosnikovych konstrukei [17], [18]. Ptiklad jednoduché ramové konstrukce je na obr. 21.
Numerické feSeni pohybovych rovnic této velmi malo tlumené soustavy umoznilo studovat
jak Sommerfeldiv efekt, tak rezonan¢ni barieru i rizné typy pohybu, vcetné chaotickych.
Chaotické d¢je byly podrobnégji studovany v [19] [20] na systému kyvadla rozkmitavaného
klikovym mechanismem.

iz

Obr. 21 Kmitani rAmové konstrukce

Interakci asynchronniho motoru s klikovym mechanismem je vénovéana také prace
[21], pfedevsim z hlediska nerovnomérnosti chodu.

Problematikou nestacionarnich kmitii u soustav s omezenym zdrojem budici sily jsme
se v UT-AV CR zabyvali posledni tfi roky. V [22] je feSen piipad prechodu pies rezonanéni
oblast jednoduchéeho linearniho systému buzeného vackovym mechanizmem (Fo= konst.),
nakresleného na obr. 22a. Motorova charakteristika byla zjednodusena na linearni zavislost
Mo(a-9),8-¢.

m yT o

b K, |
0,
K, § L_J HigE "' M (G.6.0)

Obr. 22a Systém pro studium prechodu pies rezonanci




Prabéh kmitl v zavislosti na okamzité tthlové rychlosti$je nakreslen na obr. 22b
spolu s pribéhem casu t a rozdilem okamzité rychlosti oproti jejimu rovnomérnému
zvySovani $—9, —oat. Linearni zavislost frekvence a casu (9 = at) plati pro tvrdy zdroj
energie (M 0 = oo). Pruzina mezi vackou a kmitajicim systémem byla bez predpéti (y0 = 0) a
proto kmity obsahovaly druhou harmonickou slozku.

Zatimco moment setrvacnosti | ovliviluje pfedevSim nerovnomérnost chodu béhem
jednotlivych kmitd, strmost My momentové charakteristiky méni celkovy pribéh piejezdu
pies rezonanci. Z obr. 23, kde byla strmost snizena z My=20 na My=2, je vid¢ét vyrazné
zpomaleni vzristu Uhlové rychlosti¢ voblasti $=1,05-11 (tmavé pole) nasledované

rychlou zménou frekvence za rezonanci (& =11-1,3).Pribéhy t a $—-9, —at tyto zmény

kvantifikuji
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r I
0
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2 e ‘
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Obr. 22b Zaznam ptechodu

4 Y,=0

Obr. 23 Prejizdéni rezonance s mékkym zdrojem energie



Vliv ptfedpéti na pribéh kmitd je zndzornén na obr. 24a,b., kde je zaznamenano najizdéni do
resonance. Pfi nulovém predpéti kmity i1 otacky obsahuji piedev§im druhou harmonickou
slozku, predpéti zptisobuje vzrist prvé harmonické.
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Obr. 24b Priibéh kmith pii predpéti pruziny

Vliv jednostranné nardzky na nestacionarni kmitani byl studovan v [23]. Pohyb
systému s jednostrannou naradzkou je popsan rovnicemi



my+by+ k1y+ H(y_ yr)kr(y_ yr)(1+bry) = km(rCOS(ﬂ— y+ yo)

lp=M(p,a)+kK, rsinp(rcosp—y+Yy,).

Zaznam piejizdéni rezonan¢ni oblasti pfi vili y,=2 a pfi nulovém tlumeni v razu b,=0
je na obr. 25. Tlumena narazka omezila rozsah maximalnich amplitud — obr. 26.
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Obr. 25 Vliv jednostranné elastické narazky
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Obr. 26 Vliv tlumeni v narazce

V predeslych vypocétech byla motorova charakteristika zjednodusena na linearni
zavislost M, (a)—a). Statické charakteristiky skutecnych motorti vSak pii vétSim zatizeni

jsou silné nelinearni jak je vidét z obr. 27.
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Obr. 27 Priklady statickych charakteristik motoru

Statické charakteristiky lze pouzit pro feSeni stacionarnich nebo slabé nestaciondrnich
procest, kdyz moment budiciho zdroje zavisi pouze na otdCkach @, nikoliv na jeji zméné
dw/dt. Je-li zména rychlosti ¢ =@ vyrazna, musime pouzit slozitéjsi charakteristiku
M (@, @, ) napt. s pridavnym ¢lenem M;( @) k stacionarni charakteristice [24].
M (¢, ¢,0) = M (g, @) + M, ($). 1)

Ptiklad tii charakteristik pro hodnoty napdjeciho parametru (béh naprazdno)
a=35,7,9 apro nelinearni piidavny ¢len umérny tieti mocning zrychleni M, (@) =M ,@’ je
na obr. 28.
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Obr. 28 Dynamicka charakteristika motoru



Jesté presnéjs$i model ziskdme vyuzitim vztaht, které popisuji elektrické a magnetické
procesy probihajici uvnitt elektromotoru [25]. Pro konstantni hodnoty L indukénosti, R

odporu, c® magnetického toku je zavislost mezi proudem i a vstupnim napétim U dana
vztahem

Ldi/dt+Rl +®p=U . (22a)

Tato rovnice musi byt doplnéna rovnici pro otaceni rotoru ¢

1,6 = cfi— M, (1) —k, I sing(r cosp— Y +Y,) (22b)
a rovnici kmitajiciho systému

my +by +ky+ f(y,y)=k,(rcosp—y+y,). (22¢)

Schéma tohoto elektromechanického systému je na obr. 29.
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Obr. 29 Schéma elektromechanického systému

Plynulym zvySovanim vstupniho napéti U(t) dojde k pfechodu pies rezonanci, jehoz pribéh je
zndzornén na obr. 30.
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Obr. 30 Pfechod pies rezonanci

I kdyZ napéti U stoupd linedrn¢ s Casem, proud 1 a uhlova rychlost @ = ¢ vykazuji znacné
kolisani a vyssi harmonické slozky.



Podobné jevy se vyskytuji 1 u systému buzeného rota¢nim vibratorem [26] a u
rotorového systému, kde kmitajici systém ma dva stupné volnosti se stejnymi vlastnimi
frekvencemi [27] nebo dvé blizké frekvence [28,29]. Schéma posledniho piipadu je na obr. 31.
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Obr. 31 Rotorovy elektromechanicky systém

4. Zavérecné poznamky

- Je ukédzano, ze vazba mechanického vibratoru odstfedivého nebo vackového typu kone¢ného
vykonu s kmitajicim systémem je oboustranna.
- Tato vazba ovliviluje stabilitu celého systému, pribéh kmitani, ustalenou i pfechodovou
rezonancni kiivku, otdcky vibratoru, atd.
- Mechanické jevy se kopiruji i do priabehu elektrického proudu.
- Linearni systém s mékkym buzenim ma podobné vlastnosti jako nelinedrni systém s tvrdym
buzenim: nestabilita, pieskoky, hysterezni smycka, rozdil pfi stoupdni a klesdni otacek —
Sommerfeldiv efekt, rezonancéni bariera.
- Z matematického hlediska: Nehomogenni rovnice

D(y,y,¥)=F()
se zméni na homogenni bez pravé strany

D(y’ YJ ya¢’¢au) =0.
- Z hlediska mechaniky: Neexistuje vynucené kmitani, ale vzdy samobuzené. Mechanicky
systém se méni na elektro-magneticko-mechanicky.
- Vzajemna vazba mezi kmitajici soustavou a soustavou budici neexistuje jen u mechanickych
vibratord, ale i u elektrodynamickych (zvySuji tlumeni) a u elektromagnetickych (posouvaji
vlastni frekvenci).
- Také pouzitim snimace sily u vibratoru nelze vzajemnou vazbu odstranit, snimac sily asto
pracuje ¢astecné i jako akcelerometr.

Podékovani 5
Referat byl vypracovan v rdmeci projektu GACR €. 101/06/0063.
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