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CHOSEN PROBLEMS OF ROBOTS MECHANISMS CONTROL
V. Zida*

Summary: In this contribution will be compared three methods of PD control of
robots. The first is without gravity compensation, the second uses a constant
gravity compensation and the last of them uses the full gravity compensation..
There are studied the complicacy of the design, the accuracy of control and the
possibility of implementation in any control system with respecting the computing
complicacy. The stability feedback is verified by Lyapunov theory of stability.

1. Uvod
Rizené systémy byvaji nelinedrni jiz svou podstatou. To plati ve zvy$ené mife u
mechanickych zafizeni, jakymi jsou roboty a manipulatory. Je pfirozené, tidit nelinearni
systémy nelinedrnimi regulatory. Chceme-li dosdhnout kvalitniho fizeni, je nutno vytvofit
regulator ,,usity” pfimo na fizenou soustavu. To piinasi fadu komplikaci spojenych s velmi
pfesnou identifikaci soustavy. Technici proto casto nahrazuji poZadované nelinearni
regulatory linearnimi s tim, Ze jejich ptisobnost je zuzena na jisté blizké okoli vztazného
bodu, na kterém lze chovéni fizeného systému aproximovat jeho linearizovanym modelem.
Sama linearizace vSak nepatii mezi ,,zvIast dobré“ metody, spiSe naopak, proto vznikaji
snahy fidit nelinearni systémy linearnimi regulatory v pokud mozno co nejvetsim rozsahu. Do
této kategorie nalezi 1 tento pfispévek.

V dal$im textu se budeme zabyvat ptipadem, kdy robot je fizeny PD regulatory. Hlavnim
ukolem je provést nastaveni parametri téchto regulatort tak, aby byla zajisténa predevsim
stabilita celého systému z hlediska fizeni.

2. Struc¢ny popis matematického modelu robota

Pohybovou rovnici robota v maticové-vektorovém tvaru lze po rtznych upravach, které
vynechame, popsat ve tvaru

M(9)§+N(q.9)q + glq)=u, (1)
kde

N(q,g)= [Mo +%M(q)+ S(q,q)}
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Vektor ¢ =(qy,-.., qn)T predstavuje zobecnéné soufadnice, které jsou vzajemné nezavisle.
v reprezentuje potencial, jehoZ gradient je

glq)= @V /9gy,...0v 13g,)"

M (q) je symetrickd positive definitni a spojitd matice (tzv. matice setrvacnosti), M,
predstavuje matici reprezentujici vlivy tfeni, a S je antisymetrickd matice tvaru

. 1| &z . i,k
S(q,9)==| 2 ax - 24k
21,01 94 = 9q;

Poznamka:
1. Pro kazdou konstantni symetrickou positivné definitni matici A a kazdy vektoru x plati
/iminxTx <xTAx< ﬂmaxxTx ,
kde Apin = Amin(A)  je nejmensi viastni cislo matice A [ A = Apax (A) ...nejvetsi].
II. Matice M =M (q) je spojita podle vektoru q. Pracovni prostor je kompaktni mnoZina,
proto existuji matice K,K, rFddu nxn, Ze K, <M(q)<K, (uspordddni ve smyslu
kvadratickych forem). Ale M(q) je positivné definitni a symetrickd, proto existuji kladna cisla

A a Ay nejmensi (nejmensi) viastni cislo M(q) dle 1. pro vSechna q z kompaktni

m

mnoziny, Ze pro kazdé X plati
/'iynxTx <xIM(g)x < Ayx'x .

IIl. Matice S je antisymetricka, proto xTS(q)xz 0 prokazdé q a x.

3. PD Fizeni bez gravitacni kompenzace

Definujme stavovy vektor x = (AqT ,qT )T . Necht’ je dana cilova poloha g a cilova rychlost

pohybu ¢r =0 a uvazujme problém, kdy pocatecni stav (g(0),q(0)) je tieba pievést do
cilového stavu, daného dvojici (¢,9) = (qr,0) .
Definujme diferenci Aq = q¢—¢qr a necht navrhovany PD regulator je definovan vztahem

u(t) =—AAq(t) - Bq(?) 2

kde A4, B jsou nxn positivné definitni diagonalni matrice, jejichz parametry je tfeba nastavit.
Substituci vztahu (2) do rovnice (1) obdrzime rovnici uzaviené regula¢ni smycky

Mé]’+[M0+B+%M+S]Q+AAq+g(q):0 3)
Hledejme zatim neznamou Ljapunovovu funkci ve tvaru
IL.r. . 1 7
Vi)=54¢ Mq+-Aq" AAq+V(g)=Vigp) +k “4)

kde k je blize neurcena konstanta. Derivovanim (4) podle ¢asu obdrzime vyraz
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v, = qT(Mq o M+ DG + g(q)),
kde VL znali dVy [ dt. Vztah (3) lze pak upravit na tvar
Vi =~4" (Mo +B+S)§ )
Vime, ze matice S je antisymetricka, takze z rovnice (5) plyne nésledujici vztah
Vp==q" (Mo +B) g <Ay B+Mo)d|* (6)

kde 4,,(M, + B) je nejmensi vlastni hodnota matice M+ B ve smyslu shora pronesené
poznamky . Bude-li forma (4) positivné definitni, pak vztah (6) nés informuje, Ze V; (x) je
Ljapunovova funkce a ze stav definovany vyrazem

A

je stabilni. Pokusme se ukdzat, Ze matici 4 lze zvolit tak, Ze (4) je positivné definitni.
Potencialni funkce ¥(¢) ma spojité druhé derivace, takze ji 1ze rozvinou do kone¢né fady

0
V;ZF) (4 —(IF)+%(q_‘]F)TH(QF)(Q_QF)"'O{(Aq)”Aqnz ®)

ve vhodném okoli bodu ¢, kde H(.) je dobie zndma Hessova matice druhych parcialnich

V(g)=V(gr)+

derivaci a pro funkeci o plati

a(0)=0= lim a(Aq).
Ag—0

Ze vztahu (8) plyne vyraz
T 1T T
V@)-Vigr)=Aq" glgp)+-Aq" Higp)Aq+Aq" a(Ag)Ag )
Definujme nyni funkci B rovnosti

2

Bag)=| Aq" H(ar)rg +2a8p)|aq | A|Aq|

pro Aq # 0 a bez 4jmy na obecnosti dale polozme A(0) = ||H (9F )|| . Potom plati odhad
B(Ag) < |H (gp )|+ 2e(Ag)].

Provedeme-li dale substituci vyrazu (9) do (4), obdrzime formu
L.r. . T 1 T
V=24 Mq+Aq” g(qp)+Aq [A+ BADE]Ag+k (10)

kde E ptedstavuje jednotkovou matici. Prvni ¢len v (10) je positivni kvadratickd forma
vzhledem k ¢ . Zbylé ¢leny ozna¢me
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0=~ 8q" 14+ B(Aq)E) g+ Mg glqr) +k (1)
Vztah (11) lze pfepsat do tvaru
0==(8q:+ 1) Cbg+y). (12)
kde

_ 1
C=A+BAPE,  y=Clg(gp), k:EyTCy.

Formu (10) lze tedy ptepsat do tvaru

1. 1
Vi =5qTMq+§(Aq+y)TC(Aq+y) (13)

Z vyrazi (10), (11) a (12) je jiz vidét, ze existuje diagonalni matice A takova, ze C je
regularni positivné definitni matice. Vztah (13) pak ukazuje positivni definitnost funkce Vi,
ovSem k posunutému stavu. Oba vyrazy (6) a (13) dokazuji, Ze regulacni pochod je stabilni,
ovSem obecné nikoli asymptoticky.

Na zavér této kapitoly tedy dodejme, Ze stabilni stav neni v bodé¢ ¢ =0, g =g, ale
v bodé¢ reprezentovaném dvojici ¢ =0, g = gr — y . Po ustaleni regula¢niho pochodu ziistava
tedy trvala regulac¢ni odchylka

Ago =—y=—(A+EB-»)"2lqr), (pro t—) (14)

Tato skutecnost je typickd pii vyuziti pouhé PD regulace, kterd obecné nedokaze
kompenzovat trvalé regulacni odchylky. VSechny ptedeslé tvahy se tykaly néjakého
vhodného okoli koncového bodu s polohou gr a rychlosti 0. MiiZe se stat, Ze odchylka (14) je
tak velkd, ze dosazeny bod ¢ = qp — ynepatii do tohoto okoli. Naproti tomu, matice A je
diagonalni s kladnymi prvky na diagondle, které 1ze vzdy zvolit tak velké, aby (14) nabyvalo
jakékoli malé hodnoty. Pro jednoduchost volme specialni tvar A=9.E, kde 0 je libovolné
kladné ¢islo. Pro dostate¢né velké  1ze E. zanedbat proti A, takze

lim (4+E.B(-»)) " g(gr) = lim ' g(gr)=0.

0—>o0 0—>o0

4. PD tizeni s ¢asteCnou gravitaéni kompenzaci

Namisto (2) uvazujme zakon fizeni ve tvaru, ktery obsahuje navic vhodnou konstantu
(vektor), jehoZ Gicelem je odstranit trvalou regulacni odchylku z predeslé ¢asti. Definujme

u(t) =—AAq(t) — Bq(t) + g(qF) (15)

Provedeme-li substituci (15) do vztahu (1), obdrzime zpétnovazebni rovnici uzaviené
smycky ve tvaru

. 1 .. )
Mg +[M, +B+5M+S]q+AAq+g(q)—g(qF)=0 (16)
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Obdobné¢ jako predtim pokusme se definovat novou Ljapunovovu funkci

VL(X)—E‘] g+ q+V(@)—-V(gr) -8  (qr)Aq. (17)
Tato funkce ma Casovou derivaci vypoctenou analogicky jako v predeslé ¢asti ve tvaru (6).
PouZijeme-li nyni vztah (9) a definici funkce /3, jako v piedchozi ¢asti, obdrzime

1. |
v =5qTMq+5AqT[A+ﬂ<Aq>E]Aq. (18)

Rovnice (17) tedy skutecné predstavuje Ljapunovovu funkci. Regulaéni pochod je proto
stabilni a sice v bod¢ (7), jak je zfejmé z kvadratické formy (18).

5. Pseudo-PD Fizeni s Giplnou gravitaéni kompenzaci

Jiz vztah (15) predstavuje ve skuteCnosti nelinedrni regulator. S ohledem na jeho odlisnost od
linearniho regulatoru (2) o pouhou konstantu, bychom jej, v analogii s linedrnimi a afinnimi
prostory znamymi v matematice, mohli nazvat afinnim regulatorem. Vznika otdzka, zda
bychom nemohli provést jesté zasadnéjsi upravu zakona fizeni, abychom dostali jesté
jednodussi dikaz stability celého regulacniho obvodu. Zkusme obménit (15) tak, Ze q

v poslednim ¢lenu (15) nahradime aktudlnim stavem q. Zakon fizeni je pak definovan
u(t) = —AAq(1) - Bq(1) + g(q) - (19)

Substituci (19) do (1) obdrzime pomérné jednoduchou rovnici uzaviené regula¢ni smycky

Méj+[MO+B+%M+S]q+AAq=O . (20)

Navrhnéme Ljapunovovu funkci ve tvaru
1 1
VL(x):EqTMq'+5AqTAAq. 1)

Jak je zfejmé, (21) piimo predstavuje positivné definitni kvadratickou formu. Obdobné, jako
v predeslych castech, odvodime vztah (6), ktery spolu s (21) tika, ze vysledny regulacni
proces je stabilni.

Vratme se nyni ke vztahu (19). Ponévadz funkce g(q) je, az na vzacné vyjimky, nelinedrni
vektorovou funkci zobecnéného vektoru q, je ziejmé, Ze regulator (19) predstavuje nelinearni
regulator, skladajici se z linearni ¢asti

L(q,q) = —AAq(t) = B4(?)

a nelineédrni ¢asti g(q), kterd predstavuje kompenzaci gravita¢nich vlivi. Vysledny regulator
je proto nazvan pseudo-linearnim reguldtorem. Nelze se vSak domnivat, ze se jedna v podstaté
o linearni regulator s mirnou Upravou. Nelinedrni ¢ast g(q) ma u robotli velmi vyrazny vliv,
proto ma (19) spiSe bliZze k nelinearnim, nez lineadrnim regulatorim. Jistou nevyhodou fizeni
dle (19) je nutnost v rdmci zvolené periody vzorkovani opakované urovat aktualni hodnotu
g(q), coz s ohledem na zna¢nou vypocetni naro¢nost predstavuje dosti slozity problém.
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6. Zavér

V predeslych ¢astech jsme sledovali moznosti stabilizace robotl prostfednictvim linearnich a
pseudo-linearnich regulatorii. V kapitole 3. bylo vyuzito Cisté linearniho maticového PD
regulatoru. Cenou za jednoduchost této regulacni struktury bylo jednak velmi slozité
odvozovani stability zdkona fizeni a déle existence trvalé regula¢ni odchylky. V kapitole 4.
jsme linearni reguldtor pozménili o vhodnou kompenzacni konstantu, ktera zajistila anulovani
trvalé regulacni odchylky a zdé4 se tedy dostatecné perspektivni. V kapitole 5. jsme linearni
regulator pozménili o plnou gravitaéni kompenzaci. Obrovskou vyhodou je pak velmi snadné
odvozeni stability fizeni a rovnéZ nulova regula¢ni odchylka. Nevyhodou tohoto fizeni je v§ak
nutnost vramci zvolené periody vzorkovani stidle znovu urcovat, tj. slozit¢ vypocitavat,
aktualni hodnotu g(q). S ohledem na zna¢nou vypocetni narocnost této akce, fizeni dle (19)
piedstavuje dosti slozity problém. Rozbor okoli koncového bodu, ve kterém je regulacni
proces stabilni, byl vynechén. Lze vSak dokdzat, ze obecné se toto okoli rozsifuje, jakmile
postupné¢ piechazime od ftizeni (2) kiizeni (15) a nakonec kfizeni (19). S ohledem na
slozitost 1 presnost fizeni se jevi jako nejvhodnéjsi kandidat tizeni s CasteCnou gravitacni
kompenzaci (15). Mame-li vykonny vypocetni prostiedek, pouzijeme fizeni dle (19). Na zavér
poznamenejme, ze veskeré zde uvedené navrhy tizeni nevyuzivaly zadné formy linearizace
fizenych systémil.
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