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INTERPLAY OF SIZE EFFECTS IN CONCRETE SPECIMENS BY
COMPUTATIONAL STOCHASTIC FRACTURE MECHANICS

M. Voriechovsky, D. Matesova'

Summary: We attempt at identifying, studying and modeling possible sources
of size effects in concrete structures both separately and brought together. We are
particularly motivated by an interplay of several identified scaling lengths stemming
from material, boundary conditions and geometry. We model well published results
on direct tensile tests of dog-bone specimens with rotating boundary conditions
performed by van Vliet and van Mier by methods of stochastic nonlinear fracture
mechanics. Using the numerical example, we document how different sources of
size effects on strength can interact and result in relatively complex processes in
quasibrittle failure. The presented study documents the well known fact that an
experimental determination of material parameters (needed for rational and safe
design of structures) is very difficult for quasibrittle materials such as concrete.

1. Uvod

Tento prispévek se zabyva studiem komplexniho vlivu velikosti na pevnost betonovych kon-
strukci. Snahou je identifikovat jednotlivé mozné zdroje tohoto vlivu a modelovat je kazdou
zvla&t nebo spoletné v jednom komplexnim modelu. Chceme ukazat jak spolu jednotlivé vlivy
velikosti interaguji. Zeména nas zajima souhra a vzgemné ovlivnéni nékolika materidovych
délek aefekt takove souhry navliv velikosti. Tematicky asi nejbliZsi dosud publikovana praceji-
nych autor(l je ¢lanek (Gutiérrez and de Borst 2002) zabyvajici se deterministickou a stati stickou
délkou ajejich rolemi u vlivu velikosti.

Presto, ze predloZzena prace maambici studovat jevy obecng, pro jednodussi priblizeni Ctenéri
amoznost konkrétnich vysedkll ¢lanek predstavuje problematiku na nosnicich konkrétni geo-
metrie. Konkrétné se zabyvame studiem experimentalnich vysledkt vzork{ tvaru psi kosti (tzv.
dog-bones) rliznych velikosti (rozsah velikosti 1:32) naméahanych v pfimém tahu s rotatnimi
okrajovymi podminkami publikovanych van Vlietem a van Mierem (van Vliet and van Mier
1998; van Vliet and van Mier 1999; van Vliet and van Mier 2000a; van Vliet and van Mier
2000b; van Mier and van Vliet 2003; Dyskin, van Vliet, and van Mier 2001). Konkrétné je
studovana ,,sucha‘ série betonovych vzorkli A az F (rozmér D je v rozsahu od 50 do 1600
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Obréazek 1: Vzorky testované van Vlietem and van Mierem: série A az F, 2D model v programu
ATENA

mm, viz obr. 1); tato série je jesté doplnéna ové&fovacimi testy v tahu pomoci tlaku vzorku
(tzv. Brazilska zkouska na , splitting tensile strength”). Cilem tohoto prispévku je vysvétleni
komplexniho vlivu velikosti na stfedni hodnotu a rozptyl nominalni pevnosti kombinaci (i)
simulace lokanich materid ovych vlastnosti nahodnym polem, (ii) vlivu oslabeného okragje a
(iii) nastroje nelinearni lomové mechaniky zaloZzeném na modelu kohezivni trhliny. Nékolik
rlznych pohledli a vysvétleni experimentalné ziskaného vlivu velikosti jiz bylo predlioZeno.
Nejprve byl diskutovan vliv nerovnomérného rozlozeni deformaci v nejuzsim priifezu pomoci
jednoduchého linearniho konstitutivniho zakona (van Vliet and van Mier 1999; van Vliet and
van Mier 2000a) a oddéleni konstrukcniho a material ového vlivu velikosti. Vysledky byly takée
porovnany s Weibullovou teorii (Weibull 1939) zal oZzenou ha modelu nejslabsiho ¢lanku, ktery
vcelku dobfe podchytil stfedni hodnotu nominani pevnosti pro velikosti B az F (van Vliet and
van Mier 1998; van Vliet and van Mier 1999; van Vliet and van Mier 2000a; van Vliet and
van Mier 2000b; van Mier and van Vliet 2003). Bohuzel sklon zavidosti stfedni hodnoty na
vlivu velikosti koresponduje s Weibullovym modulem 6, coZ neodpovida naméfenému rozptylu
pevnosti pro kazdou velikost. Nicméng, toto je otazkou Weibullova typu vlivu velikosti. Dale
byl studovan vliv Gaussovského kolisani napéti pfi nerovnomérnem zat&€zovani (Dyskin, van
Vliet, and van Mier 2001) a vytvoreny model zahrnujici limitujici rozdéeni nezavislych Gaus-
sovskych veliin slinearnim trendem vystihuje velmi dobfe experimentalni vysledky. Van Vliet
avan Mier také srovnali vysledky s, Delft lattice modelem” s vyuzitim jednoduchého lokalniho
elastického materidlového zékona s kfehkym poruSenim s pravidelnym i nédhodnym uspora
danim mfizky a Ziskali velmi dobré vysledky. Statisticka slozka experimentané naméfeného
vlivu velikosti byla nedavno modelovana autory (Lehky and Novak 2002) pomoci Weibullova
rozlozeni pevnosti.

Autori tohoto pfispévku se ngjprve snaZi o vysvétleni stfedni kFivky vlivu velikosti determi-
nistickymi vlivy (bez uvazovani lokani nahodné materidlové pevnosti). Toto ¢astetné vysvét-
luje pokles stfedni kFivky vlivu velikosti (M SEC) v dvojitém logaritmickém méfitku (nominalni
pevnost vs. charakteristicky rozmér). Predpoklada se, ze vyznamny pokles stfedni pevnosti
ngjmensiho vzorku A bude podchycen modelovanim oslabené okrajové vrstvy tloustky asi 2
mm. Bude prezentovana parametricka studie vlivu tloustky oslabeného okraje a procentualni re-
dukce pevnosti tohoto okraje vzhledem k pIné pevnosti vzorku s ohledem na vyslednou M SEC.
V dal8im je aproximovana lokani materidlova pevnost pomoci autokorelovaného néhodného
pole s cilem vystihnout celkovy vliv velikosti s uvazovanim rozptylu a nakonec kombinovat
v&echny zdroje dohromady.
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2. Experiment

Vysdedky experiment(i jsou podrobné dokumentovany v prvnich Sesti referencich uvedenych
v (vodu. Zde strucné zminime pouze data nezbytna k osvétleni vypoctového modelu, vSechny
dalsi informace |ze nalézt v uvedenych publikacich. Vzorky tvaru ,,dog-bone” byly namahany
jednoosym tahem s excentricitou v geometrickém poméru vzhledem k vertikalni ose symetrie
e = D/50 mm. Zatézovaci desky se mohly volné otaet ve vSech smérech kolem bodu vneseni
zatizeni nahornim i dolnim lici betonovych vzorku, ke kterym byly pfilepeny. Testovano bylo
Sest rliznych velikosti, vsechny vzorky byly geometricky podobné (viz obr. 1). Tloustkavzorku
bylakonstantni (100 mm) coz zplisobuje prechod podminek ze stavu blizkého rovinné deformaci
pro nejmensi velikost na rovinnou napjatost pro velikost nejvétsi. Priimérna pevnost pouzitého
betonu v tlaku byla 50 MPa a maximalni zrno kameniva d,,,,, = 8 mm.

Pro GCely srovnani je nutno definovat nominani pevnost. Excentricita zatizeni bylav poméru
vzhledem k geometrii (a elastické pole napéti jsou si podobna pro vSechny velikosti), a proto
Ize jgji vliv zanedbat a definovat nominani napéti o jednoduSe jako funkci charakteristického
rozméru D (maximalni Sitka vzorku), tahové sily F' na plisobici licich betonu na excentricité e
aprlirezove plochy ve stfedu vzorku A(= 0.6 Db):

F 1 F
= ——= —— l
7T A7 006D @)
Pomoci nominalniho napéti nyni definujme nominalni pevnost o jako nominalni napéti dosa-

zené pii maximalni zatézujici sile (o = Finax/A).

Tabulka 1: Experimentalni data: rozméry, nominani pevnost a pocet vzork.

D T ON PoCet test.
0.725D  stfed. hodn. (smér. odch.)  vzorkl
mm mm MPa #
A 50 3625 254 (0.41) 10
B 100 72.5 2.97 (0.19) 4
C 200 145 2.75(0.21) 7
D 400 290 2.30 (0.09) 5
E 800 58 2.07 (0.12) 4
F 1600 1160 1.86 (0.16) 4

3. Deterministicky model

Vyznamnym zdrojem nerovhomérnosti nominalni pevnosti pfi zméné velikosti je
~energeticko-deterministicky vliv velikosti zplsobeny pFiblizné konstantni velikosti lomové
procesni zony (FPZ) s pferozdélenim napéti ve vzorcich vSech velikosti, viz napf. (Bazant and
Planas 1998). Tento jev mlZe byt modelovan napf. metodou kone¢nych prvkl za podminky,
Ze jsou spravné vystizeny lomova energie a cely tvar chovani na vzestupné i sestupné vétvi. V
naSem pripadé byl deterministicky model vytvofen v programu ATENA (Cervenka and Pukl
2005) s vyuzitim BaZantova materialového modelu microplane (verze 4) a crack band modelu
(BaZant and Oh 1983) jako regularizace Glohy. Vzorky byly zatiZeny pfirlistkem deformace
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Obrazek 2: Vlevo: vliv velikosti - experimentalni data, deterministicky vypocCet a vypocCet s
vlivem oslabeného okragje. Vpravo: vypoctovy model s oslabenym okrajem

v misté monitorované sily F' (Obr. 1 vpravo). Byl zanedban prechod z rovinné deformace na
rovinnou napjatost srostouci velikosti vzorku avsechny velikosti byly modelovany jako rovinna
napjatost. Experimentalné zjisténa pevnost v tlaku na krychlich 50 MPa slouzila jako vstupni
parametr do ATENY, nazakladé kterého byly automaticky vygenerovany parametry microplane
modelu: K1=1.5644E-04, K2=500, K3=15, K4=150, crack band ¢, = 30 mm, poCet mikropl oSek
21. Velikost crack bandu byla zménéna na 8 mm, tato hodnota Iépe vystihuje experimentani
vysledky, viz obr. 2 vlevo. Velikost crack bandu je vztazena k lomové energii materidu afidi,
pri které velikosti dojde k pfechodu z duktilniho na el asticko-kfehké poruseni. Za zminku stoji
fakt, ze kfivku vlivu velikosti 1ze posouvat doleva €i doprava jako celek pouhou zménou c,.
Presngji, deterministicka nominani pevnost vypoctena pro danou hodnotu D pfi daném ¢, je
vzdy nominalni pevnost velikosti & D vypottena pomoci Sitky pasu trhlin & ¢

proVk >0: o (D,c,) = o (k D, kcy) 2

4. Oslabeny okraj

Proilustraci vlivu oslabeného okraje bylaprovedenaparametrickastudie (i) tloustky okragjové
vrstvy a(ii) aredukce materidlové pevnosti této vrstvy. Na obr. 2 je vyneseno Sest vypoctenych
kFivek vlivu velikosti deterministického modelu s oslabenou okrajovou vrstvou na obou zakfi-
venych bocich vzorku (viz ilustrace vlevo). Konkrétné byly vybrany tfi tloustky ¢,, (0.5,2 a8
mm) a pro kazdou tloustku 2 rtizné redukce parametru materidové pevnosti r, (0.5 and 0.9).
V obrazku jsou pro kazdou tloustku vyneseny dvé kfivky a prostor mezi nimi je vyplnén Sedou
barvou (horni kfivka vzdy odpovida redukci 0.9 a spodni redukci 0.5). Je zfejmé, redukce no-
minalni pevnosti se stava zanedbatel nou se zmen3ujici se tloustkou okraje vzhledem k velikosti
konstrukce D. Navic, pomér mezi redukovanou pevnosti a deterministickou nominalni pevnosti
Ize zhruba pouzit jako redukZni koeficient pevnosti pro libovolny pomeér ¢,,/D. Na zakladé
tohoto 1ze odvodit jednoduché pravidlo pro zmeény velikosti (scaling) pro libovolny kladny
nasobitel % jako redukéni faktor -, pevnosti vzorku zplisobeny oslabenym okrajem vzhledem k
deterministické pevnosti vzorku bez os abeni:
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re € {r; 1), kde o4t (D) = deterministicka pevnost pro velikost D; o (D, t,,) = determinis-
ticka pevnost pro velikost D atloustku oslabeného okrajet,,; r; = redukeni faktor materidlové
pevnosti oslabené vrstvy r; € (0;1).

Nejlepsi vysledky byly ziskany pro ¢, = 2 mm aredukZni koeficient r; = 0.5. Tato tloustka
zhruba koresponduje velikosti kameniva, ktera je negjvice zastoupena na okrajich (zastoupeni
velikosti zrnu okrajejejistéjinénez v celém objemu vzorku). Jak je zfggméz obr. 2, jsme schopni
zachytit prudky pokles pevnosti vzorku, u kterého je tloustka ¢,, nezanedbatelna vzhledem
k negimenSi Sifce vzorku 0.6 D. Deterministicky vliv velikosti (pfechod z plastické pevnosti na
elastickou) je ve vypoctu automaticky zohlednén, protoze je pouZit stejny materidlovy model a

M v

popsanymi postupy. Takto také neni mozno modelovat variabilitu pevnosti, protoze doposud
nebyla uvazovana zadna nahodnost v modelu.

5. Stochasticky model

Je velmi pravdépodobng, Ze vyrazny vliv velikosti na experimentalné uréenou pevnost je
zplisoben zejména prostorovou variabilitou/nahodnosti lokalni materidlové pevnosti. Jako na-
hodny je tedy uvazovan v modelu microplane parametr vztazeny k pevnosti, v ATENE oznaceny
jako K1 a je provedena simulace typu Monte Carlo pro kazdou velikost vzorku. Konkrétné je
vygenerovano 64 realizaci nahodného pol e parametru K 1 pro kazdou velikost a spocteny odezvy
(kompletni diagram zatiZeni-prtihyb, pole napéti, rozvoj trhlin, atd.). Numericky test ukazal, ze
parametr K1 mapribliznélinearni vztah k 1okalni pevnosti konstrukce ve velkém rozsahu kolem
stredni hodnoty pouZité v deterministickem modelu. Diivodem pro generovani lokalni materi-
alové pevnosti nahodnym polem namisto nezavislymi nahodnymi velicinami je domnénka, Ze
ve skuteCnosti se pevnost dvou blizkych mist navzgjem silné ovlivije (je korelovana) atakovy
vztah |ze vhodné model ovat pomoci autokorel ovaného nahodného pole. Rozlozeni lokalni pev-
nosti bylo uvazovano jako identické v kazdem materiadlovem bodé, konkrétné s Weibullovym
rozlozenim. Lokalni pravdépodobnost poruchy p, (kumulativni distribucni funkce ) zavisi na
hladiné napéti o amatvar:

o m
pr=Fo (o) =1-exp |- (Z) ] @
0o
kde o, = parametr méfitka Weibullova rozlozeni [MPa], hodnota 1.6621E-4 pouzita pro K1,
m = parametr tvaru Weibullova rozlozZeni (bezrozmérny, zavisly pouze na cov = variatnim
koeficientu). m = 7.91 uZito pro hodnotu nahodného K 1.

Abychom ziskali vysledky konzistentni s pfedeSlou deterministickou analyzou, uvazujeme
deterministickou hodnotu K1 jako stfedni hodnotu. Druhy parametr Weibullova rozlozeni byl
nastaven s ohledem na cov nominani pevnosti nejmensiho vzorku (experimental né zjistény cov
pro velikost A byl 0.16). Tato volba je podporena skutecnosti, ze pro velikost A bylo testovano
nejvice vzorkl (10 realizaci, viz Tab. 1). Tedy odhad rozptylu maveétsi statistickou vyznamnost
nez u ostatnich velikosti. A navic se domnivame, Ze vliv oslabeného okraje redukuje pouze
stfedni nomindni pevnost, ale neovliviuje rozptyl pevnosti. Pro jednoduchost byla pouZita
hodnota cov=0.15 (15% relativni variabilita lokani materidlové pevnosti). Tato hodnota je
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relativné vysoka, coz naznacuje relativné nizky Weibulliv modulus zminény vyse. Diskretizo-

s

(vedle autokorelatni funkce) je autokorelatni délka, ktera fidi vzdalenost, ve které je nahodné
materialova pevnost korel ovana. Pouzili jsme kvadratickou exponencial ni autokorelatni funkci:

o)

kde d = vzdalenost dvou bodl; I, = korelatni délka, pro nahodné pole K1 pouzita hodnota
80 mm.

Lze ukazat, ze realizace nahodného pole lokani pevnosti K1 pro vzorky, které jsou mno-
hem menSi nez jedna autokorelatni délka, je konstantni funkce v celém rozsahu a vSechny
lokalni pevnosti celého vzorku mohou byt reprezentovany pomoci nahodné veliciny (namisto
poctu prostoroveé korel ovanych velicin). Protoze nominalni pevnost vzorki je pouze jednoducha
transformace vstupniho pevnostniho parametru K 1 (bez prostorové variability, kteraby dovolila
lokalizovat trhlinu jinde oproti deterministické analyze), vime, Ze stfedni hodnota nominalni
pevnosti nejmensiho vzorku bude stejnajako v deterministické analyze. Toto je dlivodem vyuziti
K1 z deterministické analyzy jako stfedni hodnoty nahodného pole parametru K1.

Realizace nahodnych poli vypoGitané v mistech integranich bodd byly simulovany me-
todou popsanou v (Vorechovsky 2005; Vorechovsky 2004b; Vofechovsky and Novak 2005).
Simulovana nahodna pole jsou stacionarni, izotropni a homogenni. Stru¢né feceno, ortogonal ni
transformace kovariantni matice byla pouzita v kombinaci s Latin Hypercube Sampling n&
hodné slozky expandovaného pole (Novak, Lawanwisut, and Bucher 2000). Tato kombinace je
pfi generovani nahodnych poli velmi efektivni, svysokou presnosti odhadu statistické odezvy ve
srovnani sklasickou metodou Monte Carlo. Numerické studie dokumentujici tuto efektivitu jsou
napr. (Vorechovsky 2005; Vorfechovsky 2004b; Vofechovsky and Novak 2005). Toto je velmi
dblezity rys v pripadech kdy vypotet kazdé odezvy trvarelativné dlouhou dobu. V nasem pri-
padé je jeden vypoCet reprezentovan nelinearnim vypoctem odezvy metodou konecnych prvk
pomoci microplane modelu. Je zfgimé, Ze takova narocnost musi byt vyvazena co ngimensSim
moznym poCtem simulaci. Bylo testovano, Ze 64 simulaci je dostateCné mnozstvi poskytujici
stabilni a presny statisticky odhad parametr{i pole (priiméry, odhady smérodatné odchylky, au-
tokorelacni strukturu) a také reprodukovatelné odhady statistik odezvy konstrukce (nominalni
pevnost, atd.).

Automaticka simulace vSech odezev konstrukce byla provedena pomoci software SARA
integrujici programy (i) ATENA (vypocet odezvy) najedné strané a (ii) FREET (Vofechovsky
2004b; Novak, Vorechovsky, and Rusina 2006; Novak, Vofechovsky, and Rusina2003) nastrané
druhé (generace realizaci nahodnych parametrl, statisticke vyhodnoceni).

Naobr. 3 je zobrazena vypoctena sada diagramt zatiZeni-priihyb ailustrace definice posunuti
(separace dvou méicich bodll). Vybrané diagramy jsou zvyraznény a odpovidgici reaizace
nahodného pole pevnosti jsou na obr. 4. Pismeno znaCi velikost vzorku a Cislo pofadovym
¢islem simulace. Vedle nejbézngji se vyskytujicich kfivek zatizeni-priihyb je zvyraznéno i
nékolik priibéhu neobvyklého tvaru (typu snap-back nebo ,, smycka‘). V bézné experimentani
praxi mohou byt takovéto priibéhy naméfeny pouze vyjimetné. Jak bude diskutovano pozd§ji,
v naSem pripadé byly ziskany nékteré neobvyklé a neotekavané tvary prlibéhl, coz je Castetné
dano definici premisténi A, azejménaprostorovou nahodnosti svysokou variabilitou. Srovnani
maximalni pevnosti deterministického diagramu zatiZeni-priihyb se stfedni hodnotou nominalni
pevnosti priblizuje Obr. 3. Rozdil mezi nimi roste svelikosti vzorku. Zatimco se stfedni pevnost

R =exp
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Obrazek 3: Diagramy zatizeni-posunuti (64 realizaci) pro velikosti C, D, E aF. Viybrané priibéhy
jsou zvyrazneny.

velikosti C takika kryje s maximéni hodnotou deterministického diagramu, u vzorku E je
deterministicka kfivka nad vsemi 64 nahodnymi realizacemi diagramu, viz Obr. 3.

Naobr. 4jsou zobrazeny vybranérealizace néhodného pol e pevnosti pro vdechny velikosti A -
F. Poznamenejme, Ze podobné pravidlo jako v rovnici 2 |ze napsat i pro vyznam statistické délky
(zde ve formé autokorelatni délky /,). Pro dané ndhodné pole pevnosti (statistické rozdéeni a
autokorelacni strukturu) Ize vztah mezi [, a D zapsat jako:

forVk >0: on(D,l,) =on(kD,kl,) (6)

Je ztgimé, Ze s poklesem poméru autokorelacni délky avelikosti vzorku D roste mira prosto-
rové fluktuace realizace nahodného pole. Tedy roste pocet mist s malou materialovou pevnosti
(moznamistaporuseni). Jinymi slovy, srostouci velikosti vzorku roste pravdépodobnost vyskytu
slabého mista v oblastech s vysokym napétim. Tento jev byl jiz davno pojmenovan jako vliv
velikosti. Klasicky statisticky vliv velikosti je modelovan pomoci jednoduchého ,, modelu ngj-
slabsiho ¢lanku“ a obvykle aproximovan Weibullovym zakonem (Weibull 1939). Nicméné, jak
bylo vysvétleno v (Vorechovsky 2004b; VVofechovsky 2004a; Vorechovsky and Chudoba 2006),
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Cc34 C 51

F3

F 42 F 52

- nizka pevnost
vysoka pevnost

Obréazek 4. Simulace realizaci néhodného pole pevnosti a prislusgjici mapy trhlin v deformova

nych vzorcich tésné po dosaZzeni maximani sily F},.... VypoCet pole asifky trhlin v integratnich
bodech.

klasicky Weibullliv model neni schopen zohlednit prostorovou korelaci mezi lokalnimi mate-
ridlovymi pevnostmi. Weibulltiv model je zalozen nallD (nezavislosti aidentickém rozlozeni)
nahodnych velicin usporadanych sériové (fetéz). Vliv takovych predpokladi je ten, Ze pevnost
nekonecnémalého vzorku jenekonetna. Ve Weibullové model u je kazdakonstrukce ekvival entni
fetézu namahanénu v tahu, fetézu nezavislych ¢lenll s identickym statistickym rozlozenim na-



M. Vorechovsky, D. Matesovd 9
péti. Jestlize jelokani pevnost model ovana autokorel ovanym nahodnym polem (auvazujeme-li
autokorelatni délku jako materidlovou vlastnost), je asymptota pevnosti malych velikosti ekvi-
valentni rozloZeni lokalni materidlové pevnosti. Na druhé strang, asymptota velkych velikosti
je pfesné rovna asymptoté Weibullova modelu (Vorechovsky 2004b; Vofechovsky 2004a; Vo-
Fechovsky and Chudoba 2006), (pro vhodny vybér referencni délky a prislusného parametru
mé¥itka Weibullova rozloZeni ve Weibullové modelu). Autokorelatni délka hraje dlilezitou roli
statistického ,,scaling” délky v materidlu fidici pfechod z pevnosti jako nahodné veliciny (plna
korelace v malych konstrukcich) na mnoho nezavidych lokanich pevnosti (velké konstrukce,
Weibulltv model).

| F~ E« De C2 Be Ao
202 225 266 3.01 3.18 3.21

CDF

G
m ‘11.0 85 791 791 791 791

Nominalni pevnost o, [MPa]

Obréazek 5: Vlevo: odhad rozloZeni nominalni pevnosti vzorkli s Weibullovskym nahodnym
polem K1. NejlepSi aproximace Weibullovym rozlozenim (Rov. 4). Vpravo: spoctené pole
hlavnich tahti na vzorku pri elastickém stavu napjatosti.

Rozlozeni trhlin ve dvou nahodné vybranych vzorcich A 22 a B 14 (viz obr. 4) ukazuje
nejCastéj Sl mista lokalizace porudeni. Mala excentricita zatizeni a relativné tzky kréek vzorku
vetvaru psi kosti svelkou jistotou zaru€uje inicializaci trhliny napravé strané zlzeni. Realizace
nahodného pole v obou pfipadech (A, B) jsou téméf konstantni a tudiz nezbyva prostor pro
uplatnéni principu nejslabsiho ¢lanku. Struktura trhlin C 22 ve stejném obrazku doklada, Ze
lokalni pevnost urcitého mista miize byt tak mala, Ze relativné malé napéti v tomto misté miize
inicializovat poruSeni. PootoCeni desek ve vzorku C 22 bylo v opatném sméru oproti b&znéemu
pripadu. ProtoZe porugeni bylo lokalizovano mimo vzdaenost méFicich bodt, které monitoruji
posunuti A, tak odpovidgjici o-A,, diagram na Obr. 3 je ve tvaru snap-back. To stegjné plati
pro C 51, zatimco C 34 a C 55 jsou typickymi reprezentanty o-A,, diagraml arozlozeni trhlin.
Podobné rysy mohou u série D. Pozice trhlin u D 3 aD 22 zplisobila snap back, zatimco D 27,
D 44, D 47 aD 55 ilustruji ndhodné realizace inicializace trhliny vedouci k obvykleSimu tvaru

o-A,, diagramu z nadeho virtualniho testovaciho zafizeni.

Velmi zgjimavé jsou diagramy E 15 a E 18. ,, Smycky* na Obr. 3 jsou vysledkem ponékud
nedtastného pripadu trhlin blizko méficich bodll. MUzZe se stét, Ze v jistem misté zatézovani
se spodni méfici bod zaCne pohybovat rychlgji nez horni a vysledkem toho je neobvykly tvar
o-A, diagramu u E 15. Vzorek se miize pozdgji za€it porusovat v kréku, jak se stalo v pripadé
E 18. U série F je autokorelatni délkatak malave srovnani srozmery vzorku, Ze trhlina se opét
inicializuje na pravé strané kréku témér ve vSech pripadech, viz obr. 3 a 4. U série A nebyla
v Zadné simulaci ziskana kfivka typu snap-back zplisobena rozvojem trhlin mimo vzdalenost
mé¥icich bodl av pripadech B aF byl zaznamenan pouze jeden pripad, viz Obr. 3. Lze prohl asit,
Ze ngjzajimavg Si procesy probihgji vevzorcich o velikosti srovnatelné sjedno az dvojnasobnou
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korelani délkou (oblast pfechodu z pevnosti jako jedné nahodné veliciny na soubor nezavislych
proménnych).

Poznamengime, Ze na rozdil od experimentll jsme nekontrolovali pfitéZzovani prirlistkem
posunuti A, aleposunutim nahornim adolnimlici atudiz bylo mozno bez problémt zaznamenat
diagramy typu snap-back.

Jsme schopni simulovat nahodnou odezvu vzorkli mensSich nez A s nahodnym polem K1 a
navic miizeme k reprezentaci nahodnosti v tak malych vzorcich jednoduSe pouZit generovani
pomoci nahodnych velicin. Na druhé strané je ale velmi problematické ssmulovat realizace
nahodného pole pro vzorky o mnoho vétSi nez F. | pfes zgjem prvniho autora o techniky FeSeni
technickych obtiZi vypottll velkych konstrukci stochastickymi konetnymi prvky (Vorechovsky,
Chudoba, and Jefabek 2006), bude zde pouzit jiny zplisob. Na&tésti je totiz v naSich vypottech
nahodna pouze pevnost alze vyuZit klasického Weibullovaintegralu pro velké konstrukce. Jak
bylo vysvétleno v (Vofechovsky 2004b; Vorechovsky 2004a; Vofechovsky and Chudoba 2006),
jestlizejekonstrukce dostatecné velka, prostorovakorel acelokalni pevnosti se stavanedtilezitou
aWeibulllv integral dava feSeni ekvivalentni pIné simulaci stochastickymi kone€nymi prvky.
Strucné naznatme vypoctovy postup vyhodnoceni Weibullova integralu pro pravdépodobnost
poruchy konstrukce, detaily mohou byt nalezeny napf. v (Bazant and Planas 1998). Weibullliv
integral matvar:

—In(1-Py) = /c [0 (x) ;m, 00] AV (x) (7)
\%

kde P; = pravdépodobnost (kumulativni hustota pravdépodobnosti) zatizeni vedouct k selhani
konstrukce; ¢ [e] = funkce koncentrace napéti.

Existuje nékolik moznych definic pro funkci koncentrace napéti, viz (Bazant and Planas
1998). U zde studovanych vzorki je hlavni slozkou tenzoru napéti normalove napéti . Pole
napéti o, téméf splyva s hlavnimi tahy o;. Protoze jsou uvazovana pouze tahova napéti jako
plvodce poruseni, definujeme funkci koncentrace napéti jednoduse jako:

[0 (%) ;m,00] = - <”’ (X)>m ®)

Vo 0o

kde V;, = referenéni objem asociovany s dvojici parametrli m aoy.

Na obr. 5 vpravo je zobrazeno spottené pole hlavnich tahli po ploSe vzorku v elastickém
stavu napjatosti. Numerickou integraci tohoto pole napéti pro rtizné velikosti vzorki a prav-
dépodobnosti poruchy 1ze vhodné prepsat do bezrozmérnych soufadnic, ¢imz se vypocet stava
velmi snadnym. Vysledna stfedni hodnota vlivu velikosti je vynesena na obr. 6 (asymptoticka
kFivka stfednich hodnot vlivu velikosti). Poznamenejme, Ze jiny zplisob simulace nahodné pev-
nosti velkych konstrukci je mozny s vyuzitim stabilitniho postulatu extrémnich hodnot (Fisher
and Tippett 1928). Takovy vypoctovy postup je elegantni trik vyuzivajici rekurzivni vlastnosti
distribucni funkce a je popsan v (Bazant, Vorechovsky, and Novak 2005; Novak, Bazant, and
Vorechovsky 2003) spolecné s konkrétni aplikaci. Vysledky takového pristupu (a také Wei-
bullova integralu jak zde byl prezentovan) jsou platné pouze pro extremné veliké konstrukce,
kdevymizi vliv konstrukéni nelinearity (zplisobujici prerozdé eni napéti). Pro malévelikosti zde
vznikaji dvaproblemy: (i) prostorovakorelacelokalni pevnosti a (i) vliv redistribuce napéti. Vy-
sledkem musi byt pfimka v dvojité logaritmickém mé¥itku velikosti vs. pevnosti (priibéh viivu
velikosti je mocninny zékon). Pristup zaloZzeny na jednoduché zméné méfitka u Weibullovych
nahodnych velicin sdruzenymi s oblastmi konstrukce réiznych velikosti byl pouzit v (Lehky and
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P jedna nahodna veli€ina |, autokorelované nahodné pole L IID veli¢iny, WeibullQv integral, stabilitni
~ pro materialovou pevnost materidlové pevnosti 1 postulat extrémnich hodnot 4
0.1 1 10 100

3.6 T — T — T —7 T — e

34 \\ asymptota pevnosti pro ’

32 - malé konstrukce 7

30F OO . T -114 8
— 28k Y Microplane model s na- 113 P
T 4 hodnym polem pevnosti —e—- 0o
= 26 |- (mean  std. dev.) 12 %
= 3 e, £
& 24 deterministické vypocty 411 E
@ experimenty < (microplane model) 2
@]
e 22 - ——————k - N __ ¥ _>~___ TT—N———e——— 1.0 ‘©
> deterministicka asymptota pro s
S 20 F velké konstrukce 3
£ '~ - 0.9 N
‘o Weibulltv integral (elastické pole napéti) ©
c - .
‘€ 18 stfedni pevnost pro elasticko-kifehky materiél\ RN / Jdos %
e 16 s ndhodnym polem pro lokalni pevnost 1 i\\. Toc

6 — 0.7
14 A B C D E F G H
13 M| 1 1 P | 1 1 P | 1 1 P |

10 100 1000 10000
velikost vzorku D [mm]

Obréazek 6: Srovnani vysledkd vlivu velikosti.

Novak 2002). Autori zde jednoduse pouzili pravidio pro ,,scaling” pouze pro velikosti vétsi nez
velikost C atoto jim pomohlo simulovat experimentalni data. PouZity numericky model oviem
nedovoloval volné otaCeni desek a nebyla modelovana excentricita zatézujici sily, coz oboje z
naSeho pohledu negativné ovlivnilo vysledky statistické odezvy. Pfedepsanim okrajovych pod-
minek desek bez volné rotace se vzorek poruduje jinak nez v pfipadé volné rotujicich desek.
Toto je velmi dlilezité zefména pri prostorové nahodném rozlozeni pevnosti.

6. Analyza vysledkl a diskuse

24

Zavedenim tfech rliznych délek méFitka (scaling lenghts) jsme schopni nezavisle zaclenit
tfi rlizné vlivy do modelu popisujiciho tfi vlivy velikosti na nominalni pevnost. Sitka p8su
trhlin ¢, (deterministicke méfitko) Fidi u kterych velikosti dojde k prechodu z duktilniho na
€l asticko-kfehké chovani a tudiz také ovliviuje pfechod mezi dvéma horizontanimi asympto-
tami zévidosti vlivu velikosti (viz obr. 2). Druha zavedena délka (tloustka oslabeného okraje
t.) spolu s redukci materiadlové pevnosti ovliviuje u kterych velikosti dojde k vyznamnému
poklesu nominani pevnosti. Tato redukce zesiluje s klesajici velikosti vzorku a zplisobuje
opatny sklon kfivky vlivu velikosti oproti deterministické a statistické kfivce (viz Obr. 2).
Posledni uvazovanou délkou je autokorelatni délka [, ¥idici prechod od nahodnosti zpliso-
bené rozptylem material ové pevnosti (jedna nahodna velicina pro materid ovou pevnost) k sadé
nezavislych shodné rozlozenych nédhodnych velicin lokalni materialové pevnosti skrz autokore-
lované nadhodné pole. Jinymi slovy fidi konvergenci k Weibullovu statistickému vlivu velikosti
zaloZzenému na principu nejslabsiho ¢lanku. Takova souhratfi nezavislych materidl ovych délek
je velmi komplexni. Je takifka nemozné ur€it vechny tyto parametry na z&kladé dostupnych
experimentalnich dat ato i v pfipadé, ze by model odrézejici tyto tfi vlivy byl zcela spravny.

Na obr. 5 vlevo je zobrazen odhad distribucni funkce nominani pevnosti vSech testovanych
velikosti jak byl ziskan z plné stochasti cké simul ace metodou konecnych prvk, kde byl parametr
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K 1 model ovan nahodnym polem. Tabulkanad grafy prezentuje parametry Weibullovarozlozeni,
které vedou k nejlepsi aproximaci empirickych histogramti. Weibullliv modulus z ngjakych
diivodl roste pro velikosti E aF i kdyz sklon pfislusne kfivky vlivu velikosti naobr. 6 naznacuje
hodnotu 7.91 (otekavana hodnota vyplyvajici z Weibullova vlivu velikosti elasticko-kfehkych
konstrukci). Odchylky mohou byt zplisobeny numerickymi chybami; zejména nedostatecnou
diskretizaci nghodného pole s ohledem na autokorelatni délku: variabilita neni dostatetné
podchycenahustotou integracnich bodl, protoze sit konetnych prvki u model & velkych velikosti
nebyla zahu&téna. Presngji feteno, pocet konetnych prvkdl byl byl stejny u vSech velikosti z
diivodl Setfeni vypoctovéeho Casu.

Vysedné nominani pevnosti pro vSechny velikosti ziskané prostiedky nelinearni stochas-
tické FEM jsou vyneseny a srovnany s experimenty na obr. 6. Je zigime, Ze pocingje velikosti
C se zavidost nomindni pevnosti na velikosti stava prevazné statistickou a nejsme schopni
ji modelovat samostatnym deterministickym modelem, viz napf. (Novak, Vofechovsky, Pukl,
and Cervenka 2001). Zahrnuty jsou taktéz velikosti F, H a J spo&tené Weibullovym integralem
(Rov. 7 a8). Weibullovo feSeni je pfimka a reprezentuje asymptoticky vliv velikosti konstrukci
zplisobeny vyhradné prostorovou nahodnosti pevnosti. Nad uvedenymi zavislostmi jsou zobra-
zeny oblasti velikosti pro riizné vypoctove postupy pouzité pro modelovani nahodné pevnosti.

Silna kfivka na obr. 6 (oznatena jako 3) je vysledkem kombinace viech tfi vlivil zde popsa-
nych. KFivka byla ziskana uplatnénim bezrozmérného redukéniho faktoru r,, jako vlivu oslabe-
ného okraje na vysledky nelinearni stochastické FEM (tloustka okraje ¢, = 2 mm, redukce 7,
= 0.5). Toto byl jednoduchy zplisob, jak odhadnout konetny vysledek modelu kombinujiciho
vechny vlivy. Tento jednoduchy zplisob neni zcela presny, protoze uplatiiuje redukci okrajove
vrstvy az na konecnou hodnotu vysledku simulaci s nahodnym polem. Obecné nel ze takto po-
stupovat, protoze zdroje vlivu velikosti spolu interaguji. Pro ziskani konzistentnich vysledkl
by bylo tfeba modelovat lokani pevnosti nahodnym polem a pouzit redukci okragjove vrstvy
pro kazdou realizaci pole zvlast. Toto by pomohlo inicializovat trhlinu v okrajové vrstve Cas-
t&i. Nicmeéné Cas k provedeni plnych simulaci by byl nezbytny. Na prvni pohled je zigimé, Ze
pevnost velikosti A neodpovida zcela experimentu (i pres odpovidajici rozptyl). V&ime, ze to
|ze Castetné napravit uvazovanim podminek rovinné deformace a zejména dlllezity je fakt, ze
tloustka (0.1 m) je vétsi nez Sitka vzorku a 3D model by Casto dovoalil iniciaizaci trhliny z
predni ¢i zadni plochy vzorku (viz Obr. 1 vlevo). Tento jev by zgjisté vedl k poklesu pevnosti
velikosti A.

Korelatni délka, bylav této studii nastavena na hodnotu pribliZzné rovnou tloustce vzorku.
Praveé pri této délce zatina byt variabilita lokalni pevnosti vyznamna a miize zkreslit vysledky
velmi malych velikosti. Autofi experimentll vzdy upozoriiovali, ze diky betonazi vzorkli ma
predni vrstva rozdilné materialové vlastnosti nez vrstva zadni. Tento vliv nyni modelujeme
pomoci 3D modelu, vysledky jsou vSak mimo rozsah tohoto prispévku a 3D vlivy jsou zde
zanedbany (Vorechovsky and Matesova 2006).

7. Zavéry

Provedené numerické simulace nahodné odezvy zkousky v tahu navzorcich tvaru psi kosti s
rotacnimi okrajovymi podminkami publikovanévan Vlietem avan Mierem jsou v dobré shodé s
publikovanymi vysledky. Na zakladé srovnani trendu zavislosti nominani pevnosti na velikosti
vzorku |zefTici, Ze numericky model zahrnujici tfi délkova méfitkaje schopen postihnout nejdi-

M v v
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velikosti 1ze postihnout na deterministické Grovni s pomoci deterministické délky reprezento-
vané v naSem modelu itkou pasu trhlin. V dal$im je vliv velikosti na pevnost velkych vzorkd
modelovan pomoci autokorel ovaného nahodného pole. Dllezita statisticka délka je zavedena
formou autokorelatni délky pole. Formaasymptotického vlivu velikosti zplisobeného nahodnou
pevnosti je klasicky Weibulltv mocninny zakon. Nahodnym generovanim pole loka ni pevnosti
jsme schopni modelovat také nahodny rozptyl vysledné nominani pevnosti. Posledni vliv zde
prezentovany je oslabena okrajovavrstvakonstantni Sifky. Tento oslabeny okraj ma za nasledek
redukci pevnosti malych vzorkl, coz vede k opatnému trendu nez u dvou prededlych vlivil
velikosti. Prezentovana studie dokumentuje dobfe znamy fakt, Ze experimentani urCovani ma-
teridlovych parametr{i (potfebnych pro racionalni abezpetny navrh konstrukci) je velmi obtizné
u kvazikiehkych materialli jako je beton.

8. Podékovani

Prezentovanévysledky byly dosaZeny sfinan&ni podporou projektu Grantové agentury Ceské
Republiky €. 103/04/2092. Autori dékuji panu Sadilkovi za pomoc pfi rozsahlych numerickych
simulacich.
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