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ESTIMATION OF DENSITY FUNCTION PARAMETERS WITH
CENSORED DATA FROM PRODUCT LIFE TESTS

*

J.Tuma

Summary: The paper deals with a statistical method for the evaluation of life test
results. It is supposed that only some of the test specimens are observed until
breaking while observation of others is terminated prior to breaking. That is,
some observations are censored. The estimation of probability density function
parameters is based on the maximum-likelihood method. The Weibull distribution
function is preferably used to describe the complete life distribution. It is
suggested that estimation be performed sequentially after each observed breakage
treating specimens still on test as censored until the parameter estimates become
stable. Some results of simulation are presented using an example of truck
suspension tests.

1. Uvod

Zivotnost ur¢itého provedeni vyrobku predstavuje poéet provoznich hodin nebo poéet ujetych
kilometri a nebo také pocet sepnuti kontaktu spinade do poruchy nebo zniceni. Zajem o
statistické charakteristiky zivotnosti je dan potiebou stanovit zaruky bezchybné funkce
zafizeni. V pfipad€ poruchy je vyZadovéana oprava a v pfipadé€ zni€eni pied uplynutim zaruéni
lhiity zase nahrada Skody, coz ptedstavuje pro vyrobce nebo prodejce vznik dodate¢nych
nakladt. Data charakterizujici zivotnost zafizeni jsou dvojiho druhu, a to bud’ udaje o dobé
provozu do poruchy a nebo udaje o dobé provozu aniZz by vznikla porucha. Z hlediska
matematické statistiky i tento druh neurCitych dat o dob& provozu obsahuje uZzitecné
informace, které mohou zpfesnit vypocet parametrti rozdéleni doby provozu bez zavad.
Postup vypoctu je popsan naptiklad v ptirucce, ktera je k dispozici na webovskych strankach
National Institute of Standards and Technology, USA
(http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/index.htm). Dale popisovany postup se opird o
algoritmus, ktery byl vyvinut v podniku Tatra Koptivnice (Ttma, 1989) a pozd¢ji publikovan
ve sborniku praci VSB, Fakulta strojni (Ttima, 1996).

Individuélni Zivotnost konkrétniho vyrobku je nahodna veli¢ina 7. Urcita (fixni) hodnota
této nahodné veli¢iny bude znacena pismenem ¢ a bude piedstavovat obecné rovnéz zivotnost
naptiklad ve vyznamu doby provozu. U Zivotnosti je tfeba znat rozdéleni pravdépodobnosti,
které souvisi s pravdépodobnosti vzniku poruch. Napiiklad pravdépodobnost, Ze porucha
vznikne v ¢asovém intervalu od ¢ do ¢+ Az, lze vyjadtit ve tvaru

: Prof. Ing. Jiti Tama, CSc.: Fakulta strojni, VSB — Technicka univerzita Ostrava; 17. listopadu 15; 708 33
Ostrava; tel.: +420 59 699 3482, fax: +420 59 699 3482; e-mail: jiri.tuma@vsb.cz



2 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #345
Plt<r<t+At}= f(t;0)At, (1)

kde funkce f (t;@) je hustota rozdé€leni pravdépodobnosti se skupinou parametrti, které jsou
symbolicky oznaceny © a které obecné piedstavuji vektor. Dalsi charakteristika Zivotnosti je
distribu¢ni funkce F (t;@), kterd souvisi s hustotou pravdépodobnosti podle nasledujiciho
vztahu

t
Plr<t}=F(50)= [ f(:0©)dr. )
Pravdépodobnost, Ze individudlni Zivotnost bude vétsi nez doba provozu ¢, je ddna vztahem
Pl >t}=1-F(,0)= [ f(0)t. 3)
t

Testy zivotnosti probihaji obvykle u souboru vzorki urcitého vyrobku najednou nebo
postupné. Strategie zkouSeni se mulze opirat o pravidlo, podle kterého se musi vSechny
zkouSené vyrobky piivést provozem k poruse nebo znieni. Tento popis predpoklada, ze
zkousky vSech vyrobkli nemusi byt vedeny az k poruSe nebo zniceni a ze fada zkouSek bude
pferuSena bez vzniku poskozeni, tj. tyto zkouSky budou neukoneny. Vysledek testu
pfedstavuje soubor o poc¢tu n hodnot individudlnich Zivotnosti ¢,,¢,,%,...,¢, (doby provozu
do vzniku poruchy nebo poskozeni) a soubor o poctu m hodnot, které informuji jen o
skutecnosti, ze nékteré vyrobky vydrzely test bez poruchy, tj. jejich individudlni zivotnosti
jsou minimalné rovny nebo vétsi nez doby provozu ¢ .7 .,,¢ Zkousi se tedy

n+2°
celkem n+m vzorkll vyrobku, pficemz jen u ¢asti z nich vznikne porucha. Takovy soubor
dat se nazyva cenzorovany.

n+l2 n+3°°° n+m'

Vysledkem vyhodnoceni souboru dat z testu zivotnosti jsou odhady parametra rozdéleni
pravdépodobnosti, ze kterych lze vypocitat naptiklad stfedni hodnotu Zivotnosti, rozptyl
zivotnosti a hlavné kvantily, které stanovuji jaky podil vyrobkli ma dosahnout stanovenou
zivotnost, coz je udaj obvykle uvadény v technickych podminkéach provozu vyrobku. Cilem
predlozeného sdé€leni je popsat a zdivodnit postup vypoctu zminénych charakteristik.

2. Odhad parametrii rozdéleni cenzorovaného statistického souboru

Parametry rozdéleni pravdépodobnosti se odhaduji n¢kolika zpiisoby (Hatle a Likes, 1974).
Nejvice znamy postup uziva metodu momentd, podle které se parametry odhaduji na zakladé
relaci mezi témito momenty a parametry rozdéleni nebo tyto momenty, tj. sttedni hodnota,
rozptyl, atd., jsou pfimo parametry rozdéleni jako napfiklad u normdlniho (Gaussova)
rozdéleni. Dal§im zpiisobem odhadu parametri je metoda maximalni vérohodnosti. Tento
zpusob odhadovani je zvlast¢ vhodny pro cenzorovana data, a proto bude k jejich
vyhodnoceni pouzit.

Zdtvodnéni metody spocivd ve vypoctu pravdépodobnosti vyskytu daného souboru
zmétenych dat, jejichz jednotliva méfeni predstavuji nezavislé jevy (pokusy), proto

B = f(1,0)At.. £z, @Azjft@ jfz@ (4)

tm+1 tn+m
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Tato pravdépodobnost je kromé zmétenych dat také funkci vektoru parametri ®. V teorii
pravdépodobnosti se definuji maximaln¢ vérohodné odhady parametrt tak, Ze maximalizuji
vySe uvedenou pravdépodobnost PF,. Pomoci této pravdépodobnosti se definuje

vérohodnostni funkce L(tl,tz,tB,... t '@)) vzorcem

>"n+m?

P, = L(t,t,..ot,,,;ONAL)", 5

tj. plati

n+m

Hftl,@)l_[f f(6;0)dt (6)

i=n+1

L{tyest

Pro vypocty je vhodnéjsi logaritmus vérohodnostni funkce

n+m

Lt ; ):anlnf(ti; Zlnjfz@ (7)

i=n+1

3. Volba typu rozdéleni pravdépodobnosti

Vznik poruch hodnoceného vyrobku charakterizuje veliina, kterd je nazyvana intenzita
poruch ﬂ(t;@). Tato veli¢ina je funkci doby provozu ¢ a vektoru parametri ® . Defini¢ni
vztah je
Pt <7 <t+At}=A(t;0)AtP{r > t}+ O(At). (8)
kde O(At) je fadové mensi nez At, tj. Pmo O(At)/At = 0. Z ptedchozi rovnice Ize ziskat vztah
t—>

_ Plt<z<tf-0(Ar)

At; ©)At Plesi)

9

coz je podminénd pravdépodobnost vyskytu poruchy pii dob& provozu ¢ az 1+ Az, a to u
vyrobkil s vyssi individualni Zivotnosti nez je doba provozu ¢. Po d€leni predchazejici rovnice
veli¢inou At, které vztahuje tuto podminénou pravdépodobnost na jednotkovy interval doby
provozu a dava této pravdépodobnosti vyznam intenzity, a po limitnim pfechodu Az — 0 lze
ziskat vzorec pro vypocet intenzity poruch ve tvaru (Maixner a Kolnikova, 1984)

f(t®)  F(0)
1-F(t;®) 1-F(;0)

At;0)= (10)
Z posledniho vzorce Ize vytvotit vzhledem k neznamé funkci F(;©) linearni diferencialni

rovnici prvniho fadu v nezavisle proménné ¢. Reseni diferencidlni rovnice s pouzitim metody
variace koeficientl je néasledujici

F(t;0)=1+ exp[—jz(z; @)dt} : (11)

Posledni vzorec ma obecny tvar. Pro dal$i uvahy je tieba konkretizovat funkéni zavislost
intenzity poruch na dobé provozu. Pfi analyze dat z testu Zivotnosti se nejlépe osvédcilo
Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti. Jestlize jsou vSechny zkouSky ukonceny, pak je
¢asto pouzito logaritmicko-normalni rozdéleni.
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Weibullovo rozdéleni W{(c,o)

Toto rozdéleni ma dva parametry s kladnymi hodnotami, a proto ® = {c,5 } Intenzita poruch
pro toto rozdéleni je definovana vzorcem

Al {c,é})=§(§]ﬂ- (12)

Ptislusna hustota rozdéleni pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce pro ¢ >0 jsou

f(tle.6)= Cf: exp{— [g” . Flsles))=1 —exp{— (g” (13)

Pro ¢as 1<0 je f(t;{c,0))=0 a F(t;{c,8})=0. Stiedni hodnota E{} a rozptyl var(.) jsou

E&}zuir(é+lj, vadryzsﬂ}(%+4j—1”(%+qj}, (14)

kde T'(m) je tzv. gama funkce

+00

I(m)= Ix’”‘l exp(—x)dx . (15)

0

Kvantil ¢, této hustoty pravdépodobnosti pro zvolenou pravdépodobnost P je

t, =85/(—In(1-P)) . (16)

Specidlni ptfipady Weibullova rozdéleni dané ur€itou hodnotou parametru ¢ jsou
nasledujici:

e c=1 ... exponencialni rozdéleni

o c=2 ... Rayleighovo rozdéleni

Charakteristicka je také zavislost intenzity poruch na dobé provozu. Pro ¢>1 intenzita
poruch roste s dobou provozu, coz lze spojovat s provoznim opotiebenim. Naproti tomu pro
c <1 intenzita poruch s dobou provozu klesa, protoze na zacatku provozu se vyiadi vyrobky

se skrytymi vadami. Jestlize ¢=1 (vySe zminéné

g : exponencialni rozdéleni), pak intenzita poruc
p 1 del pak intenzita p h
O c=75 nezavisi na Case, a proto exponencialni rozdéleni je
By y oznacovano jako ,,bez paméti“. Priklad zavislosti

4 20 intenzity poruch na ¢ase je uveden na obrazku 1.

15 U slozitého =zafizeni s mnoha samostatné
21 ] porouchatelnymi a  znovu  opravitelnymi
0 , komponentami, agregaty nebo jednotkami je pfi
0 1 3 2 sledovani intenzity poruch pozorovatelna zavislost

ve tvaru tzv. vanové kiivky, kterd v pocatecni fazi
reprezentuje zvysenou intenzitu vyskytu skrytych
Obréazek 1 Intenzita poruch u Weibullova vad, pak nasleduje obdobi s vyrovnanou intenzitou

rozdgleni poruch a pii konci Zzivotnosti nasleduje vzrist
intenzity poruch vlivem opotiebeni. Je tieba tedy
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zdUraznit, Ze aproximace intenzity poruch vzorcem, ktery je odvozen z Weibullova rozd¢leni
pravdépodobnosti, charakterizuje jen jednu ze zminénych tii fazi provozu zatizeni.

Pro odhad parametrli rozdé€leni pravdépodobnosti je tfeba urcit nejprve logaritmus
vérohodnostni funkce je

n+m

In(L) = ln(éjJr(c—l)iln(ti)—éth | (17

Extrém této funkce lze vypocitat pomoci stacionarnich boda funkce ln(L) , ve kterych jsou

nulové derivace této funkce podle proménnych c a &, coz ptedstavuje soustavu rovnic
om(z) o am(L)_, (18)
00 oc

Explicitni vzorec vSak Ize vypocitat pouze pro parametr o

5:][;21:4‘) . (19)

Naproti tomu parametr ¢ 1ze urcit numericky vypoctem extrému funkce ln(L) metodou

jednoparametrové optimalizace. Méni se jen parametr ¢, zatimco o se pocita z posledniho
vzorce.

Logaritmicko-normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Toto rozdeleni pravdépodobnosti méa parametry ©= {,u,G}. Hustota rozdéleni
pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce pro ¢ >0 jsou

flehuol=— p{ (i — ﬂ, Felwol)=of "4, o

26"
kde CD() je obvykle tabelovany integral hustoty rozlozeni pravdépodobnosti. Sttedni hodnota
a rozptyl jsou nasledujici
O_Z

E{T} = exp(y + 7} , Var(r) = exp(2y +o’ Iexp(az)— 1]. (21)

Kvantil této hustoty pravdépodobnosti je
t, =exp(u+ou,). (22)

kde u, je kvantil normalniho rozdéleni pro pravdépodobnost P. Logaritmus vérohodnostni
funkce ma nasledujici tvar

In(L)= -nln(o*v27 )~ Y In(t, )~ - Zn:(ln(ti)—u)2+Mzmln{l—d)(mﬂ. 23)

T4 2
i=1 267 ‘S i=n+1 9

Maximaln¢ vérohodné odhady maximalizuji tuto funkci. Vzhledem ke zplsobu definice
funkce q)() nelze odvodit explicitni vzorce pro parametry © = {,u, 0'}, a proto je nutné pouzit
numericky vypocet.
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4. Priklad

V piikladu je hodnocena zivotnost listovych pruzin u terénniho nakladniho automobilu pfi
urychlenych terénnich zkouSkach (Ttma, 1989). Soucinitel urychleni zkouSek neni v tomto
prikladu podstatny. Vysledek zkouSek je pro vyrobce automobilu velmi dulezity, protoze
listové pruziny v systému pérovani vozidla jsou védomé dimenzovany pro konecnou
Zivotnost, kterou je tfeba sladit s garantovanou Zivotnosti celého vozidla. Zivotnost je
vyjadiena v probéhu kilometri do vzniku lomu prvého listu pruziny a u neukoncenych
zkousSek pocet ujetych kilometri. Ve statistickém souboru je 25 vysledkt zkousek, z toho je
18 ukoncenych a 7 neukoncenych. Rozdéleni pravdépodobnosti probéhil je aproximovano
Weibullovym rozdélenim. Tabulka 1 obsahuje postupné odhady parametri Weibullova
rozdeleni v souladu s nariistem poctu ujetych kilometri.

Tabulka 1
Potadi | Probéh Lom (L) c o sti.hodnota | smér.odch.
10° km |Neukong.(N) 10° km 10° km 10° km

1. 16 L - - - -
2. 23 L 5.7 35.6 32.9 6.6
3. 24 L 6,9 324 30.3 5.2
4. 27 L 5.3 37.6 34.6 7.5
5. 35 L 3.0 57.6 51.3 18.6
6. 41 L 2.5 68.5 60.8 26.0
7. 59 L 1.60 116.7 104.6 66.8
8. 64 L 1.64 113.5 101.5 63.6
9-10. 75 L 1.69 111.7 99.7 60.6
11. 79 L 1.74 108.6 96.8 57.3
12. 82 L 1.81 104.8 93.2 53.2
13. 91 L 1.73 109.4 97.5 58.1

14-15. 95 L 1.90 102.0 90.5 49.5
16. 112 L 1.71 - - -
17. 112 N 1.71 110.6 98.7 59.4

18-19. 126 N 1.54 119.5 107.5 71.2

20-21. 134 N 1.48 123.3 111.5 76.6
22. 137 L 1.60 118.2 106.0 67.7
23. 139 L 1.66 114.0 101.9 63.0
24. 140 N 1.65 114.3 102.2 63.6
25. 145 N 1.64 114.6 102..5 64.2

Odhad parametrii pfi kazdém lomu ptedpoklada, ze ostatni zkousky jsou neukonceny s
probéhem danym poctem kilometri shodnym s probéhem piisluSnym k tomuto lomu.
Konecné odhady parametrti odpovidaji stavu z posledniho fadku predchazejici tabulky, tj. ¢ =
1,64, 6 = 114,6 tis. km. Odhad stfedni hodnot je 102,5 tis. km a smérodatné odchylky 64,2
tis. km. Z postupného vypoctu je ziejmé, ze statistické odhady parametrii se témet ustali pfi
probéhu kolem 60 az 80 tis. km a poruSeni jen 8 pruzin. Postupné odhady jsou znazornény
rovnéz v obrazcich 2 a 3. V obrazku 2 je zndzornéna zévislost na potfadi vzniku poruch a
v obrazku 3 na poctu ujetych kilometri do lomu listovych pruzin. Oba obrazky davaji
uzite¢né informace o volbé okamzZiku, kdy je vyhodné zkousku zastavit.
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Kvantily rozdé€leni na konci testu jsou shrnuty v tabulce 2.

Tabulka 2
Pravdépodobnost % 1 5 10 50 90 95 99
Probéh v tis.km 6.9 18.7 29.1 91.6 190.6 | 223.7 | 290.8

vvvvv

jevit ve srovnani s garantovanou zivotnosti automobilu vice nez 500 tis.km velmi malo.

Prezentovana data, jak bylo uvedeno, pfislusi urychlené zkousce.

Na obrazku 4 je zéavislost empirické a teoretické intenzity poruch na probéhu (doba
provozu). Teoretickd kiivka byla vypoctena pro vySe uvedené odhady parametri Weibullova
rozdéleni pravdépodobnosti. Empirickd intenzita byla vypoctena pro intervaly o délce Ar =

20 tis. km, a to tak, Ze se

8 [tis.km] c[] jednd o podil p()étu
poruch k celkovému
160 8,00 po¢tu pruzin v provozu
140 1 - 7,00 na zacatku hodnoceného
120 1-g -\t megrg = o AT - 6,00 intervalu. Tato relativni
100 A - 5,00 Cetnost byla dale
80 - L 4,00 podélena délkou
60 - L 3,00 intervalu A¢. Empiricka
intenzita poruch sleduje
40 7 l 2,00 teoretickou intenzitu jen
20 1 ;L ;L - 1,00 do prob¢hu 90 tis. km. V
0 - - 0,00 intervalech se stfednimi
0 4 8 12 16 20 probéhy 110 a 130 tis.
potadi lomt pro celkem 25 km  jsou  empirické
hodnoty vzdaleny
Obrazek 2 Postupné odhady parametri Weibullova rozdéleni teoretické intenzité&.
Dtvodem je zmenSeny
pocet neporusenych
d [tis.km] c[-] pruzin v zavéru testu,
160 8,00 coz ovliviluje vypocet

140 - L 7,00 relativnich Cetnosti.
120 A - 6,00 Podil ukoncenych
100 4----+ Q- /oL T L 500 zkousek v uvedeném
’ fikladu Ize
80y F 4,00 Eonfrontovat s ptikladem
60 1 - 3,00 z literatury (Kropég,
40 1---- - 2,00 1987). U  zkousky
20 A - 1,00 lozisek je ptedepsano,
0 0,00 aby byla zastavena pfi
0 20 40 60 80 100 120 140 160 poruse prvych 3 loZisek
) . ze skupiny 30 soucasné
probéh v tis. km zkouSenych vzorkd, coz
se jevi podle uvedeného

Obrazek 3 Postupné odhady parametrt Weibullova rozdéleni piikladu nedostate¢né.
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Kromé& popsaného analytického postupu
odhadu parametr rozdéleni pravdépodobnosti je »
mozné vyuzit grafické metody, pii které je 0015t
pouzito specidlniho méfitka pro graf distribucni
funkce. Toto méftitko transformuje distribucni 0.01}
funkci Weibullova rozdéleni na ptimku tak, aby S ‘
bylo moZzné snadno (rovnéz  piimkou) Bt © )
aproximovat empirickou distribu¢ni  funkeci. ot
Transformacni vztahy lze ziskat z distribu¢ni 0 50 100 150
funkce ~ Weibullova  rozdéleni dvojitym t [tis.km]
logaritmovanim

0.0z

Obrazek 4 Teoreticka a empiricka
In(~1n(1- F(¢))) = ¢ (In(t) - In(5)). intenzita poruch

Vodorovna osa v tomto grafu ma logaritmické métitko pro proménnou ¢ a svisla osa se
transformuje podle vzorce ln(— ln(l—P/IOO)), kde P je pravdépodobnost v procentech, na
linearni méfitko. Sklon aproximaéni pifimky souvisi s parametrem c a jeji posunuti s
parametrem O . Tento postup vSak vyzaduje, aby ukonfené zkouSky mély mensi dobu
provozu neZ neukoncené zkousky. V obrazku 5 jsou znazornény vysledky pro predpoklad, ze
poslednich 9 zkousSek je neukoncenych. Jestlize budou parametry rozdéleni odhadovany

pouze z prvych tfi méfeni, pak

1 ziejm¢& oba parametry budou

0,5 | In(-In(1-P/100)) > nliuk(v)lr(lcene ureny velmi nepfesné jak je
0+ ZKousky ziejmé z obrazkl 2 a 3. Protoze
05 4+ poloha aproximaéni piimky pro
_’ L4 prvé  tii body grafu  pro
pravdépodobnosti 1%, 5% a

LS T poptipadé i 10% je téméF shodna s
27T pfimkou pro odhady =z 16
25 1 ukonCenych  zkousek, odhady
3 kvantild pro pravdépodobnosti
3,5 ; 1%, 5% a 10% se nebudou lisit od

hodnot presnych, avsSak kvantil
10 100" probeh v tis.km 1000 pro pravlcjiépogobnosti 90%, 95% Z
Obrazek 5 Grafickd metoda odhadu parametra 99% budou zcela chybné.
Weibullova rozdé¢leni (P je
pravdépodobnost v %)

5. Zavér

Odhad parametrti rozdéleni pravdépodobnosti cenzorovanych soubori, ktery je popsan v
tomto referatu, je pro libovolné relace mezi vysledky ukoncenych a neukoncenych testli
zivotnosti vyrobki. Na rozdil od grafické metody nemusi mit neukonc¢ené zkousky delsi dobu
provozu nez zkousky ukoncené poruchou nebo znicenim vzorku. Z aproximované zéavislosti
intenzity poruch na dobé provozu lze stanovit kvantily rozdéleni pravdépodobnosti, které
stanovuji dobu bezporuchového provozu pro povoleny podil poruch, resp. zniceni vyrobku
nebo soucastky. Tento udaj je nejCastéji pouzivanou statistickou charakteristikou pro
technické podminky provozu vyrobku dojednané mezi dodavatelem a odbératelem.
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V ptikladu je demonstrovano, ze prub¢h a ustaleni parametri rozdéleni a statistickych
charakteristik 1ze pribézné monitorovat tak, aby zkousky nebyly neucelné prodluzovany. V
daném prikladu je ustaleni odhadu dosazeno pfi poruse tfetiny zkouSenych vzorka pruzin.

6. Podékovani

Vyzkumné prace v oboru zpracovani méfeni hluku a vibraci jsou podporovany Grantovou
agenturou Ceské republiky jako projekt ¢. 101/04/1530.
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