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FREQUENCY SPECTRUM ESTIMATION BY AUTOREGRESSIVE
MODELING

*

J. Tuma

Summary: The paper deals with methods for frequency spectrum estimation by
autoregressive modeling. Estimate of the autoregressive model parameters is the
first step in this way of spectral analysis. The method used to do it are based on
solving the system of normal equations, resulting from the least square method, or
on solving the Yule-Walker equation and on Burg’s method. The least square
method uses the Gram-Schmidt ortogonalisation and its modification. The Yule-
Walker equations are solved using Cholesky’s factorization and Levinson'’s
iterative method. The AR model parameters determine the transfer function of a
linear system with white noise as an input signal. The frequency transfer function
and the model error variance determine the frequency spectrum.

1. Uvod
K vypoctu frekvencénich spekter signalt jsou obecné k dispozici (Orfanidis, 1988):

e neparametrické metody
e parametrické metody
e tzv. subspace methods.

Neparametrické metody frekvencni analyzy jsou zalozeny na pasmovych filtrech pro
zaznamenany signal. Mezi tyto metody patii také Fourierova transformace. Tento zpisob
vypoctu spektra signdlu je velmi rozSifen a mezi techniky je povédomi, Ze nic jiného
k vypoctu spektra neexistuje.

Parametrick¢ metody jsou naproti tomu zalozeny na vypoctu autoregresniho modelu
Casové tady vzorkl, které jsou povazovany za vystup linearniho dynamického systému se
vstupnim signalem typu bilého Sumu. Spektrum vystupniho signélu je pak dano frekvenc¢ni
prenosovou funkeci této soustavy a faktorem jejiho zesileni, ktery je dan rozptylem vstupniho
bilého Sumu. K vypoctu autoregresniho modelu lze pouzit n€kolik metod, z nichz metoda
nejmensich ¢tvercl a feSeni soustavy Youle-Walkerovych rovnic jsou popsany blize v tomto
referatu spolu se dvéma zplsoby feSeni soustavy Youle-Walkerovych rovnic pomoci
Choleskyho rozkladu nebo Levinsonova rekurzivniho algoritmu.

Anglicky pojmenované ,,subspace methods* jsou charakteristické¢ vysokym rozliSenim také
pro velmi malé pocty vzorkd, kdy vypocet spektra uzitim Fourierovy transformace obsahuje
velmi malo slozek a tudizZ spektrum je s malym rozliSenim na frekvenéni ose. Princip téchto
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metod spociva na rozkladu korelacni matice signdlu na vlastni vektory. Piikladem takovéto
metody je naptiklad MUSIC (Multiple Signal Clasification). Popis tohoto postupu vypoctu
neni predmétem referatu.

2. Autoregresni model
Jak jiz bylo uvedeno, parametrické metody se opiraji o vypocet parametrii autoregresniho
modelu signalu. Autoregresni model popisuje zavislost aktudlniho vzorku y, signdlu na

predchozich hodnotach vzorkl y, |, ¥, 5., ¥, 45 1.

V=Y, Ta4)Y, T tayy, e, (1

kde ¢ predstavuje diskrétni ¢as (0, 1, 2, ...), M je fad modelu, a,.a,....a,, (a, #0) jsou
parametry a e, je ndhodna chyba typu nekorelovaného Sumu

t

El|=07>0,Elee,.,}=0,k=0. )

Z tvaru diferencni rovnice je zfejmé, ze aktudlni velikost vystupni veli¢iny je souctem
vazeného pruméru minulych hodnot o poctu, ktery je roven fadu soustavy, a nahodné slozky
s vlastnostmi bilého Sumu. Diferen¢ni rovnice ma tvar regresni rovnice s jednou nahodnou
chybou. Regresni rovnice popisuje zavislost aktudlni velikosti vystupni veliiny na jejich
minulych hodnotach. Tento typ modelu se nazyvd autoregresni, zkratkou AR
(AutoRegressive) model.

Ve specialni odborné literatuie o ndhodnych procesech se k zapisu diferenc¢nich rovnic
pouziva operator posunuti ¢'. Zpozdéni o jeden ¢asovy krok (jednotku Gasu, tj. z ¢asu ¢ na
t—1) lze tedy zapsat jako y, , =¢q'y,, resp. zpozdéni o k vzorkii y, , =¢*y,. Symbolicky
zapis diferen¢ni rovnice se pak zméni pouzitim tohoto operatoru na tvar

(l_alq_1 _azq_z _-'-_an_M )yt = 3)

resp. A(q_l)yt =e¢,. Formalni podil vystupniho vzorku jiz zminéné soustavy a vstupniho
vzorku chyby ptedstavuje operator, ktery 1ze oznacit za operatorovy pienos soustavy

NV !
Gey(q )_ e: (l_aqul—azqu —...—CquiM), ?

resp.

a) Y 1
G,\a" =—’=7—)- (5)
Y ( ) et A q*l
Odstranénim zépornych mocnin operatoru posunuti lze ziskat pfenosovou funkci ve tvaru

G,(q)=2t= - ©)

M-2
e —...——aMflq—aM)

(¢ —ag" ™ —ayg

Podminkou stability ptfenosové funkce je umisténi kofend polynomu v proménné g ve
jmenovateli pfenosové funkce uvniti jednotkové kruznice.
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Operator posunuti odpovidd zpozdéni o periodu vzorkovani 7. Frekvencni pienosova
funkce dopravniho zpozdéni formalné€ souvisi s operatorem posunuti podle vzorce

g =exp(- joT), (7)

kde uhlova frekvence w vrad/s afrekvence v Hz lze prepocitat podle vzorce w=2x f .
Substituci proménné g podle vzorce (7) v operatorové pienosové funkci (4) linearniho
Cislicového filtru lze dostat frekvencni pfrenosovou funkci, kterd odpovida frekvenéni
pienosové funkci spojitého systému.

Na vstupu linearni soustavy s uvedenym pienosem je bily Sum s konstantni vykonovou
spektralni hustotou ve frekvenénim pasmu od nuly do Nyquistovy frekvence 1/27 . Celkovy

vykon signéalu bilého $umu je o, tj. shodny s rozptylem chyby modelu (1). S ohledem na
postup vypoctu tohoto celkového vykonu Ize vykonovou spektralni hustotu bilého Sumu urcit
podle vztahu 20°T . Vykonova spektrdlni hustota na vystupu soustavy je dina soucinem
vykonové spektralni hustoty na vstupu soustavy a druhé mocniny absolutni hodnoty
frekvenéni prenosové funkce. Frekvencni prenos tedy je shodny aZ na konstantni faktor se
spektrem signalu na vystupu soustavy. Této vlastnosti je vyuZzito v parametrickych metodach
vypoctu frekvenéniho spektra signali. Vykonova spektralni hustota signalu je ddna vzorcem
2
Plo)= 20T . )

M
1- Zam exp(— JjmaT

m=1

Prvym krokem vypoctu je tedy urCeni parametrii autoregresniho modelu. V tomto textu
budou popsany jen nékteré metody vypoctu, avSak v demonstracnim ptikladu budou pouzity
metody tfi.. Prvni pfedstavuje metodu nejmensich ¢tvercti, druha o Yule-Walkrovy rovnice a
tteti Burgovu metodu.

3. Metoda nejmenSich ¢tvercu

Cilem vypoctu je urCit parametry modelu tak, aby rozptyl chyby modelu nabyval minima.
Neznamé parametry jsou feSenim pieurcené (vice rovnic nez neznadmych) soustavy rovnic

Aa=b, )

kde A je obecné obdélnikova matice soustavy, jejiz sloupce obsahuji vzorky signalu postupné
posunuté o jeden vzorek

Yo 0o .. 0
0
A= N Yo (10)
Y2 Yz o Vuoma

a je vektor neznamych parametra a b je vektor pravych stran. Pro transponované vektory plati

a'=(a, a, . ay) b=y . y) (11)

Reseni této je dano soustavou normalnich rovnic, jejiz feSeni je nasledujici
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=(A”.A)'A™ (12)
a ve které se invertuje ¢tvercova matice misto obdélnikové matice A. Pro metodu nejmensich
¢tverct se s vyhodou pouziva QR rozklad matice
A=QR (13)

kde Q je ortogonalni matice (soucin s transponovanou matici méa za vysledek jednotkovou
matici) a R je horni trojuhelnikova matice. Vypocet neznamého vektoru a podle (12) se pak
zjednodusi na vzorec

a=R7'Q’b. (14)

Ke QR rozkladu obecné obdélnikové matice 1ze pouzit Gram-Schmidtiv algoritmus nebo
jeho modifikovanou verzi a nebo Householderovou matici (Saad, 2000).

4. ReSeni Yule-Walkerovych rovnic

Autokorela¢ni funkce obecného AR modelu se ziska ze stfedni hodnoty levé a pravé strany
rovnice modelu vynasobené vzorkem, ktery je posunut ve sméru piirastka ¢asu o t vzorka

VYiViee TV Voot TGV Viers == Ay Vi Viiror = Vi€rir - (15)

Na pravé stran¢ rovnice je soucin nahodné chyby a vzorku signalu, ktery tato chyba
nemuze ovlivnit. Sttedni hodnota tohoto soucinu je z divodu nezavislosti chyby v ¢ase 1+ 1 a
chyb, které urcily vzorek signélu v Case ¢, je nulova. Na levé stran¢ rovnice jsou souciny
vzajemné posunutych vzorki signalu. Stfedni hodnota

E{ytyt+r}_ alE{ytyH—r—l}_aZE{ytyt+r—2}_"‘_aME{ytyH—r—M}: E{ tet+r} (16)

predstavuje nasledujici podminku, kterou spliiuje M po sobé jdoucich hodnot autokorelacni
funkce

Ryy(r) aR, (r-1)- Ryy(r—2)—...—aMRyy(r—M)=0. (17)
Vzhledem k tomu, Ze hodnoty autokorelacni funkce pro vzajemné opacna posunuti jsou

shodné, vysledkem rozpisu této rovnice pro velikosti posunuti od 1 do M je soustava Yule-
Walkerovych rovnic, jejichZ feSenim jsou neznamé parametry autoregresniho modelu

R,(1)-aR (0)-a,R (1)-..—a,R, (M -1)=0
R,(2)-a,R, (1)-a,R, (0)-..—a,R (M -2)=0

......... (18)
R, (M-1)-aR, (M-2)-a,R (M-3)-..—a,R, (1)=0
Ryy(M)—alRyy(M—1)—a2R”,(M—3)—... R, (0)=0.
Tuto soustavu rovnic lze zapsat ve tvaru
Aa=b, (19)

kde A je matice soustavy, kterd je slozena z hodnot korelac¢ni funkce, a b je vektor pravych
stran
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R,(0) R,() .. R, (M-1) R, (1)
A R, (1) R (0) .. Ryy(M—z)’ .- R,(2) 20)
R (M-1) R (M-2) .. R0) R, (M)

Matice soustavy je vyznacna tim, ze prvky na jejich diagonalach jsou shodné
Ai,j - Ryy(j—i)' (21)

Tento typ matic se oznacuje jako Toeplitzitv. Matice soustavy rovnic je symetrickd, a proto
k feSeni této soustavy lze s vyhodou pouzit Choleskyho rozkladu na trojuhelnikové matice,
které 1ze snadno invertovat

A=LU (U=L'), (22)
kde L je dolni trojuhelnikova U je horni trojuhelnikova matice. Po substituci Ua =¢ je vektor
neznamych parametrii a ddn vzorci

c=L'b = a=U"c. (23)

Redeni soustavy je pomoci Choleskyho rozkladu vyzaduje vétsi mnoZstvi operaci nez
vyhodnéjSi Levinsonova rekurzivni metoda (Orfanidis, 1988). Pro popis algoritmu
rekurzivniho vypoctu je zavedena funkce predstavujici levé strany tzv. Yule-Walkerovych
rovnic (17) ve tvaru, ve kterém jsou pravé strany nulové

g,(k)=R(k)-aR (k-1)-a,R (k-2)-..—a,R (k- p). (24)

Rozptyl chyby modelu fadu p +1 je urcen rekurzivnim vzorcem

E,.=g,,0)=g,0)-7,.2(p+1)=1-72,)g,0)=0-12)E,. ©5

kde
g,(p+1)
Ypu =" , (26)
g,(0)
Pocatecni volba odhadu koeficientu a rozptylu £, pro p =0 je nasledujici
ay =1, E,=R,(0)=E(e). 27)

Vzorec (25) potvrzuje, ze stiedni hodnota Ctverce chyby modelu s rostoucim fadem
postupn¢ klesa. Rekurzivni vypocet parametrii modelu je dan vztahy

ap+1,m = apm _7/[7+1 ap,erl—m’ IS m= p

(28)

ap+1,p+1 = _7p+l .

5. Priklad vypoctu spektra signalu

Pro demonstraci vypoctu spekter je pouzit testovaci signal z méteni impulsni odezvy, kterd
obsahuje vyrazné harmonické slozky s aditivnim ndhodnym Sumem. Vzorkovaci frekvence je
50 kHz a doba zaznamu asi 0,4 s. Casovy prubéh tohoto signalu je zndzornén na obrazku 1.
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Vykonova spektralni hustota je znazornéna na obrazku 2. Spektrum bylo vypocteno pro 800
slozek primérovaného spektra s prekrytim zdznamt 2/3.

Autoregresni model fadu 100 (AR 100) a fadu 400 (AR 400) byl vypocten metodou
nejmensich ¢tverct (Least Square) ve variant¢ s Gram-Schmidtovou metodou (LS:GS) a
s modifikovanou Gram-Schmidtovou metodou (LS:MGS) ortogonalizace a pomoci Yule-
Walkerovych rovnic ve variant¢ s Choleskyho rozkladem (YW:ChF) a s Levinsonovym
rekurzivnim algoritmem (YW:Lev). Posledni testovanou metodou je Burgliv algoritmus
(Burg’s Method). Vysledky vypoctu jsou znazornény v obrazcich 3 a 4.

Time History : Signal
0,6

04 1-4----- REERREE REEREEE RETTEEE B RS REPRREE EEETREE x

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
Time [s]

Obrazek 1 Testovaci signal 20500 vzorki, 50 kHz vzorkovaci frekvence

Autospectrum : Signal
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Obrazek 2 Vykonova spektralni hustota signalu, ktera byla vypoctena s uzitim FFT

Soucasti legendy grafu na obrazku 3 a dalSich obrazka je tidaj o chybé modelu. Jedna se o
kriterium FPE (Final Pediction Error), které navrhl Akaike a které zohlednuje fad modelu M a
pocet vzorki N. Skutecny rozptyl chyby V" modelu je korigovan podle nésledujiciho vzorce

1+ M/N

FPE =
1-M/N

(29)

Kriterium FPE ukazuje, Ze az na metodu vypoctu podle nejmensich ctvercti s Gram-
Schmidtovou ortogonaliza¢ni metodou jsou ostatni metody rovnocenné. Obrazek 5 ukazuje
témét shodu s postupem vypoctu s vyuzitim FFT. Problémem je volba fddu modelu. Je tieba
uvést, ze je to spiSe otdzka uméni nez ptesné¢ho analytického feSeni. Z tohoto hlediska je
dilezité, aby pro volbu fadu nebylo podstatného omezeni.
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PSD V
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AR Spectrum : Signal
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—— AR Model (Signal, 100, LS:GS, FPE= 1,831E-04)
—— AR Model (Signal, 100, LS:MGS, FPE= 1,727E-04)
—— AR Model (Signal, 100, YW:ChF, FPE= 1,727E-04)
—— AR Model (Signal, 100, YW:Lev, FPE= 1,727E-04)
—— AR Model (Signal, 100, Burg, FPE= 1,726E-04)

Obrazek 3 Vykonové spektralni hustoty, které byly vypocteny s uzitim AR 100
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—— AR Model (Signal, 400, LS:GS, FPE= 2,538E-04)
—— AR Model (Signal, 400, LS:MGS, FPE= 1,644E-04)
—— AR Model (Signal, 400, YW:ChF, FPE= 1,644E-04)
—— AR Model (Signal, 400, YW:Lev, FPE= 1,644E-04)
—— AR Model (Signal, 400, Burg, FPE= 1,644E-04)

Obrazek 4 Vykonové spektralni hustoty, které byly vypocteny s uZitim AR 400
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AR Spectrum
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—— AR Model (Signal, 400, LS:MGS, FPE= 1,644E-04)
—— AR Model (Signal, 400, YW:ChF, FPE= 1,644E-04)
—— AR Model (Signal, 400, YW:Lev, FPE= 1,644E-04)
—— AR Model (Signal, 400, Burg, FPE= 1,644E-04)

Obrazek 5 Porovnani vysledkli vypoctu vykonové spektralni hustoty s uzitim FFT a
nékterych metod pro AR 400

Doba vypoctu parametri AR modelu z 20000 vzorki zaznamu signalu z obrazku 1 je
uvedena v tabulce 1. K vypoctim byl pouzit notebook HP Compaq nc6120, s procesorem
1,86 GHz a s paméti 512 MB. Nejkrats$i vypocet je dosazen s pouzitim Yule-Walkerovych
rovnic a rekurzivnim algoritmem, ktery navrhl Levinson (Orfanidis, 1988).

Tabulka 1

Doba vypoctu
Metoda Rad AR modelu 100 | Réad AR modelu 400
Least Square, Gram-Schmidt 1891 s 288 s
Least Square, Modified Gram-Schmidt 2495 s 387 s
Yule-Walker, Cholesky Factorization 0,44 s 2,92s
Yule-Walker, Levinson 0,17 s 0,61s
Burg’s Method 2,05s 7,72's

6. Zavér

Vyhoda AR modelu pti vypoctu frekvencénich spekter spociva v tom, Ze spektrum lze stanovit
pro libovolny pocet vzorkii a na rozdil od FFT vypocet neni limitovan na zaznam o urcité
délce. Z testovanych metod vypoctu parametri modelu byla nejrychlej$i metoda na principu
feSeni Yule-Walkerovych rovnic rekurzivnim algoritmem, ktery navrhl Levinson.

Souhrnné lze uvést, ze parametrickd metoda spektralni analyzy je vhodnd nejen pro
nahodné signdly, které popisuji modely nizkého fadu, ale také pro signaly obsahujici
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harmonické slozky s aditivnim Sumem. Kromé uvedeného piikladu lze ocekdvat, ze
parametrickd metoda najde hlavné uplatnéni pro zaznamy s malym poctem vzorki (stovky).

7. Podékovani

Vyzkumné prace v oboru zpracovani méfeni hluku a vibraci jsou podporovany Grantovou
agenturou Ceské republiky jako projekt ¢. 101/04/1530.
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