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CONTRIBUTION TO MODELLING OF WHEEL-RAIL CONTACT
J. Svigler, J. Vimmr

Summary: The contribution deals with preliminary analysis of the rolling contact
between the wheel and rail in a railway vehicle and summarizes the forces that
develop in the contact patch. Develop of creep forces at the contact range of two
rolling bodies is discussed. The wheel-rail rolling contact problem is studied from
an analytical point of view. Determination of creep forces has a great
significance because these forces govern the behaviour of a vehicle running and
are very important for the dynamics analysis. This problem is solved in wide
literature and it my seen unnecessary to deal with that. Unfortunately there is a
lot of inaccuracy and mistakes and a precise derivation is mostly missing. The
aim of this study is clear definition of basic kinematical and force relations and
their sources for creation of smart imagine about this basic problem.

1. Uvod

Pohyb Zelezni¢niho vozidla je vyrazné ovliviiovan interakci mezi kolem a kolejnici, ktera
generuje okolnosti, které ovliviiuji kromé jiného stabilitu pohybu, poSkozovani povrchu kola
a kolejnice, velikost kritické rychlosti, dynamické chovani v pfimém smeéru, schopnost
vyrovnavat nerovnosti kolejového pasu a pod. Mechanické vlastnosti kontaktu hraji proto
vyznamnou ulohu pfi vySetfovani dynamickych vlastnosti Zelezni¢nich vozidel.

Cilem prace je jasn¢ podat odvozeni zékladnich kinematickych a silovych vztahti a jejich
zdroji, se snahou umoznit pfipadnym ¢tenafim vytvofeni jasné pfedstavy o problému, ktera
je nevyhnutelnym zdkladem pro jakoukoliv navazujici analyzu pohybu dvojkoli po kolejovém
pasu.

Kalkerova teorie valivého kontaktu téles (Kalker, 1967), je zalozena na ptedpokladu, ze
kontaktni plocha je velmi mald v porovnani s rozméry obou dotykajicich se téles, takze kazdé
zobou téles je mozné uvazovat samostatné s vlastnim prostorem. Piedpoklada se, ze
v dotykové plose nevznikaji plastické deformace a plati Hookeliv zdkon. Problém valivého
kontaktu muze byt proto redukovan na problém kontaktu geometrického, kde nedochdzi ke
vzadjemnému prolinani téles. Vznikajici tfeci sila je uréena Coulombovym zikonem.
V Hertzov¢ teorii (Hertz, 1881), je hrani¢ni kiivkou dotykové plochy mezi kolem a kolejnici
elipsa a rozlozeni normalového tlaku nad dotykovou plochou je podle elipsoidu.

Skutecnost, ze kola Zelezni¢nich vozidel jsou spfazena do dvojkoli, které je umisténo na
dvou kolejnicich, komplikuje kinematicko-geometrickou podminku kontaktu kola a kolejnice,
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2. Kinematické poméry v bodech kontaktu kola a kolejnice

Dvojkoli kona pifi pohybu po kolejovém pasu, obr. 1, obecny prostorovy pohyb, ktery
muzeme rozlozit na unasivy posuvny pohyb a na druhotny sféricky pohyb, urceny thly v, ¢,

Obr. 1 Kinematické poméry v kontaktnich bodech

obr. 2. Pro kinematické feSeni pouzijeme zaménu pohybu obou téles tak, ze kolo, otacejici se
uhlovou rychlosti @, znehybnime a kolejnici udélime rychlost opa¢nou posuvné rychlosti
sttedu. V duasledku bo¢niho posunuti dvojkoli a jeho natoceni kolem svislé osy dochazi
pii pohybu dvojkoli po kolejovém pasu, v dotykovych bodech obou kol s kolejnicemi,
k poruseni kinematické podminky valeni, kdy v téchto bodech vzniknou jist¢ skluzové
rychlosti (creep velocity) a dotykové body piestanou byt poly, tak jak je znazornéno na obr.3.

Obr. 2 Vychyleni dvojkoli ve vertikalni roviné

Kinematické poméry v dotykovych bodech popiSeme pomoci bezrozmérnych skluzovych
souCinitelll (creepages) v podélném a v pficném sméru a ve sméru rotace kolem svislé osy
nasledujicimi vyrazy

pro podéln}'/ smeér ’Yel =y, = V3el - Vlel — |V3]|_ |Vll|
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Obr. 3 Pohyb levého kola po kolejnici

kde v =F v, A i=1,23, j=1,2,3, znamena rychlost i-tého télesa ve sméru j-té

soufadnicové osy prostoru, pravého (index P) nebo levého (index L), kola. Rychlost v=—-v,,

: y PIIRT N P~ P= P L= L= L= .
Je rychlost stfedu dvojkoli. Oznaéenim R, =("e, "e,, "¢,), R, E( e, e, e3) rozumime

prostory umisténé v dotykovych bodech, které jsou tvoreny repery e;. Rychlost kola

v dotykovém bodu je znazornéna na obr. 4. Reseni zjednodusime predpokladem, Ze vychyleni
y budeme uvazovat velmi malé a rovnéz tak budeme kuzelovitost nakolku kola uréenou

uhlem 4,, resp. A4, uvaZovat velmi malou. Potom pro rychlosti kol v kontaktnich bodech
K,, K, dostaneme

L— . I’L .
Vy =0~y =—v=—ly,
r
P= _ P .
v, =—v—+[ vy, 2)
L P
Vi Vipn ==V

Pro skluzové soucinitele, rov. (1), plati

" :l(—v+vr—L+10 y)),
% r

€)

7 =l(—v+vr—P—l0 1/)).
% r
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ptvodni kontakt

novy kontakt

ptvodni kontakt po
posunuti a natoceni

Obr. 4 Detail natoceni levého kola v horizontalni roviné

Podobné pro rychlosti v pfi¢ném sméru uréeném “e,, e, , plati vztahy

"vy, =y cos(A, + @)— w1, siny cos(A, + @)—My'/sinl//cos(iL +@),
cosy
P : (+y) . .
vy, =) cos(d, —@)—w r, siny cos(1, — @)+ -—ysinycos(1, - @), (4)
cosy
v,=0, "v,=0

které po upravé piejdou na tvar
L

vp=y-—ony-Lyy ,

)
vosi-enytlyy
a pro skluzové soucinitele dostaneme
(. r )
B2 =—(y—v—“//—lo Y w),
v r
(6)

1( . 7, .
“y, =—(y—v—“’w+lo wwj-
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X 7 : 14 .z L= P= ;
Pro rota¢ni pohyb, spin, kolem svislé osy uréené “e,, "¢, plati

‘o, =—wsin A, +ycos(A, +@)=-w A, +y ,

"o, =wsinl, +ycos(A, —@)=w A, +y , 7

a skluzovi soucinitelé jsou dany vyrazy
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3. Skluzové sily

Pro vyjadieni skluzovych sil a skluzovych momenti, které zavisi na skluzové rychlosti,
budeme pifedpokladat malé hodnoty skluzovych souciniteli uvedenych v ptedchéazejici
kapitole a tim linearni zavislost mezi témito souciniteli a skluzovymi rychlostmi. Pouzijeme
v tomto stadiu feSeni Kalkerovy teorie (Kalker, 1967, 1980), ktera podle (Vijay & Dukkipati,
1984) str. 115 ptedpoklada podle prace De Pater (1962), Zze pro malé hodnoty skluzovych
souCinitelli je oblast skluzu v dotykové plose tak mald, Ze je mozné jeji vliv zanedbat.
Skluzové silové Gcinky v prostoru R, = (é,,€,, é; ) jsou uréeny v praci Vijay & Dukkipati

(1984) str. 117, vztahy
T.=/fun

Ty:_f22 Vo= Ju Vs )

M., =fy v, f5 75

kde y,, 7,, 75 jsou soucinitelé skluzu v podélném a pii€ném sméru a pro rotaci kolem svislé

osy. Podle (Hertz, 1881), ma kontaktni plocha tvar elipsy, pro jejiz poloosy a, b v podélném a
pficném sméru plati, Vijay & Dukkipati (1984) str. 106,

a=m[3zN(K, +K,)/4K,]",

(10)
b=nBrN(K, +K,)/4K,]"

kde N je celkova normalova sila pfenaSena kontaktni plochou a konstanty jsou dany vztahy
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2
K1=1 (of} ’ K2=1 0'2’ K3=l L+L,+L+L’ ,
rE, rE, 2(R, R, R R

) 5 1/2
K4:l (L_ l,j +(L—i,] +2[L— I,ML—L,] cos2a ,
2(\R, R; R, R R, R.)\R, R

kde R, je polomér valeni kola, R; je pticny polomér kiivosti kola v kontaktnim bod¢, R, je

(In

polomér kiivosti profilu kolejnice v bod¢ kontaktu, R/ je pfiény polomér kiivosti profilu
kolejnice v bod¢ kontaktu, o, a o, jsou Poissonovy konstanty materidlu kola a kolejnice a
E,, E, jsou Youngovy moduly pruznosti materialli kola a kolejnice. Koeficienty m a n zavisi
na poméru K,/K; a jsou v praci Vijay & Dukkipati (1984) str. 106, tabelovany. Uhel a,
sviraji normalové roviny ploch s kiivostmi x a i Vyraz pro K, je v citované literature

3 1
uveden chybné.

Podle Kalkerovy linedrni teorie jsou skluzovi soucinitelé f,, f.,, f5; a f;; definovany

vyrazy fi,=abG C,, fp,=abGCy, fy=(ab )"’ G Cyy, fu=(ab)’ G Cy, kde G je
modul pruZnosti ve smyku a C;; jsou skluzové koeficienty. Po dosazeni do rov. (9) dostaneme

v bodech dotyku levého a pravého kola pro skluzové sily v podélném a v pti¢ném sméru a pro
spinovy moment nasledujici vyrazy

L P
LTx: fil l:_V+Vr—L+l()l//j|’ PTx: ﬁl [_V-l_vr_l)_lol/)jl’
7 r

\% v

\% .
T, =- f”(y v—t// lo‘//‘//) —{23(—;/1L+w),

ul 'y
R L N e LAt (12)

f L f. v )
LMz:szs L72_Lf33 L7/3— - V- V_W Lyyy |- V33 _;AL+I// )

f f
M. =1y "= Ty =R - v—'//+lol//l// = /1 +y

4. Silové ucinky piisobici na dvojkoli

Ze silovych ucinkd, plsobicich na dvojkoli v dotykovych bodech mezi koly dvojkoli a
kolejnicemi kolejového pésu, jsou vyznamné pouze piicna sila a spinovy moment, které jsou
dany v prostoru R, = (fD, T IED) nésledujicimi vztahy
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Rov. (13) a (14) predstavuji pro silové uc¢inky, pisobici na dvojkoli, parametrické rovnice
S parametry y, i .

Pro modifikaci smykovych (creepovych) sil se pouzivd Johnson-Vermuelenova teorie,
(Iwnicki, 2003) str. 892, ktera upravuje velikost vysledné te¢né sily plisobici mezi kolem a
kolejnici nasledujicim vztahem

c_| T N(TY (T
T‘fNL'N 3(ﬁvj+27(ﬂ\’”’pm T3

(15)
T=fN, pro T>3/N,

kde T = (T 2+ T‘z) , / Je koeficient smykového tfeni v kontaktnim bod¢€ a N je normalova sila
pfenasend kontaktnim bodem. Pro slozky modifikovanych creepovych sil potom plati

H

Tx: T, Ty: T . (16)

N|
~ |

Modifikace tecné sily v kontaktu je uplatiiovana z diivodu linearizace creepovych sil, kdy
velikost vysledné te¢né sily by mohla pfesahnout hrani¢ni hodnotu fN, coz je z fyzikalniho
hlediska nepiipustné.

5. Modelovani pohybu dvojkoli v pfimém kolejovém pasu

Jsou feSeny dvé€ ulohy. V prvnim ptipad¢ je dvojkoli udélen kinematicky piedepsany pohyb a
jsou hledéany silové ucinky a ve druhé uloze je fesen dynamicky pohyb dvojkoli s pisobenim
budicich silovych uc¢inkd.
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5.1 Kinematicky predepsany pohyb

Kinematické poméry dvojkoli jsou dany, obr. 5, valenim polodiového kuzele K po
kolejnicovém pdasu s thlovou rychlosti

W, = 0, + 0y , (17)

vl )
arctgy’ ".\h“il‘-éw""n-v ‘ jz?Pi
- ’ Q H hd = ° - __h. ''''''''' —_
B e ; O DA W DR :’-,""""'/—;."" 1
Ty \
XQ[):X
~y
Yar =V

Obr. 5 Pohyb dvojkoli v kolejovém pésu

kde @, =w je thlova rychlost rotatniho pohybu dvojkoli a @wg =y je thlova rychlost

spinového pohybu kolem svislé osy. Za ptedpokladu ptesného kinematického valeni plati pro
rychlosti v bodech K, , K, vztahy
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VKL:a)VL_a’s(p"'lo)a VKP:COVP_(OS(P_ZO)’ (18)

kde p je polomér kfivosti drahy stfedu dvojkoli 2,. Po dosazeni za r, =r+yitgi,
r, =r—ytgA apo pouziti vyrazu

S N+ym) (19)

1

stim, ze y'> <<1 atedy p= — —=—y", dostaneme pro pohyb dvojkoli vyraz, ktery po
Yo,

14

upraveé, x =v-t, ptejde na tvar

yigh _ s (20)
ri,
yrZ
y= yé+ésin([)vt+7) . 21)
Protoze tgyw =)' = P = b dt , jsou natoceni dvojkoli a jeho uhlova rychlost kolem svislé
dx dt dx
osy dany vyrazy
2

w = arctg Q4| y; + gz cos (2vt+y), (22)

12
szw/yé + 22 -sin(Q2vt+y)
= : (23)

l/}__ > P
l+{_(2 Ve + gz -cos(.()vt+7/)}

5.2 Dynamicky pohyb

Pohyb dvojkoli po piimé trati je slozeny z doptedného pohybu, z piicného pohybu a z rotace
kolem svislé osy. Nejvyznamnégj$imi pohyby jsou pfi¢ny a spinovy pohyb. V dal§im feSeni
budeme proto uvazovat dvojkoli se 2 stupni volnosti, jehoz poloha je urcena zobecnénymi
soufadnicemi ¢, =y, ¢, =y . Zavedeme setrvacné Uc¢inky puisobici na dvojkoli a sestavime
vlastni pohybové rovnice dvojkoli, které vyuzijeme pro simulaci pohybu dvojkoli na pfimé
trat1
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2N Ay

my—="T ="T, +

=0, (24)

0

L y-(-'1-"1)l, - (-'T-"T,) I,-"M . -"M_ =0, (25)

z

kde pfidany vyraz 2N Ay/[, je nazyvan gravitacni tuhosti (Iwnicki, 2003) str. 891 a jeho
pusobenim se dvojkoli, po vychyleni ze statické rovnovazné polohy, vraci zpét do vychozi
polohy.

6. Numericka simulace pohybu dvojkoli v pfimém kolejovém pasu

V prvni ¢asti bylo provedeno numerické vycisleni vztahii (13) a (14) pro pfi¢nou silu a
spinovy moment pro piedepsany kinematicky pohyb, rov. (21) a (22), které urcili pohyb
dvojkoli. Tim jsme ziskali pfedstavu o zévislosti téchto silovych u¢inkti na poloze dvojkoli
v piimé trati. Toto feSeni je nazvano kinematickym pohybem.

Ve druhé cCasti byl, na zakladé¢ pohybovych rovnic (24) a (25) vytvofen vypoctovy
model v systému MATLAB, ktery umoziiuje simulovat a vySetfovat chovani dvojkoli pti
prijezdu po ptimé trati. Tuto ulohu jsme nazvali dynamickym pohybem. Vypocty byly
provedeny pro nasledujici parametry dvojkoli, kolejnice a kolejového pasu

R, =0.4575m, R =100m, R, =, R, =03m, a=0",1, =0.750m, o, = o, =0.25,
(26)

E =E,=21-10"Pa, m=1022kg, N=5110N, I, =678kgm*, f=0.2.

Pomoci vztahti (11) byly nalezeny hodnoty koeficientl m =1.128 a n=0.893 vystupujicich

ve vztazich (10). Na zédklad¢ vypocteného poméru b byly odecteny tabelizované hodnoty
a

creepovych a spinovych koeficienti C,,=4.36, C,,=3.99,C,;=1.75 a C(C;;=1.04.
Dosazenim do vyrazii (13) a (14) jsme ziskali silové ucinky, které pii predepsaném
kinematickém pohybu v prvni casti feSeni byly pozadovanymi vysledky a pfi feSeni
dynamické ulohy piedstavovaly v pohybovych rovnicich ¢asové proménné budici ucinky.

Ziskané vysledky jsou pro rychlost dvojkoli 50 kmh™, p¥i pfedepsaném kinematickém
pohybu, zndzornény na obr. 6. Na prvnich dvou diagramech jsou znazornény ucinky pilisobici
na levé a pravé kolo a na dolnim diagramu je celkovy ucinek, plsobici na dvojkoli. Pribch
vychylky a natoceni dvojkoli pro pocatecni vychylku 3 mm a nulové natoceni, pro jinak
stejné hodnoty, jsou, opét pro dopiednou rychlost 50 kmh™, znazornény pro dynamicky
pohyb na obr. 7, ze kterého je dobie patrny nestabilni pohyb dvojkoli. Rovnéz pribéh
pti¢nych sil, podobné je tomu i u spinového momentu, je nestabilni.
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Obr. 7 Prib&h vychylky a natoéeni dvojkoli u dynamického pohybu pro v =50 kmh™
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7. Zavér

Byla provedena uvodni analyza valivého dotyku kol Zelezni¢niho dvojkoli s kolejnicemi a
byly urceny silové Gcinky plisobici v kontaktnich bodech kola a kolejového pasu a nasledné i
vysledné silové ucinky pusobici na dvojkoli. Postup pifi urovani kinematickych vztaht
v kontaktnich bodech a nésledné stanoveni creepovych sil a momentii byl podrobné popsan a
odiivodnén. V kinematické uloze byl pro pifedepsany pohyb dvojkoli v kolejovém pasu uréen
pribéh silovych ucinkl. Pro stejné dvojkoli byla feSena dynamicka uloha pro pocatecni
vychylku 3 mm a pro dopfednou rychlost, stejn& jako u ulohy kinematické, 50 kmh™'. Pohyb
dvojkoli byl nestabilni a podobné nestabilni byl i prabéh silovych ucinkl. Pti dopiedné
rychlosti dvojkoli 5 kmh™ je za jinak stejnych podminek pohyb dvojkoli stabilni.

Zjisténé zaveéry mohou poslouzit pro piipadné navazujici dynamické modelovani pohybu
zelezni¢niho vozidla a i pro hlubsi analyzu kontaktu zelezni¢niho kola s kolejnici pii zahrnuti
proménného piicného profilu kola a hlavy kolejnice.
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Tato prace vznikla za podpory projektu MSMT 1M0519 — Vyzkumné centrum kolejovych
vozidel.
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