
USING THE RESIDUE THEOREM FOR COMPUTING OF DYNAMIC 

SYSTEM RESPONSE AT IMPULSE EXCITATION 

A. Bubák, P. Sou ek*

The time response of the linear dynamic system after the end of its

force excitation can be investigate applying the Residue theorem without using the 

time-shifted Heaviside function. In the case of undamped dynamic system, there 
exists the simple reationship between the frequency spectrum of the forcing im-

pulse and the amplitude of the free harmonic vibrations after the impulse stops. 

This method is available especially for the managing of vibration-less start or 

stop of movable systems. They can be even completely avoided if zero values of 

the frequency spectra of acceleration time function are placed to the natural fre-

quencies of a driven system.

1. Laplace v obraz kone ného impulzu 

Matematický postup vyjád ení kone ného im-
pulzu tf  je znázorn n na obr.1. P itom je vy-

užita p cná funkce tomo  (tzv. „vytvo ující 

funkce“), definovaná na celém intervalu 
),0t . Její L. obraz ozna íme obecn s ,

onvergence 1hranici k . Dále použijeme -

nutou Heavisideovu funkci 0Tt

posu

, která je 

nulová na intervalu 0,0 Tt otková na 

intervalu ,0Tt  impulz, vytvo e-

ný z funkc

 a jedn

. Kone ný

e t , lze vyjád it rozdílem 

tItTttttf Tttt 0 0   (1)           

kde TtttI 00  je obdélníkový impulz na intervalu ,0 Tt  s je otk

 Jeho L. obraz je 

dn ovou výš-

kou.

s
sI

02

e sTo1
(2)

Hranice konvergence funkce sI  je .  Dále budeme p edpokládat, že L. obraz s

vytvo ující funkce má jednonásobné póly ip . K vyhledání obrazu sou inu (1) použijeme 

pravidlo o konvoluci obraz  (viz nap . lit.[1]): 
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, musí obecn  splnit podmínku

21 Res  neboli (pro 02 ) sRe1 .  Dosazením (2) do (3) vychází
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Funkce
qs

e
q

01
 „zd dila“ póly ip  od funkce

Tqs

s  a navíc má ješt  jeden pól 

spi 1  (integra ní prom nnou je q !!). Integraci (4) provedeme pomocí reziduové v ty,

p i emž bklí í celou ást mplexní rovi levo od svislice konstintegra ní dráha o ko ny v .
Pól p p , které leží 

svislice konst1

si 1  leží ale vpravo od ní, takže sta í uvažovat pouze rezidua v pólech i

vlevo od .  Protože jsme p edpokládali póly jednonásobné, platí

i i
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Pro reziduum obrazu vytvo ující funkce v  jejím pólu p  zavedeme ozna ení

R

TopsToqs ee i11

i

sresqres
iii ppp , takže 

i

Tops

i

i

é rovnice pro vytvo t

p
ps

e
RsF

i

1
(5)

Vztah (5) udává obecný návod, jak ze znám ující funkci  a z pól ip

jejího obrazu s  zjistit Laplace

funkce i kone ného impulzu mají spole né singulární body. 

v obraz kone ného impulzu o délce 0T . Obraz vytvo ující

Zp tnou transformací (5) ur íme další možný tvar rovnice kone ného impulzu (krom
uvedeného tvaru (1)): 

již

ii iii
p

psps
L

ps
RLtf

i

sT
p
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eRe

i

i

i

00

Pomo

p
Tops Re i

11 1

cí pravidla o obrazu exponenciální a posunuté funkce vychází

i

tp
p

i

Ttp
p

Tptp
p tteRTteReeRtf i

i

i

i

ii

i 00
00 T

a kone n

i

tp
p

i

i
eRtItf (6)

jad uje skute nost, že kone ný impulz je složen z díl ích exponenciálních impul-
inem p ujících funkcí a jednotkového 

obdélníkového impulzu o délce 0T .

Vztah (6) vy
z , vzniklých sou íslušných exponenciálních vytvo
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P íklad 1: 

Uvažujme vytvo ující funkci tt sin , jejíž L. obraz je 

jsjss
s

22

y v intervalu L. obraz kone ného impulzu ednou p lvlnou s, tvo eného j inusovk 00 Tt ,

(kde 0T ) ur íme pod Rezidua funle (5). kce s  v obou komplexn  sdružených pó-

lech j  jsou rovn ž komplexn  sdružená

j
sres

j
sres j 2

1

2

1
j,

js

e

js

e

jjsjjsj
sF

sTsTTjs 000 11

2

1

22

(p itom

ee
Tjs 0 1111

 jsme využili vztahu 10 jTj
ee ). Po úpravách vychází 

22

01

s

e
sF

sT

ískali p ímo z defi nsformace integrací 

v kone ných mezích 00 T , tj. F

Stejný výsledek bychom z ni ního integrálu L.tra
0

0

sin
T

ts
dtets .

Poznámky:

1) Obecný asov o impmezený ulz tf  má kone nou plochu pod 

0T

arou, takže integrál 

dtt  vždy konverguje. Pro lib. komplexní íslofdttf
00

s  tedy konverguje též  integrál 

tss

což je ale Laplace

sdtetfdtetf

T

00

0

F
t

v obraz  funkce tf . Je tedy možno obecn  prohlásit, že Laplace v ob-

ra ného impulzu je celistvou funkcí (tj. konverguje v celé komplexní
rovin , je spojitý pro všechna ísla

z libovolného kone

s  a  jeho eventuální singulární body ip  jsou vždy odstra-

nitelnými singularitami – viz lit.[1]). Pro každý jednotlivý s ítanec v (5) platí 

i

i

ii p

i

Tops

pps RTpravidlemHospl
ps

e
R 0.´

1
lim

2) Pro každý kone ný impulz platí, že
To

s dttfFsF
0

0 0lim

což je plocha pod arou funkce tf . To se nutn  potvrzuje i u obecných vztah  (5) a (6):
0T
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p
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dteRt
p

e
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e
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i
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To
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ps IRR
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P. Souček, A. Bubák 3



3) Výraz za suma ním znaménkem v (6) bychom obdrželi též po rozkladu funkce s  na 
parciální zlomky v latí, že koefici-

ci asu.

p ípad , že tato je racionální a ryze lomená. Obecn  totiž p
enty u parciálních zlomk  jsou rezidua v jejích pólech. 

4) V p ípad , že funkce s  má n které póly komplexn  sdružené, jsou komplexn sdružená
i p íslušná rezidua a výraz (6) op t vede na reálnou funk

5) Protože funkce tf  je a solutn  integrovatelná, je možno ur it i její Fourier v obraz

(frekven ní spektrum), který vznikne pouhou zám nou

b

js ve výrazu sF .

ého lineární diferenciální rovnicí 

2. Odezva lineárního dynamického systému na kone ný exponenciální impulz 

P enosová funkce dynamického systému, popsan
s konstantními koeficienty, je racionální ryze lomená. Jde tedy o podíl dvou polynom , který 
lze p i znalosti ko en d  jmenovatele sP  rozložit na parciální zlomky k n

nm
ds

C

P

sP
sD

n

k k

k

n

m

s

C .....rezidua funkce kom

,
1

(7)

k plexní prom nné sD  v jejích singulárních bodech (pólech) 

P edpokládejme nej ast jší p ípad, kdy póly kd jsou jednonásobné

y

kd .

. Pokud jsou dva póly 

komplexn  sdružené, jsou komplexn sdružen  p íslušné konstanty kC .

Exponencíální impulz je podle (6) univerzálním tvarem, pomocí n hož lze superpozicí ur-
it odezvu systému na impulz obecného tvaru. S využitím (5) je L. obraz o zv

é i jim

de

ii
p

n

k k

k

ps

e
sres

ds

C
sFsDsY

i

i

1

1

 (8)
Tops

S ohledem ovat zp tnou na aditivnost L.transformace a princip superpozice sta í vyšet

transformaci jen pro jednu složku odezvy ty pd , p íslušnou jedinému pólu p obrazu

s  a jedinému pólu d dynamického systému (celkový po et všech složek je ni ). Zp t-

ná transformace funkce sYpd  prob hne pomocí reziduové v ty v jejích obou pólech dp, :

ly jsou od sebe r é, dpA) Pó zn

Postup A1)
dsps

e
resCR

dsps

e
CR

Tops

dpp

Tops

p

1
,

e
ts

Lty pd

11

CR
dsps

ee
resCeR

dsps

e
res

tssT

dp
pT

p

ts

dpp

0
0

,,  (9) 

Rozepsáním obou reziduí v prvním s ítanci (9) dostáváme

dp

ee
C

CeRCeR tdtptd

p

tp

p

Druhý s ítanec v (9) je L. 

R
pddp

ty ppd1

obrazem posunuté funkce 0Tt , takže vý-

sledný tvar odezvy na jeden exponenciální impulz je 
01

0 Ttye pd
pT
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00011
0 Tte

dp

CR
TtTtyetyty

tpp

pd

pT

pdpd
000 eeee

TtdTtppTtd

0
0 TteeetIe

dp

CR tdTdptdtpp
 (10) 

kde 0TtttI  je obdélníkový impulz na intervalu 0  s jednotkovou výš-

kou.

0 Tt ,

Po deme zjednodušený výpo et odezvy (op
ty pd

stup A2) Dále prove t jen pro její jednu složku 
), p i kterém sice vyjdeme z (8), ale zp tná transformace prob hne výpo tem reziduí

p í

k zajím

mo bez rozložení na dva s ítance, jak tomu bylo v (9). Tímto se sice z matematického hle-
opouštíme chyby (ignorujeme pravidlo o obrazu posunuté funkce), p esto dojdeme
avému výsledku:

diska d

ee
CR

ee
CR

s

ee
resCRty

tdTpd

p

tpTpp

p

tsTops

dpppd

00 111
,

pddpdsp

tdTdptdp

tdTpd

p eee
dp

CR

pd

ee
CR 0

01
(11)

a) Po ínaje asem 0T   je v (10) hodnota jednotkového impulzu tI nulová a hodnota po-

sunuté Heavisideovy funkce 0Tt  jednotková, takže výrazy (10) a (11) dávají 

v intervalu ,0Tt hodný výsledek.  Zjednodušený (a v intervalus 00 Tt , chybný!!)

výpo et je tedy pro asový interval ,0 správný.

b) U post id t, že reziduum funkce 

Tt

upu 2 je v sY , p íslušející pólu p  L. obrazu ko-

ne ného exponenciálního impulzu . Pro zjišt, je nulové ní odezvy je relevantní pouze re-

zid

B)

vdivá.

ce dy-

stému vzájemn  r zné nebo shodné póly, platí tyto záv ry:

odezvy dynamického systému na impulz délky T  lze po ínaje tímto asem

uum p íslušející pólu d  p enosové funkce dynamického systému.

c) P edchozí záv ry a), b) platí i v p ípad  kone ného impulzu obecného tvaru, nebo ten
lze podle (6) rozložit na so et více elementárních exponenciálních impulz .u

Póly jsou shodné, dp

I v tomto p ípad  lze dokázat, že všechna t i p edchozí tvrzení a),b),c) jsou pra

3. Shrnutí 

Bez ohledu na to, mají-li L. obraz kone ného budicího impulzu a p enosová funk

namického sy

- pro výpo et 0

použít zjednodušený postup pomocí reziduové v ty bez aplikace posunuté Heavisideovy

funkce

- rezidua L. obrazu odezvy, p íslušející singulárním bod m i  obrazu impulzu, jsou u 

zjednodušeného postupu nulová, takže p i zp tné transformaci sta í uvažovat jen rezi-

p

dua v pólech dynamického systému. Místo úplného výrazu (5) pro obraz impulzu lze

proto v p ípad  pot eby použít jen symbolické ozna ení sF a pro odezvu platí
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C
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ts
es

obrazu budicího impulzu jsou jednonásobné. Lze však dokázat, že platí i pro p ípad pól
- d kaz byl proveden pouze pro p ípad, že póly p enosové funkce dynamického systému i

 ví-
cenásobných.

P íklad 2: Odezva systému  1. ádu na exponenciální impulz

P enosová funkce systému 1. ádu se zesílením C  a asovou konstantou  je obecn

11 ss
sD , její pól je 

CC
1d . Budicí impulz délky 0T je vytvo en z funkce

tp
Ket , tj.

ps
s

K
a reziduum Kses .  L. obraz exponenciálního  im-r p

pulzu je tedy podle (5) 

ps

e
KsF

To1

Zajímá-li nás odezva pouze v asov

ps

ém intervalu ,0Tt , sta í provést zp tnou transfor-

maci postupem A2 bez použití posunuté Heavisideovy funkce, tj. výpo tem rezidua funkce
ts

esFsDsY  jen v pólu 1d (rezid luuum v pó p  je nulové). Použitím (12)
vychází

t
Top

e
e

y
11

CKt
1

Srovnání obou zp sob  výpo tu je patrné z obr.2.
p

tet 4
, 0150 ,, 50,Cs )
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P íklad 3: Odezva tlumeného systému  2. ádu na exponenciální impulz

P íkladem takového systému je 
soustava hmota – pružina – tlu-
mi  na obr.3, popsaná rovnicí 

tf
m

yyy
1

2 2

Vlastní kmito et je mk ,

pom rné tlumení . Po áte ní
podmínky
jsou . Vytvo ující funkce exponenciálního impulzu síly je op t

.

000 )()( yy
tp

Ket

Laplace v obraz výchylky hmoty je

22 2

1

ss

sF

m
sY (13)

Póly systému jsou 2
21 1jd , , takže

ps

e

dsdsm

K

ps

e

ssm

K
sY

TopsTops 11

2 21
22

Zajímá-li nás odezva pouze v asovém intervalu ,0Tt , sta í se íst jen rezidua v pólech

d1, d2:

td
Tpd

td
Tpd

e
pddd

e
e

pddd

e

m

K
ty 2

02

1

01

212121

11

Rozdíl oproti p esnému zp sobu výpo tu je patrný z p íkladu na obr.4.

tet 4
, m=1kg, /2 =10Hz, =0,05
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4. Odezva jednohmotového netlumeného systému  na obecný impulz

P i zanedbání pom rného tlumení v (13)  je Laplace v obraz výchylky hmoty

jsjs

sF

ms

sF

m
sY

11
22

Póly dynamického systému jsou jd 21, . Zásadní okolností pro další postup je, že v 

(12) vzniknou dva s ítance, obsahující výrazy jF  (což jsou hodnoty Fourierova 

obrazu jF   funkce  na kmito techtf ), takže lze použít pravidel pro po ítání

s frekven ními spektry. V [4] byl odvozen vztah pro netlumené kmitání hmoty po zániku 
silového impulzu

t
m

jF
ty sin , ,0Tt  (14) 

kde  je fázový posuv frekven ního spektra jF  na kmito tu .
Amplituda monotónních kmit  po zániku budicího impulzu je dána jedinou hodnotou

jeho amplitudového spektra na vlastním kmito tu systému :
jA

km

jF

m

jF
ymax  (15)

 kde jA  je Fourier v obraz (frekven ní spektrum) požadovaného zrychlení hmoty

mtfta
žád

 a jA  je hodnota tohoto spektra na kmito tu . Dále platí viz [4], že 

energie vložená do systému silovým impulzem je 

m

jF
E

2

2

P íklad 4:  Buzení Diracovým impulzem síly, tj. ttf  , 1tL .

Odezvou systému na Dirac v impulz je váhová funkce tg , kterou zjistíme zp tnou trans-

formací (13) pro 1sF :

tg t
m

e

ssm
L

t
2

222
1 1sin

12

11

 a limitou pro 0  vychází váhová funkce netlumeného systému

km

t

m

t
tg

sinsin

Vzhledem k tomu, že amplitudové spektrum Diracova impulzu je pro všechny kmito ty kon-
stantní jednotkové a fázové spektrum nulové, je vztah (14) potvrzen. Vložená energie

m
EDirac 2

1

 se periodicky “p elévá” z podoby potenciální do kinetické. 

P íklad 5:  Buzení sinusovým impulzem síly 

Na obr. 5 jsou porovnány výsledky simulace a výpo tu podle (14) pro systém s hmotností 

 a tuhostí kgm 010, mNk 539, . Vlastní kmito et systému je Hzmk 102 ,

amplituda síly je NB 1 , ší ka sinusové p lvlny je  (takže jde o zvláštní p ípad shody 
kmito tu vytvo ující funkce s kmito tem systému 

s050,

). Vlevo jsou asové pr b hy silového 
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impulzu a výchylky v decimetrech, vpravo amplitudové spektrum impulzu s vyzna ením jeho 
velikosti na vlastním kmito tu systému (vše silnými arami).

Dále je slabými arami zobrazen p ípad, kdy na budicí impulz je superponován náhodný

signál (šum). Exaktní výpo et nelze provést a je nutno použít numerickou simulaci nebo rov-
nici (14) s hodnotou spektra, ur enou pomocí  FFT. Výsledky simulace se od okamžiku záni-
ku impulzu p esn  shodují s  výpo tem podle (14). 

 (m=0,01 kg, /2 =10 Hz, =0) 

P íklad 6:  Buzení zašum ným lichob žníkovým impulzem síly 

Rovn ž zde je patrná shoda obou postup  výpo tu – viz obr.6 vlevo. Vibrace je možno mi-
nimalizovat tvarem lichob žníku, tj. „posazením“ lokálního minima amplitudového spektra 
na vlastní kmito et systému (což v tomto p íkladu nenastává úpln  p esn  - viz obr.6 vpravo). 
Amplitudová spektra asových impulz  mají charakteristický s rostoucím kmito tem p eváž-
n  klesající pr b h, takže ve zlomku (15) s r stem itatel klesá a jmenovatel roste. Tím 

výrazn  klesá amplituda vibrací , jak je znázorn no v obr.6 vpravo slabou arou.maxy

(m=100 kg, /2 =13 Hz, =0) 

P. Souček, A. Bubák 9



5. Rozb h vícehmotového systému (viz [4]) 

Netlumený hmotový a od rámu uvoln ný rota ní systém je rozbíhán na konstantní rych-
lost impulzem momentu na první hmot  (motoru). Po zániku momentu platí pro parazitní 
torzní kmitání té sou adnice vztah

N

n
N

i

ii

i

iK

iinn t
jM

vvt
2

1 sin  (16) 

kde , , ,01 Nn ...1 Ni ...2 ,0Tt ,

iiK jM ,  jsou hodnoty amplitudy a fáze frekven ního spektra budicího momentu

jM K  na vlastních kmito tech systému i ,

1iinvv  je sou in té a první složky n i tého vlastního vektoru matice systému.

Pro p ípad  (dvojhmotový systém – nap . v eteno obráb cího stroje, pohán né od 
motoru vloženým p evodem s pružným emenem bez tlumení) byl z (16) odvozen vztah pro 
kolísání rychlosti hnané hmoty

2N

tjAt
J

jMp

dt

d

C

K

222
22 sinsin  (17) 

p ..................... p evod

................... celkový setrva ný moment systému redukovaný na výstupní h ídelCJ

 (dále jen )......... vlastní kmito et uvoln ného systému2

,jA ....... hodnota amplitudového a fázového spektra zadávaného zrychlení hnané

hmoty na vlastním kmito tu .

Amplituda kolísání rychlosti hnané hmo-

ty po rozb hu dvojhmotového systému je 

p ímo rovna velikosti amplitudového spek-

tra zadávaného impulzu zrychlení na kmi-
to tu . Toto tvrzení bylo ov ováno na 
dvojhmotovém systému se dv ma synchron-
ními motory, jehož uspo ádání je vid t
na obr.7. Vložený p evod je realizován po-
mocí torzní ty e ( 1p ), p i emž pravý mo-
tor byl p i m ení pouze pasivním setrva ní-
kem. Protože jde o motory s konstantním bu-
zením pomocí permanentních magnet , pr -
b h krouticího momentu hnacího motoru byl 
zadáván p ímo proudem.

Vypo tené konstruk ní parametry:
- moment setrva nosti hnané hmoty

(tj. levý setrva ník + rotor motoru):
J1=26,56.10

-4
 kg.m

2

- moment setrva nosti hnací hmoty (tj. pravý setrva ník + rotor motoru): J2=47,28.10
-4

 kg.m
2

- celkový moment setrva nosti: Jc=J1+J2=73,84.10
-4

kg.m
2

- torzní tuhost ty e: kT=927 Nm/rad
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Vlastní frekvence vypo tená z výkresové dokumentace 

Hz5117rad/s373811 21 ,,// JJkT

dosti dob e souhlasí s  nam enými amplitudovými frekven ními charakteristikami systému - 
viz obr.8.

 (v1) (v2)

Systém byl buzen sinusovým pulzem tJtM ck 0sinmax  tvaru jedné p lvlny v a-

sovém intervalu 0,0t  viz obr.9 vlevo. Frekven ní spektrum budicího pulzu je 

22
0

00
022

0
0

11 0 sincos
maxmax

j
J

e
JjM C

j

Ck
,   (18) 

pro hodnotu amplitudového spektra na vlastní mechanické frekvenci  tedy platí 

22
0

0
022

0

0
0

2222 coscos
maxmax CCk JJjM ,     (19) 

Kolísání rychlosti hnané hmoty je po zániku pulzu momentu dáno výrazem (17). Ve zvlášt-
ních p ípadech pom ru vlastní frekvence mechanické soustavy  a frekvence budícího pulzu 

0 lze kmitání hnané hmoty zcela eliminovat:

12
00 0

2

k
jM

dt

d
K k=1,2,3,…   (20) 

Tento p edpoklad byl zkoumán experimentáln  dv ma pr b hy momentových pulz , které 
oba shodn  urychlily otá ky soustavy z klidu na 4,87 ot/s (292/min).

První p ípad pulzu (nazvaný „kmity elimující“) byl 
zvolen tak, aby hodnota jeho amplitudového spektra 
na frekvenci  byla nulová. Ve druhém p ípad  pul-
zu kmity stimulujícího dosahuje spektrum svého
lokálního maxima - viz obr. 9 vpravo

typ pulzu 0 )( jM k

kmity eliminující /9 0

kmity stimulující /8 4,7 ot/min 
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asové pr b hy kolísání rychlosti otá ení a úhlového nato ení po zániku momentového pulzu 
jsou na obr. 10 a obr.11.

Získané výsledky, zejména amplitudy kolísání úhlové rychlosti) jsou áste n  ovlivn ny
kvantováním sníma e úhlového nato ení (jeho rozlišení bylo 1/32768°), p esto se dob e sho-
dují s teoretickými výpo ty. Amplituda kolísání úhlové rychlosti hnané hmoty u stimulujícího 

pulzu je 6 ot/min, což se p ibližn  shoduje s hodnotou spektra )( jM k =4,7 ot/min. Pro am-

plitudu nato ení hnané hmoty vychází výpo tov  0,038°, nam ená hodnota iní 0,041° (vel-
mi dobrá shoda!!). Nam ené amplitudy kmit  rychlosti a nato ení si též vzájemn  odpovídají 
podle vztahu . Pom r amplitudy u hnací a hnané hmoty je v souladu s pom rem

moment  setrva nosti

/ii V

8112 ,JJ .

V p ípad  pulzu eliminujícího kmitání sice došlo k patrnému vybuzení kmit , jejich ampli-
tuda je však zhruba dvacetiprocentní pro nato ení. Zde nelze o ekávat naprostou shodu 
s teorií, nebo  zadávaný sinusový impulz proudu m že být nepatrn  zkreslen v tranzistorovém
výkonovém zesilova i a rovn ž p evod proudu na krouticí moment není u reálného  elektro-
motoru zcela lineární. Z obr.9 vpravo je rovn ž patrné, že se pohybujeme v oblasti malých
hodnot frekven ního spektra budicího impulzu a i malá odchylka od p esného „posazení“ jeho 
nuly na vlastní kmito et systému  m že hrát významn jší roli.

6. Záv r

    V p ísp vku byla dokázána  oprávn nost zjednodušeného použití reziduové v ty (bez apli-
kace posunuté Heavisideovy funkce) p i ur ení odezvy lineárního dynamického systému na
kone ný budicí impulz po jeho zániku. S využitím principu superpozice sta ilo d kaz provést 
pro systém s p enosovou funkcí 1. ádu,  vybuzený kone ným exponenciálním impulzem
s obecn  komplexním exponentem.
    V p ípad  netlumeného dynamického systému je možno u dokázaných vztah  aplikovat
n které výhodné vlastnosti frekven ních spekter. Takto byla potvrzena velmi jednoduchá 
souvislost mezi pr b hem odezvy po zániku budicího impulzu a hodnotami jeho frekven ního
spektra na vlastních kmito tech systému, uvedená již v lit.[4]. Popsaná metoda m že být do-
b e využita k potla ení parazitních vibrací p i rozbíhání stroj .
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