
A CONSTRUCTION OF THE FUNDAMENTAL SOLUTION FOR THE 
DISLOCATION IN THE ANISOTROPIC BI-MATERIAL BODY BY  

FORCE OF THE FINITE ELEMENT METHOD 

O. Ševe ek*, M. Kotoul**, T. Profant*** 

Summary: The work deals with a modelling of a crack terminating perpendicular 

to a bimaterial interface by means of Continuously Distributed Dislocations and 

finding of the fundamental solution for the dislocation. This technique is also used 

for the T-stress determination. The singular part of the fundamental solution is 

known and the regular part is constructed using the FEM and subsequently used 

in the integral equation. The integral equation is solved for the dislocation density 

that allows finding the T-stress. 

1. Úvod

Rostoucí používání vláknových kompozit  a jiných moderních materiál , jejichž vlastnosti 
jsou anisotropní, vyvolává op t pot ebu najít vhodnou a ú innou techniku pro analýzu trhlin a 
obecných vrub  u t chto materiál . Situace se navíc asto komplikuje p ítomností 
nehomogenit, jako nap íklad materiálového rozhraní. Typickým p ípadem m že být nap íklad 
trhlina ve vrstv  laminátu (kolmá na vrstvu), p ípadn  trhliny v n jaké povrchové ochranné 
vrstv , jež se rovn ž za ínají v sou asné dob  hojn  používat. Všude budeme p edpokládat
trhliny kon ící na rozhraní dvou anisotropních materiál .

Pro posouzení chování zmín ných trhlin je základním p edpokladem dobrá znalost pole 
nap tí v blízkosti ko ene trhliny, jež o dalším chování tohoto koncentrátoru zásadn
rozhoduje. Pom rn  bez komplikací umož uje klasická kone noprvková analýza získat toto 
pole nap tí pro trhliny i vruby v homogenních materiálech. Problém ovšem nastává, leží-li 
ko en na rozhraní dvou odlišných materiál . Tradi ní MKP analýza zde pro p esné ur ení
pole nap tí selhává a je proto nutné najít jiný prakticky použitelný zp sob, jak jej ur it.  

S ur ením pole nap tí (p íp. deformací) dále úzce souvisí nalezení tzv. sou initele intensity 
nap tí, který toto pole charakterizuje, jelikož reprezentuje amplitudu p evládajícího 
singulárního lenu v asymptotickém rozvoji pole nap tí.
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Další d ležitou lomov -mechanickou charakteristikou je T-nap tí, které také rozhoduje o 
velikosti plastické zóny v okolí singulárního bodu a tedy i o dalším chování koncentrátoru. 
Tento nesingulární len Williamsova rozvoje pro nap tí (nezávislý na vzdálenosti od 
singulárního bodu) bývá asto opomíjen a zanedbáván. Je-li nicmén  cílem co nejp esn ji
popsat pole nap tí v okolí ko ene, jež bude co nejvíce odpovídat skute nosti, m la by být T-
nap tí v nována stejná pozornost jako nap íklad faktoru intensity nap tí. M že totiž pole 
nap tí siln  ovlivnit. V n kterých p ípadech m že p sobit pozitivn , tzn. pomáhá trhlinu 
stabilizovat a skute né lomové nap tí sou ásti tak bude v tší než které dostaneme nap íklad 
pomocí samotné K-koncepce. M že nastat ovšem i p ípad opa ný, mén  p íznivý, tj., že bude 
p ispívat ke ztrát  stability trhliny a skute né lomové nap tí tak m že být nižší než které op t
ur íme pouze pomocí samotného sou initele intensity nap tí. Z t chto d vod  plyne i pot eba 
tomuto parametru v novat pat i nou pozornost. 

2. Formulace problém  a cíl

Hlavním cílem je v rámci rovinné anisotropní pružnosti zkonstruovat vhodný postup pro 
výpo et zobecn ného sou initele intensity nap tí a T-nap tí pro trhlinu kolmou k rozhraní 
dvou anisotropních materiál , p i emž její vrchol bude ležet na tomto rozhraní. Vy ešení
t chto problém  má velký význam pro lomov  mechanickou analýzu vrstevnatých kompozit
tvo ených anisotropními lamelami p ípadn  analýzu ochranných povrchových vrstev. 

3. Technika spojit  rozložených dislokací 

Trhliny lze modelovat pomocí techniky spojit  rozložených dislokací – pomocí rozložení 
deforma ních jader r zných druh  podél trhlin v jinak neporušených t lesech - viz Hills 
Kelly (1996). Tato technika je založena na tzv. Buecknerov  principu – viz Obrázek 1.

                                               
       a)           b)                     c) 

Obrázek 1. Bueckner v princip 

Obrázek 1.a) ukazuje materiál s trhlinou zatížený dostate n  daleko od trhliny. Tento stav 
lze potom uvažovat jako superpozici stavu b) a c) – využitím zmín ného Buecknerova 
principu. Stav b) odpovídá zatíženému t lesu bez trhliny. V p ípad  stavu c) je zatížení 
p edepsáno pouze na lících trhliny tak, aby p i superpozici se stavem b) byly povrchy 
nezatížené. Strategie, kterou použijeme k vytvo ení korigujícího zatížení (viz Obrázek 1.c))
bude založena na již zmín né technice spojit  rozložených dislokací, kterými simulujeme 
trhlinu – podrobn ji viz Hills  Kelly (1996), Kotoul et al. (2006). 
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4. Singulární ást ešení pro dislokaci 

Podle Lekhniského (1963) je možné v p ípad  rovinné deformace vyjád it elastické pole 
pomocí komplexních potenciálových funkcí 1(z1), 2(z2), 3(z3), které jsou holomorfními 
funkcemi svých argument  z  = x + p y.  Zde, p jsou t i r zné komplexní ísla s kladnou 
imaginární ástí, a p edstavují ko eny charakteristické rovnice: 

1 1 1 2 2 1 2 2det 0i k i k i k i kc p c c p c2
(1)

kde cijkl je tensor elastických konstant, tzn. ij  = cijkl uk,l ,  se známými vlastnostmi symetrie: 
(2)

ijkl ijlk jikl klijc c c c

Reprezentace posuv ui a nap tí ij pomocí uvedených holomorfních funkcí je následující: 

3 3 3

2 1
1 1 1

2 Re ,   2 Re ,   2 Re ,i i i i i iu A z L z L p z (3)

zde ()´ zna í derivaci podle p íslušného argumentu a A a L jsou matice dané vztahem: 

2 1 2 2i k i k i kL A c p c (4)

kde Ak  zna í vlastní vektor odpovídající vlastní hodnot p  viz výše. 

Polonekone ná trhlina je simulována pomocí spojit  rozložených hranových dislokací 
podél záporné y-ové osy (viz Obrázek 2.)
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Obrázek 2.  Polonekone ná trhlina s vrcholem na rozhraní dvou anisotropních materiál

Na základ  uvedených výraz  a práce Suo (1990) lze psát nap ové pole indukované jednou 
dislokací s Burgersovým vektorem bi umíst nou v bod (x0,y0) v nekone ném anisotropním 
bi-materiálu následovn :
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Indexy I a II ozna ují p íslušnost k jednotlivým oblastem – materiál 1 a 2. C.C. ozna uje
výraz komplexn  sdružený k  p edchozímu. Analogicky by bylo možné psát i vztahy pro 2i .

Zave me lokální hustotu Burgersova vektoru fk v bod  na trhlin (x=0,y), odtud 
(7)

k k od f y dyo

je elementární Burgers v vektor mezi y0 a y0+ dy0  a integrujme (5) podél celé trhliny kde 
následn  nap tí produkovaná v bod (0,y) disloka ní hustotou fk mohou být vyjád eny jako

0 0

1

d d1
. .

4
II

II

II
k o o k o oII II II

i i k kII p
oop

f y y f y yp
y L G M M

p y yy y
C C (8)

,    0k o k o of y H v y y

Asymptotické nap ové pole v okolí ko ene trhliny lze modelovat pomocí (8) s disloka ní
hustotou

  (9) 

kde  je exponent singularity nap tí, který zatím neznáme, vk jsou komponenty 
odpovídajícího vlastního vektoru a H je zobecn ný sou initel intensity nap tí. Dosa me 
rovnici (9) do (8), integrujme a aplikujme okrajovou podmínku volných povrch  v rovin
trhliny a obdržíme 

1

Re csc cot 0 ( ) 0
II

II II

i k ik kII

p
L G M v

p
D v (10)

Potom parametr lze vypo ítat z charakteristické rovnice

det 0D (11)

a vlastní vektor v je až na multiplikativní konstantu ur en z rovnice (10).

 Nap tí a posuvy indukované rozložením dislokací s hustotou podle rovnice (9), mohou být 
v oblasti materiálu 2 (viz Obrázek 2.) vyjád eny následovn :

1

1

11
, Re csc

2

3
 pro ,0 ,

2 2

II

II II II ik
i i k II II II II

pH
r L p G M

r p p p
,  kv (12)

1
1

1 2
11

Re csc ,
2 1

II

II ik
i i k kII II II II

z
pHr

u A G M v
p p p

for (13)

Analogicky by bylo možné psát i vztah pro nap tí 2i a vztahy pro nap tí a posuvy v oblasti 
materiálu 1. 
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5. Výpo et zobecn ného sou initele intensity nap tí - -integrál 

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆd dij j i ij j i ij j i ij j in u n u l n u n u l

ˆ
ij

ij

Nech      a iu  jsou pomocná (duální) pole nap tí a posuv , která vyhovují stejným lokálním 
okrajovým podmínkám a konstitutivním vztah m jako skute ná pole nap tí a posuv       a iu .
Líce trhliny uvažujme bez vn jšího zatížení. Potom na základ  Bettiho recipro ního teorému 
lze psát

ˆ

(14)

kde 1, 2 jsou libovolné dv  integra ní cesty obklopující ko en trhliny a nj je vektor vn jší
normály.  Uvedený integrál (14) se nazývá -integrál - viz Desmorat  Leckie (1998) - a 
v p ípad , že je známo pomocné ešení, jej lze použít pro výpo et zobecn ného sou initele
intensity nap tí. Pomocné ešení je zapot ebí vhodn  zvolit tak, aby byl integrál p i integraci 
podél infinitesimální cesty okolo ko ene trhliny kone ný. Aby to bylo zaru eno, musí být 
duální ešení více singulární ešení, než které popisuje skute ný stav v okolí ko ene trhliny.
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Obrázek 3. Integra ní cesty v okolí singulárního bodu 

Lze dokázat, že je-li ko en charakteristické rovnice, pak také s=2-  je ko enem rovnice 
(11)  - viz Babuška  Miller (1984), kde je exponent singularity nap tí singulárního ešení.

K ešení bereme pole indukované rozložením dislokací s hustotou 

(15)

kde wk je vlastní vektor matice D (viz.(10)) odpovídající vlastnímu íslu s=2- . -integrál 
podél kružnice s polom rem jdoucím k nule - = 1 , lze potom psát následovn :

(16)

Po dosazení pomocného a skute ného pole nap tí a posuv  a zjednodušujících úpravách 
dostaneme následující finální výraz pro výpo et zobecn ného sou initele intensity nap tí

(17)

kde konstanty c1 a c2 plynou z p ísl. substitucí a úprav – podrobn  viz. Kotoul et.al. (2006). 
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Toto nám umož uje výpo et zobecn ného sou initele intensity H na základ  numerických 
hodnot z MKP analýzy v bodech dostate n  vzdálených od singulárního bodu – na k ivce 2.
Numerické hodnoty pole nap tí a posuv  jsou získány pomocí MKP systému ANSYS 10.0.. 

Vzorek je zhotoven ze 2 vrstev materiál  M1 a M2, p i emž elastické vlastnosti t chto 
materiál  jsou shodné: EL = 137 GPa,  ET = EZ = 10,8 GPa GZT = 3,36 GPa TZ = 0,49 GZL = 
GTL = 5,65 GPa ZL = TL = 0,238, pouze hlavní mater. sm ry jsou k sob  pooto ené o 90°. 
Materiál M1 má modul pružnosti EL ve sm ru osy y, M2 má EL ve sm ru osy x (Obrázek 3)

6. Výpo et T-nap tí

Aby bylo možné použít stejnou proceduru pro výpo et T-nap tí jako v p ípad  výpo tu
zobecn ného sou initele intensity nap tí, musel by jeden z ko en  charakteristické rovnice 
(11) nabývat hodnoty =0, p íp. =-2. Takový p ípad však nemusí obecn  nastat a duální 
ešení je nutné získat jinou metodou. Vzhledem k tomu, že duální ešení pro výpo et T-nap tí

je úm rné 1/r2, bylo by teoreticky možné sestrojit duální ešení na základ  analýzy pole nap tí
v okolí vrcholu trhliny zatíženém izolovanou silovou dvojicí. Takové (analytické) ešení není 
zatím k dispozici. T-nap tí je op t možno vypo íst na základ  známé disloka ní hustoty pro 
dané okrajové podmínky. 

Obecn  vyžaduje numerický výpo et T-nap tí opatrný p ístup, a to z d vodu jejich polohy 
v blízkosti singulárního bodu. ešení T-nap tí pomocí techniky spojit  rozložených dislokací 
vede na Fredholmovu rovnici, kterou lze ešit velmi p esn  a zajiš uje p esn jší hodnoty T-
nap tí než nap íklad klasická metoda kone ných prvk . Aplikace této metody však vyžaduje 
nalezení ešení pro dislokaci na složité oblasti. Takový p ístup není p íliš efektivní, existují 
však strategie, kterou lze tento problém obejít. Jedna z nich m že být nap íklad následující: 

1) Uvažme nejd íve nekone nou bimateriálovou rovinu. Zave me dislokaci 
s Burgersovým vektorem bi  pro x=0, y=y0 (viz Obrázek 2.) a použijme vztahy (5), (6)
(p ípadn  analogické vztahy pro 2i )  pro výpo et d

1i (x,y) a 
d

2i (x,y) podél k ivky 
, která je hranicí kone ného t lesa (viz Obrázek 3.)

2) P edpokládejme dále bi-materiálovou rovinu bez nap tí a bez trhlin, ohrani enou
k ivkou  a zave me podél ní síly ti, takové, že vyruší nap tí nalezené 
v p edchozím kroku. 

3) Zave me nyní podobn  jako pro nekone nou rovinu, dislokaci s Burgersovým 
vektorem bi v x=0, y=y0. Toto zp sobí vymizení sil podél k ivky  a p idání nap tí
na x=0 : 

1

1

1
0,

4

. . , ,   2

II II II IIk
i i k k

o o

ik o k

d d
x y L p G M M

p y p y p y y

C C h y y d y

k (18)

Poznamenejme, že toto jsou nap tí vytvo ené isolovanou dislokací v rovin  bez trhliny 
ohrani ené . Nap tí mohou být p ípadn  ur ena n jakou jinou metodou nap íklad 
pomocí MKP.  
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4) Sestavme disloka ní pole zavedením hustoty dislokací fk(y0) a integrujme p es lc

1

d d1

4

d d

II

IIc c

II

IIc c

II
k o o k o oII II II

i i k kII p
ol lop

II
k o o k o oII II II

i k kII p
ol lop

f y y f y yp
y L G M M

p y yy y

f y y f y yp
L G M M h

p y yy y
1 , d

c

ik o k o o

l

y y f y y

(19)

+

Pro trhlinu s nezatíženými líci bude levá strana rovnice (19) rovna , tzn. 
negovanému nap tí (pro x=0 ) které vznikne p i p sobení zatížení na okraji t lesa s hranicí 

, jež je bez trhlin a dislokací. 

1
appl

i y

Pro ur ení h1ik a 
1
appl

i y je obecn  nutno použít n jakou numerickou metodu. Trhlina 

m že být uzav ená na obou koncích (vnit ní trhlina) nebo uzav ená pouze na jednom konci 
(okrajová trhlina). Ve druhém p ípad , musí být fk(y0) na otev eném konci nesingulární. 

Po stanovení fk(y0) je již možné všechny pot ebné veli iny (zobecn ný sou initel intensity 
nap tí, p ípadn  T-nap tí) vypo ítat. T-nap tí je nalezeno po výpo tu 22 (osa y je totožná se 
sm rem trhliny) 

22 2

2

d d1 1

4

d d1
+

II

IIc c

II

IIc c

II
k o o k o oII II k

k II IIp
ol lop

II
k o o k o oII II k

k II IIp
ol lop

f y y f y yM
y L G M

p p y yy y

f y y f y yM
L G M

p p y yy y
22 22, d

c

appl

k o k o o

l

h y y f y y y

(20)

Kde h22k(y,y0) je nalezeno stejným zp sobem jako h1ik(y,y0) – pomocí MKP analýzy – viz 

Obrázek 5. . T-nap tí je potom nalezeno jako 
22 0y

y

Numerické hodnoty regulární ásti h22k(y,y0) a h1ik(y,y0)  (vypo ítané pomocí MKP) byly 
proloženy vhodnými funkcemi aby je bylo možné implementovat do integrální rovnice (19) a 
tu následn ešit.
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Obrázek 4.  Schema bi-materiálové poloroviny 
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Regulární ást ešení pro dislokaci 

Regulární ást ešení pro dislokaci, nezbytnou do integrální rovnice, získáme pomocí 
kone noprvkové analýzy t lesa s vloženou tenkou hranovou dislokací o Burgersov  vektoru 
b. b = 10 m. 

+
y

M1M2

+

M2 M1

Rozhraní 

Vložená
dislokace

x

h=4 mm 

+

+

+

b
=

 1
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m

+ +

Trhlina
v zatíženém 
materiálu

Zatížený 
neporušený  
bi-materiál

=

Obrázek 5.  Výpo et regulární ásti fundamentálního ešení pomocí MKP 

Na následující stran  (Obrázek 6. a Obrázek 7.) jsou znázorn ny pr b hy nap tích xx a yy

na vybraných dislokacích s ko enem vzdáleným od rozhraní o hodnotu y. Je zobrazen pouze 
pr b h nap tí od ko ene dislokace sm rem vlevo (k volnému povrchu). 
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Obrázek 6. Pr b hy nap tí xx= 11 podél dislokací s Burgersovým vektorem b=10 m
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Obrázek 7. Pr b hy nap tí yy= 22 podél dislokací s Burgersovým vektorem b=10 m
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7. Záv r

Bylo demonstrováno nalezení fundamentálního ešení pro dislokaci pomocí kombinace 
techniky spojit  rozložených dislokací a MKP. Toto ešení je pot ebné pro výpo et
zobecn ného sou initele intensity nap tí a T-nap tí, trhliny kolmé na rozhraní dvou 
anisotropních materiál . K výpo tu zobecn ného sou initele intensity nap tí byla využita 
metoda dvoustavových integrál , tzv. -integrál. Tento p ístup umož uje získat zobecn ný
sou initel intensity nap tí z pole nap tí a posuv  vzdáleného od ko ene trhliny, kde jsou již 
hodnoty získané pomocí MKP dostate n  p esné. Byl dále uveden postup a obecné vztahy pro 
ur ení T-nap tí, založené na výpo tu disloka ní hustoty. 
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