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A CONSTRUCTION OF THE FUNDAMENTAL SOLUTION FOR THE
DISLOCATION IN THE ANISOTROPIC BI-MATERIAL BODY BY
FORCE OF THE FINITE ELEMENT METHOD

0. Sevegek*, M. Kotoul**, T. Profant***

Summary: The work deals with a modelling of a crack terminating perpendicular
to a bimaterial interface by means of Continuously Distributed Dislocations and
finding of the fundamental solution for the dislocation. This technique is also used
for the T-stress determination. The singular part of the fundamental solution is
known and the regular part is constructed using the FEM and subsequently used
in the integral equation. The integral equation is solved for the dislocation density
that allows finding the T-stress.

1. Uvod

Rostouci pouzivani vlaknovych kompozitia a jinych modernich materiala, jejichZz vlastnosti
jsou anisotropni, vyvolava opét potiebu najit vhodnou a u¢innou techniku pro analyzu trhlin a
obecnych vrubd u téchto materidla. Situace se navic c¢asto komplikuje piitomnosti
nehomogenit, jako napiiklad materidlového rozhrani. Typickym ptipadem muze byt napriklad
trhlina ve vrstvé laminatu (kolmé na vrstvu), piipadné trhliny v néjaké povrchové ochranné
Vrstve, jeZz se rovnéz zacinaji v soucasné dobé hojn¢ pouzivat. VSude budeme piedpokladat
trhliny kongici na rozhrani dvou anisotropnich materialu.

Pro posouzeni chovani zminénych trhlin je zékladnim predpokladem dobra znalost pole
napéti v blizkosti kotene trhliny, jez o dalSim chovani tohoto koncentratoru zasadné
rozhoduje. Pomérn¢é bez komplikaci umoznuje klasicka kone¢noprvkova analyza ziskat toto
pole napéti pro trhliny ¢i vruby v homogennich materidlech. Problém oviem nastava, lezi-li
koten na rozhrani dvou odliSnych materiala. Tradi¢ni MKP analyza zde pro piesné urceni
pole napéti selhava a je proto nutné najit jiny prakticky pouzitelny zpusob, jak jej urcit.

S urcenim pole napéti (prip. deformaci) dale Gzce souvisi nalezeni tzv. soucinitele intensity
napéti, ktery toto pole charakterizuje, jelikoZz reprezentuje amplitudu pievladajiciho
singularniho ¢lenu v asymptotickém rozvoji pole napéti.
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Dalsi dulezitou lomové-mechanickou charakteristikou je T-napéti, které také rozhoduje o
velikosti plastické zony v okoli singularniho bodu a tedy i o dalSsim chovani koncentratoru.
Tento nesingularni ¢len Williamsova rozvoje pro napéti (nezavisly na vzdalenosti od
singularniho bodu) byva casto opomijen a zanedbavan. Je-li nicméné cilem co nejpresnéji
popsat pole napéti v okoli korene, jeZ bude co nejvice odpovidat skutec¢nosti, méla by byt T-
napéti vénovana stejnd pozornost jako napriklad faktoru intensity napéti. MuaZe totiZz pole
napéti silné ovlivnit. V nékterych piipadech muZe puasobit pozitivng, tzn. poméaha trhlinu
stabilizovat a skute¢né lomové napéti soucasti tak bude vétsi nez které dostaneme napiiklad
pomoci samotné K-koncepce. MiiZe nastat ovsem i piipad opacny, méné ptiznivy, tj., Ze bude
prispivat ke ztraté stability trhliny a skutecné lomové napéti tak muze byt nizsi nez které opét
uréime pouze pomoci samotného soucinitele intensity napéti. Z téchto davoda plyne i potieba
tomuto parametru vénovat pat¥icnou pozornost.

2. Formulace problémi a cila

Hlavnim cilem je v ramci rovinné anisotropni pruznosti zkonstruovat vhodny postup pro
vypocet zobecnéného soucinitele intensity napéti a T-napéti pro trhlinu kolmou k rozhrani
dvou anisotropnich materiald, pricemzZ jeji vrchol bude leZet na tomto rozhrani. VyieSeni
téchto probléma ma velky vyznam pro lomové mechanickou analyzu vrstevnatych kompozitt
tvotrenych anisotropnimi lamelami pifipadné¢ analyzu ochrannych povrchovych vrstev.

3. Technika spojité rozloZzenych dislokaci

Trhliny lze modelovat pomoci techniky spojité rozloZzenych dislokaci — pomoci rozloZeni
deformacnich jader raznych druht podél trhlin v jinak neporudenych télesech - viz Hills &
Kelly (1996). Tato technika je zaloZena na tzv. Buecknerové principu — viz Obrazek 1.
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Obréazek 1. Buecknerav princip

Obrazek 1.a) ukazuje material s trhlinou zatiZzeny dostate¢né daleko od trhliny. Tento stav
Ize potom uvaZovat jako superpozici stavu b) a c) — vyuZitim zminéného Buecknerova
principu. Stav b) odpovida zatizenemu télesu bez trhliny. V pripadé stavu c) je zatiZeni
piedepsdno pouze na licich trhliny tak, aby pti superpozici se stavem b) byly povrchy
nezatiZzené. Strategie, kterou pouzijeme k vytvoreni korigujiciho zatizeni (viz Obrazek 1.c))
bude zaloZena na jiz zminéné technice spojité rozloZenych dislokaci, kterymi simulujeme
trhlinu — podrobnéji viz Hills & Kelly (1996), Kotoul et al. (2006).
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4. Singularni ¢ast reseni pro dislokaci
Podle Lekhniského (1963) je mozné v piipadé rovinné deformace vyjadrit elastické pole
pomoci komplexnich potencialovych funkci @i(z1), @.(z2), @s(z3), které jsou holomorfnimi
funkcemi svych argumenti z, = X + p.y. Zde, p, jsou tii razné komplexni ¢isla s kladnou
imaginarni ¢asti, a predstavuji koteny charakteristické rovnice:

det I:Cilkl + p(CilkZ + Ci2k1)+ pzcizsz =0 Q)

kde ciju je tensor elastickych konstant, tzn. aij = Ciju Uk, Se znamymi vlastnostmi symetrie:

(2)

Gija = Gijik = Cjin = Cij
Reprezentace posuvi u; a napéti oi; pomoci uvedenych holomorfnich funkci je nasledujici:

U, =2 Re[i AO, (za)] Gy =2 Re{i L., (z, )}, oy =2 Re{i L. PP, (z, )] (3)

a=1 a=1

zde ()" znaci derivaci podle piislusného argumentu a A a L jsou matice dané vztahem:

Lia = Amx (Cizkl + paCiZkZ) (4)
kde Ay, znaci vlastni vektor odpovidajici vlastni hodnoté p,, viz vyse.

Polonekone¢na trhlina je simulovana pomoci spojité rozloZzenych hranovych dislokaci
podél z&porné y-ové osy (viz Obrazek 2.)

rozhrani rozhrani rozh_rani
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Obréazek 2. Polonekonec¢na trhlina s vrcholem na rozhrani dvou anisotropnich materiala

Na zéaklad¢ uvedenych vyrazu a prace Suo (1990) lze psat napétové pole indukované jednou
dislokaci s Burgersovym vektorem b; umisténou v bodé (Xo,yo) v nekonec¢ném anisotropnim
bi-materialu nésledovné:

cli<x,y)=—4—lnzu;py{;[GML d_kg}M;Lde }c.c., ez )

Zoc B o _got

d,

Z, — B

]+c.c., zel (6)
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Indexy | a Il oznacuji ptislusnost k jednotlivym oblastem — material 1 a 2. C.C. oznacuje
vyraz komplexné sdruzeny k predchozimu. Analogicky by bylo moZzné psat i vztahy pro o;.

Zaved’me lokalni hustotu Burgersova vektoru fi v bodé na trhliné (x=0,y), odtud
di = f (Vo) dy, ()

je elementarni Burgersav vektor mezi yo a Yo+ dyo a integrujme (5) podél celé trhliny kde
nasledn¢ napéti produkovana v bod¢ (0,y) disloka¢ni hustotou fy mohou byt vyjadieny jako

1 I I p o f (yo)dyO 0 fk(yo)dyo 8
o, (y)=- Li | 2| GupMi =i |52 |+ M |22 |+C.C. (8)
«(Y) 4n Z‘ Zﬁ: ) 5Y-Y, k_l Y=Y,

Asymptotické napét'ové pole v okoli koiene trhliny Ize modelovat pomoci (8) s disloka¢ni
hustotou
(Vo) =H-v (=) ", ¥, <0 ©)

kde A je exponent singularity napéti, ktery zatim nezname, vx jsou komponenty
odpovidajiciho vlastniho vektoru a H je zobecnény soucinitel intensity napéti. Dosadme
rovnici (9) do (8), integrujme a aplikujme okrajovou podminku volnych povrcht v roving
trhliny a obdrzime

[ZZ i CopM ( %} 7 csc (i) — 38, cot(nx)]}vko = D(A)-v=0 (10)

o

Potom parametr A lze vypogitat z charakteristické rovnice

det[ D(%)]=0 (11)
a vlastni vektor v je az na multiplikativni konstantu uréen z rovnice (10).

Napéti a posuvy indukované rozloZenim dislokaci s hustotou podle rovnice (9), mohou byt
v oblasti materidlu 2 (viz Obrazek 2.) vyjadieny nasledovné:

cli(r,e):—%Re ZL” p”Z{ M o (Ei:] l+8—'|k|]T(2(lg; csc(mh)y, f,  (12)
pro Be(—E Oj (n %nj

u ! Py “+i (_1)k csc(mh)v orze
= ( ZAQZ[G M; p..(p..] ] o) (7h)v, , forze2 (13)

o (O

B o (03 o

Analogicky by bylo mozné psat i vztah pro napéti oy a vztahy pro napéti a posuvy v oblasti
materialu 1.
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5. Vypoéet zobecnéného soucinitele intensity napéti - y-integral

Necht' 6, a U; jsou pomocna (dualni) pole napéti a posuvi, ktera vyhovuji stejnym lokalnim
okrajovym podminkam a konstitutivnim vztahiim jako skutecna pole napéti a posuvii o a u; .
Lice trhliny uvazujme bez vngjsiho zatiZzeni. Potom na zé&klad¢ Bettiho recipro¢niho teorému
Ize psat
j(cijnjﬁi ~6;nu;)dl = I(cijnjﬁi —G,n,u; )dl (14)
I I

kde 73, 77 jsou libovolne dvé integracni cesty obklopujici koten trhliny a n; je vektor vngjsi
normaly. Uvedeny integral (14) se nazyva w-integral - viz Desmorat & Leckie (1998) - a
v piipadé, Ze je zndmo pomocné fedeni, jej lze pouZzit pro vypocet zobecnéného soucinitele
intensity napéti. Pomocné feSeni je zapotiebi vhodné zvolit tak, aby byl integral pti integraci
podél infinitesimalni cesty okolo koifene trhliny kone¢ny. Aby to bylo zaruc¢eno, musi byt
dualni feSeni vice singularni feSeni, nez které popisuje skute¢ny stav v okoli kotene trhliny.

Obrazek 3. Integracni cesty v okoli singularniho bodu

Lze dokazat, Ze je-li A koren charakteristické rovnice, pak také A;=2-4 je korenem rovnice
(11) - viz Babuska & Miller (1984), kde A je exponent singularity napéti singularniho feseni.

K teSeni bereme pole indukované rozloZenim dislokaci s hustotou

fk(r):L_ 0<r<0 (15)

kde wy je vlastni vektor matice D (viz.(10)) odpovidajici vlastnimu ¢islu As=2-4. ¥-integrél
podél kruznice s polomérem jdoucim k nule - ;=77 , Ize potom pséat nasledovné:

ER

2
[(o0,—6,u,)dl = [(c0,—5,u,)rdo (16)
rY. T

2
Po dosazeni pomocného a skute¢ného pole napéti a posuva a zjednodusSujicich Upravach

dostaneme nasledujici finalni vyraz pro vypocet zobecnéného soucinitele intensity napéti
I(o..n.ﬁ.—&..n.u.)dl (17)

ij' Y ij' Y
I,

H =

G, -G

kde konstanty c; a ¢, plynou z pfisl. substituci a Uprav — podrobn¢ viz. Kotoul et.al. (2006).
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Toto ndm umoZzniuje vypocet zobecnéného soucinitele intensity H na zakladé numerickych
hodnot z MKP analyzy v bodech dostate¢né vzdalenych od singularniho bodu — na kiivce 7.
Numerické hodnoty pole napéti a posuvi jsou ziskany pomoci MKP systemu ANSYS 10.0..

Vzorek je zhotoven ze 2 vrstev materidla M1 a M2, piicemZ elastické vlastnosti téchto
materidla jsou shodné: E, = 137 GPa, Er = E; = 10,8 GPa Gz = 3,36 GPa vz = 0,49 Gz =
G = 5,65 GPa v, = v = 0,238, pouze hlavni mater. sméry jsou k sobé pootocené o 90°.
Materidl M1 mé& modul pruznosti E; ve sméru osy y, M2 ma E, ve sméru osy x (Obrazek 3)

6. Vypocet T-napéti

Aby bylo mozné pouZit stejnou proceduru pro vypocet T-napéti jako v piipadé vypoétu
zobecnéneho soucinitele intensity napéti, musel by jeden z kotend charakteristické rovnice
(11) nabyvat hodnoty A=0, piip. A=-2. Takovy piipad vSak nemusi obecné nastat a dualni
feSeni je nutné ziskat jinou metodou. VVzhledem k tomu, Ze dualni reSeni pro vypocet T-napéti
je umerné 1/r%, bylo by teoreticky mozné sestrojit dualni ieSeni na zaklads analyzy pole napéti
v okoli vrcholu trhliny zatizeném izolovanou silovou dvojici. Takoveé (analytické) feSeni neni
zatim k dispozici. T-napéti je opét mozno vypocist na zakladé znamé disloka¢ni hustoty pro
dané okrajové podminky.

Obecné vyZaduje numericky vypocet T-napéti opatrny piistup, a to z divodu jejich polohy
v blizkosti singularniho bodu. Redeni T-napéti pomoci techniky spojité rozlozenych dislokaci
vede na Fredholmovu rovnici, kterou lze teSit velmi piesné a zajistuje piesnéjsi hodnoty T-
napéti nez napiiklad klasicka metoda konec¢nych prvki. Aplikace této metody vSak vyZaduje
nalezeni feSeni pro dislokaci na slozité oblasti. Takovy pristup neni prili§ efektivni, existuji
v3ak strategie, kterou Ize tento problém obejit. Jedna z nich muze byt naptiklad nésledujici:

1) UvaZme nejdiive nekone¢nou bimateridlovou rovinu. Zavedme dislokaci
s Burgersovym vektorem b; pro x=0, y=y, (viz Obréazek 2.) a pouzijme vztahy (5), (6)
(ptipadné analogické vztahy pro oz ) pro vypocet ‘oii (x,y) a Yomi (x,y) podél kiivky
0Q, kterd je hranici kone¢ného télesa (viz Obrazek 3.)

2) Predpokladejme dale bi-materidlovou rovinu bez napéti a bez trhlin, ohrani¢enou
kiivkou 0Q a zavedme podel ni sily t, takové, Ze wvyruSi napéti nalezené
v predchozim kroku.

3) Zavedme nyni podobn¢ jako pro nekone¢nou rovinu, dislokaci s Burgersovym
vektorem b; v x=0, y=y,. Toto zpasobi vymizeni sil podél kiivky 0Q a pridani napéti
na x=0:

1 — d d
o, (x=0,y)=—"-> L!p! G M) —*—— |+M!} —* |+ (18)
a ) 4an3 Zs: SRR A “p.(Y-Y,)

+C.C.+hy (Y, ¥, )y, ye2

Poznamenejme, Ze toto jsou napéti vytvorené isolovanou dislokaci v roviné bez trhliny
ohranicené 0. Napéti mohou byt piipadné uréena néjakou jinou metodou napiiklad
pomoci MKP.
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4) Sestavme dislokacni pole zavedenim hustoty dislokaci fg(yo) a integrujme pies I

Bk —|| p!

¢ B I, 7|| 0 Ie o

Pe (f(¥o)dYs | g pfi(¥o)dy
+ 1 |\/|“ P, Ii“ o o +M¢LI o | yyo y.)dy,
; Z “py J By-y, oy yo Ih” fe(%)

c c

appl

Pro trhlinu s nezatizenymi lici bude leva strana rovnice (19) rovna ~ % (y), tzn.
negovanému napéti (pro x=0 ) které vznikne pii pasobeni zatizeni na okraji télesa s hranici

OQ | je7 je bez trhlin a dislokaci.

Pro urceni hiik a —c'(y)je obecné nutno pouzit n€jakou numerickou metodu. Trhlina

muZe byt uzaviend na obou koncich (vnitini trhlina) nebo uzaviend pouze na jednom konci
(okrajova trhlina). Ve druhém pripadé, musi byt fi(yo) na otevieném konci nesingularni.

Po stanoveni fy(Yo) je jiZ mozné vSechny potiebné veli¢iny (zobecnény soucinitel intensity
napéti, piipadné T-napéti) vypocitat. T-napéti je nalezeno po vypoctu o, (0sa 'y je totoZna se
smérem trhliny)

cm(y)=% SIS 6,ML = jf (%)dYs |, Mg, Jf (¥e)dY, ||

. ; P; LYY (20)

[N E(ﬁy yo pa I

_ 1 o f(y,)dy, | MY cf(y,)dy, a
Y0 Y e (el | Mo RO iy gy, (), o ()
o ) IOB Lo Y Yo P o Y=Y I

Kde hax(y,Yo) je nalezeno stejnym zptsobem jako haik(y,Yo) — pomoci MKP analyzy — viz
Obrazek 5. . T-napéti je potom nalezeno jako o, (y)|

y—0"

Numerické hodnoty regularni ¢asti hoak(y,Yo) a hiik(y,yo) (vypocitané pomoci MKP) byly
proloZeny vhodnymi funkcemi aby je bylo moZné implementovat do integralni rovnice (19) a
tu nasledné¢ fesit.

volny volny volny
povrch rozhrani povrch rozhrani povrch rozhrant
N 1 2 1 N2 1
N
N y N y N y
E— A4 H— A
\ R R
N h 0 N
r
N N
v x v x v x

Obrazek 4. Schema bi-materialové poloroviny
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Regularni ¢ast eSeni pro dislokaci

Reguléarni ¢ast teSeni pro dislokaci, nezbytnou do integralni rovnice, ziskdme pomoci
konec¢noprvkové analyzy télesa s vliozenou tenkou hranovou dislokaci o Burgersové vektoru
b.Ibl=10 um.

P4t A4t 4t b4ttt

Zatizeny
neporuseny
bi-material

Trhlina
v zatizeném
materialu

2 2R 2R 2R R AR A AR A R R 2R AR AR

Obréazek 5. Vypocet regularni ¢asti fundamentalniho feSeni pomoci MKP

Na nasledujici strang (Obrazek 6. a Obrazek 7.) jsou znazornény prabéhy napétich oy a oyy
na vybranych dislokacich s kofenem vzdalenym od rozhrani o hodnotu y. Je zobrazen pouze
prabeh napéti od kotene dislokace smérem vlevo (k volnému povrchu).
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7. Zavér

Bylo demonstrovano nalezeni fundamentéiniho teSeni pro dislokaci pomoci kombinace
techniky spojité rozloZzenych dislokaci a MKP. Toto ieSeni je potiebné pro vypocet
zobecnéneho soucinitele intensity napéti a T-napéti, trhliny kolmé na rozhrani dvou
anisotropnich materidlia. K vypoctu zobecnéného soucinitele intensity napéti byla vyuZita
metoda dvoustavovych integralt, tzv. y-integral. Tento pristup umoZiiuje ziskat zobecnény
soucinitel intensity napéti z pole napéti a posuvt vzdaleného od koiene trhliny, kde jsou jiz
hodnoty ziskané pomoci MKP dostate¢né piesné. Byl dale uveden postup a obecné vztahy pro
urcéeni T-napéti, zaloZzené na vypoctu disloka¢ni hustoty.

8. Podékovani

Prispévek byl podpoien grantovymi projekty GACR - 106/05/H008, GACR 101/05/P290 a
GACR 101/05/0320

9. Literatura

Babuska, 1. & Miller, A. (1984) The post-processing approach in the FEM, Part2: The
calculation of stress intensity factors, Int.Num.Meth. Engng. Vol. 20, p.1111-1129.

Desmorat, R. & Leckie, F.A. (1998) Singularities in bi-materials: parametric study of an
isotropic/anisotropic joint, European Journal of Mechanics A/Solids, Vol. 17, p. 33-52.

Hills, D.A. & Kelly, P.A. (1996) Solution of Crack Problems — The Distributed Dislocation
Technique, Kluwer Academic Publisher, Dordrecht — Netherlands.

Kotoul, M., Sevegek, O. & Profant, T. (2006) Calculation of K-factor and T-stress for crack in
anisotropic bimaterials, in: Proc. of 16™ European Conf. of Fracture, Alexandroupolis.

Lekhnitskii, S.G. (1963) Theory of Elasticity of an Anisotropic Body, Holden-Day, San
Francisco.

Suo, Z. (1990) Singularities, interfaces and cracks in dissimilar anisotropic media, Proc.
R.Soc. London, A 427, 331-358.



