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VISCOELASTICITY AND GROWTH THEORY

J. Rosenberg , L. Hyn¢ik~

Summary: The paper shows how to explore the mathematical model of growth and
remodeling for description of both visco-elastic behavior of continua and simulation of
muscle contraction. The mentioned algorithm accommodates a lot of material
parameters and functions (deformation energy, remodeling force) that are necessary to
choose in order to the results to be in correspondence to the experimental data.
However, this model is able to be considered more physically based that other, purely
phenomenological models. The goal of the paper is not to find real parameters but to
show the possibilities and qualitative match with known results.

1. Uvod

V poslednich desetiletich minulého stoleti a v prvnich létech stoleti nynéjsiho byla v odborné
literatufe vénovédna velka pozornost Sifeni nehomogenit v kontinuu, matematické teorii
plasticity ¢i teorii ristu a remodelace. Jako klicové lze uvést prace Kroenera [5], Nolla [8],
Maugina [6], Epsteina [3] , Imataniho [4], Tabera [10], Rodrigueze [9] ¢i DiCarla [1]. Pti
jejich studiu je zfejmé a uvedeni autofi na to rovnéz Casto poukazuji, Ze matematicky model je
shodny. DiCarlo v [1] pak uvadi konsistentni teorii ristu a remodelace vychazejici
zuvedenych praci. Rist a remodelaci pfitom chape obecné jako zménu objemu 1 zménu
materidlové symetrie. Souvislost s jinymi materidlovymi teoriemi je pak ukazana v [2] pfi
aplikaci tzv. pasivniho rlstu na popis creepu.

Tento piispévek je vénovan jednak rozSifeni aplikace pasivniho ristu na popis
viskoelastického chovani materidlti obecné a dale na popis chovani svalového vlakna. Tato
aplikace vychazi z myslenky, Ze svalova akce neni nic jiného, nez remodelace probihajici na
zéklad¢ jistého aktivacniho procesu v relativné kratkém cCase oproti remodelaci tkani
v pribéhu vyvoje. V dal§im je stru¢n¢ nastinéna zdkladni teorie riistu kterd je pak
v nasledujicich odstavcich aplikovana na viskoelastické 1D kontinuum a posléze na svalové
vlakno Hillova typu.

2. Teorie rustu a remodelace

Vychodiskem je pocatecni konfigurace B,, jeZ ,roste, tj. méni svilj objem ¢i materidlové
parametry. Tento rast je vyjadien ristovym tenzorem P, jenz zobrazuje pocatecni konfiguraci
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do konfigurace relaxované B, s nulovym vnitfnim napétim. Do realné konfigurace B,, v niz

Jiz miZe existovat vnitini napéti vyvolané rGstem a vnéj$im zatizenim, ji pak zobrazuje
deformacni tenzor F.. Situace je zndzornéna na obr. 2.1.
Vp

Obr. 2.1 Vztah pocatecni, relaxované a redlné konfigurace

Pro celkovy deformacni gradient mezi konfiguracemi B, a B, pak plati
Vp=FP. 2.1

Z principu objektivity pak plyne, Ze riistovy tenzor je vzdy symetricky pozitivné definitni.
Di Carlo pak ve svych pracich uvaddi metodu odvozeni zékladnich rovnic pro ziskani
rastového tenzoru.

Vychdzi pfitom ze zobecnéného principu virtualnich vykont viz Maugin [6]. Uvazujeme-li rychlost
kontinua v =V p arychlost ristu V =P P a omezime-li se na malé deformace, pak pro zobecnény
virtudlni vykon (working) plati

I(—‘r:Vv+b-v+z-v+C-V+B-V)dC+ I%n-v dSzOV(V,V), (2.2)

B, 4B,

kde T je Cauchyho tenzor napjatosti, b je objemova sila, z vektor vnitinich ucinkli, B vnitini
remodelaéni zobecnéna sila a C vné&j$i nemodelaéni zobecnéna sila, Tnje piedepsané napéti na
hranici oblasti, n je vektor vn¢jsi normaly.

Z principu objektivity plyne z =0 a symetrie tenzoru T [1]. Aplikaci Greenovy véty a dal§imi
upravami ziskame z (2.2) tyto zakladni rovnice

Divt+b=0 na B, (2.3)
B+C=0 na B,, (2.4)
Tn=Ttn na OB,. (2.5)
Z 11. zakona termodynamiky plyne
w<t-Vv+C-V , (2.6)

kde y(F) je méma elasticka energie vztazena na relaxovany objem. Na levé strané uvedena derivace
je derivace materialova. Plati proto
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a—l//F+l//VST-VV+C-V. 2.7
oF
Pro Vv lze odvodit vztah [1]
Vv=(F+FV) 2.8)
a tedy
T-VV:T(F+FV). (2.9)

Po dosazeni do (2.7) a jednoduchych upravach obdrzime
oy ) .
Ly F+(C+Ft-yI)V>0. (2.10)

Pfedpokladejme dale, Ze napéti T lze rozlozit na slozku elastickou T, a disipativni T, [7].

Po dosazeni obdrzime

(}d+rw—%%)F+(C+Fr—wUVZO. 2.11)
Tato nerovnost je splnéna pro
oy
T, =—", 2.12
el 8F ( )
1, =HF , (2.13)
C-E=GV; E=yI1-Fr, (2.14)

kde E je tenzor Eshelbyho typu, H a G jsou pozitivné definitni matice.

3. Viskoelastické 1D kontinuum

Uvazujme 1D kontinuum o pocatecni délce /;. Jeho aktudlni délka necht’ je /. Relaxovana —

tedy po realizovaném rlstu — délka je oznacena /.. Pro pfislusné deformacni gradienty, tak
jak byly zavedeny v pfedchozim odstavci, pak plati

P=", F=—, Vp=—, 3.1)
pricemz samoziejmé se jedna o skalarni funkce ptislusnych nezavisle proménnych. Omezime

se stejné tak jako v pfedchozim na malé deformace. Zakladni rovnice (2.12), (2.13), (2.14)
popisujici rist maji pak tvar

oy
v 32
T=oF (3.2)
Ty =hF, (3.3)

C-E=gPP', E=yFr. (3.4)
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V téchto rovnicich se vyskytuji tyto volitelné parametry:

g h  kladné konstanty,

7% deformacni energie jako funkce ,,warpu* F,
C vnéjsi remodelacni zobecnéna sila.

Tyto parametry jsou k dispozici pro modelovani konkrétniho materialu. Pro popis
viskoelastického chovani zvolime C =0 (odtud plyne pojem ,pasivni rust®) , resp.
C = konst.. Deformacni energii budeme uvazovat v nejjednodussim tvaru

w:%k@>n? (3.5)

Nebudeme uvazovat objemovou silu a pak bude feSeni podminky rovnovahy trivialni
(7 = konst.). Analyzujme nyni dva zakladni pfipady creep a relaxaci :

Relaxace:
Zde volime / = konst. Pro rychlost rastu pak ziskame vztah

gPP'=(Fr-y-C). (3.6)

Po dosazeni z (3.1) plati pro relaxovanou délku

(3.7)

Obr. 3.1 Pribéh relaxované délky a napéti pro C=0 (vlevo) a C>0 (vpravo)

Jednoduchou analyzou lze zjistit fyzikélni vyznam konstant. Pro 2 =0 lze (3.7) jednoduse
integrovat a urcit vztah pro /.
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1 k k k 2
l = |— 512 —|:512 —[E+leoz:| eXp -t (38)

jenz dovoluje konstatovat, ze g ovliviiuje rychlost relaxace a C pak zbytkovou hodnotu napéti
po vyrelaxovani. Plati totiz

(3.9)

r:k[i—lJ:l{‘/lﬁch—lJ. (3.10)
I k

Na obr. 3.1 je uveden ptiklad relaxace pro C=0a C>0.

Creep:
Zde zvolime 7 = konst.. Pro rychlost riistu ziskame vztah

2
gl’,,:{lir—%k(ll—lj —C} I, (3.11)

r r

/{liljh(li] | 6.1)

ktery fesime spolu se vztahem
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Obr. 3.2 Pribéh délky pro C=C.
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Rovnici (3.12) 1ze jednoduse integrovat v mezich IL € (LIL j :

r r

I 1 =y
Z_=% T+k—rte . (3.13)

’

Po dosazeni do (3.11) obdrzime rovnici kterou Ize jednoduse analyticky integrovat. Ziskame
vztah pro relaxovanou délku /,

1{(z° r’ 2
[, =1, exp — (—+T—CJZ‘+ ~hle " —1]| . (3.14)
g\ 2k 4k

Z (3.13) pak lze vypocitat délku / v zavislosti na Case

I e
l:?(r+k—7e’“J . (3.15)

r

Je patrné, ze zde & ovlivituje rychlost creepu v jeho zacatku, zatimco g jej ovliviiuje v celém
k 2k

——t
prubéhu. Pokud totiZz neuvazujeme ¢leny s exponencialami e  a e " | plati
e
[=2(r+k)e* . (3.16)

V obecném ptipadé creepova deformace roste nade vSechny meze. Pouze pro
5 1 7%h

[ 2
C=C,= ;_k + 7 bude deformace konvergovat k hodnoté / = ;0(2' +k)e £*  Dosazenim C, do

(3.10) je tato rovnice splnéna identicky.

4. Model svalového vlakna

Klasicky Hilliv model svalového vlakna je zaloZen na myslence propojeni pruznych a
viskoznich elementll aktivnim elementem jenz odpovidd jevim, ke kterym dochazi mezi
aktinem a myosinem ve svalovych buiikédch. Tyto jevy jsou fizeny vnéjSimi vlivy at’ uz to je
deformace okolni tkanég, vné&jsi elektricky signal ¢i nervovy signal. Tomuto modelu pfirozené
odpovida v pfedchozim uvedeny 1D model pasivniho ridstu, jenZ popisuje viskoelastické
chovani, doplnény o aktivni kontrolu pomoci veli¢iny C - tzv. vnéj$Stho nemodelacniho

ucinku. V [7] zavadi MarSik pro sval veli¢inu W, jez se zda odpovidat pravé veli¢iné C.
V nésledujicim je uveden ptiklad volby C a pfisluSna odezva pti izometrické stimulaci svalu.

Predpokladat pfitom budeme opét kvadraticky vztah pro defomacni energii (3.5) a linearni
vztah pro disipa¢ni slozku napéti (3.3). Vné¢js$i nemodelacni sila pak bude obecné funkci ¢asu,

riistového gradientu P a event. rychlosti V' = P P,
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Pro izometrickou kontrakei (/ = konst.) plati vztah (3.7)

o ke (C(t)— kj P
Zr = ZV 2 2 22 (41)
gl +hl
a vztah pro napéti
/ 11
r=k|——1|-k—-. 42
(zr j ? 2
Obr. 4.1 Pribéh relaxované délky, napéti a stimulacni funkce
pti izometrické kontrakci (modie) a skokové zméné délky (Cerveng), C=Cyf+C;
Pro izotonickou kontrakci ( 7 = konst.) plati soustava rovnic
2 2%,
lr:l_, L(r+k)2—(c(t)+ﬁj—f—e N (4.4)
g| 2k 2) 2k
l i
lzi T+k—-te " |. (4.5)

5. Zavér

V ptispévku bylo ukazano, Ze 1ze vyuzit matematicky model riistu a remodelace jak pro popis
viskoelastického chovani kontinua tak i pro simulaci svalové kontrakce. Vyznamna je role
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vnéjsitho remodela¢niho ucinku C. Jeho konstantni nenulovd hodnota zplisobuje zbytkové
napéti po relaxaci 1 konecnou deformaci creepu. Tyto jevy evidentné souvisi s disipaci energie
na mikrotrovni analogicky jako svalova kontrakce je zpisobovana uvoliovanim chemické
energie. Uvedeny algoritmus obsahuje samoziejm¢ fadu materidlovych parametrd i
volitelnych funkci (deformacni energie, remodelacni sila), které je tfeba volit tak, aby
vysledek odpovidal experimentalnim datiim. Piesto Ize jej povazovat za model vice fyzikalné
podlozeny nez jiné, Cisté fenomenologické modely. Pispévek se nekladl za cil nalézt redlné
parametry,nybrz se snazil ukazat moznosti a kvalitativni shodu se znamymi vysledky.
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