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STRESS FIELD ANALYSIS NEAR THE SEMI-INFINITE CRACK TIP
TERMINATING PERPENDICULAR TO THE INTERFACE BETWEEN
TWO ORTHOTROPIC MATERIALS

T. Profant”, M. Kotoul™, O. Seve&ek™

Summary: The study of the stress and displacement field near the semi-infinite
crack tip terminating perpendicular to the interface between two orthotropic ma-
terials is considered in this paper. Using an anisotropic complex method, the pres-
ent analysis gives singularity exponents 6 and —6 as the solution of an eigenvalue
problem and as the root of some nonlinear equation. This leads to a closed-form
expression for stresses and displacements. The matrix of the eigenvalue problem
depends on the number of layers at the singular point, their relative elastic proper-
ties and the boundary conditions such as free surface or bonded interface close to
the crack tip. While the ¢ is associated to the singular solution of the semi-infinite
crack problem, the —¢ is associated to the auxiliary solution. The auxiliary solution
features stronger singularity and can be used to determination of the generalized
intensity factor by the y~integral.

1. Uvod

Nejstarsim a v inZzenyrskych problémech pouZzivan¢jSim formalismem popisu rovinné deforma-
ce anizotropnich prostiedi je formalismus Lechnického, viz. Lechnicky (1950, 1957). Lechnic-
kého formalismus je v podstaté zobecnénim Muschelisviliho teorie, viz. Muschelidvili (1953)
komplexnich potencialt rovinné izotropni pruznosti a vychazi z predpokladu, Ze napéti zavisi
pouze na soufadnicich x,a X,. Z tohoto davodu, ve vztazich vychazejici z Lechnického teorie
vystupuji prvky redukované matice poddajnosti. Naopak je tomu u Strohova formalismu, ktery
vychazi z praci Eshelby, Read & Shockley (1953). Strohav formalismus vychazi z predpo-
kladu, Ze posuvy u;, kde i=1,2,3 zavisi na soufadnicich x; a x,a tudiz misto prvka matice
poddajnosti, vystupuji ve vztazich vychazejici ze Strohova formalismu prvky matice tuhosti.
Vyhodou Strohova formalismu je jeho matematicka elegance a potencial v feSeni dvourozmeér-
nych anizotropnich elastickych problémda.

V piipadé obecné rovinné anizotropni pruznosti je nutné uvazovat vSechny slozky tenzoru
napéti a deformace. Kazdy anizotropni material je charakterizovan tiemi komplexnimi ¢isly 4,
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kde i =1, 2, 3, a jejich komplexn& sdruzenymi protgjsky. Cisla ; jsou vlastni &isla matice typu
3x3, jejiz prvky zavisi na elastickych konstantach materialu. K zjednodu$eni dochazi, jakmile
matice tuhosti piip. poddajnosti vykazuje roviny symetrie, jak je tomu napi. u ortotropnich

materidla. V takovém pripad¢ se pocet charakteristickych ¢isel materialu snizi na dvé a nenulo-

ve slozky tenzoru napéti piip. deformace se snizi pouze na o resp. ¢;, kde i, j=1,2.

Singulérni pole napéti a posuva v okoli vrcholu trhliny je vyhodné vyjadtit jako funkce polar-
nich soutadnic r a 0

u =hrog(6), o, =hr’-'F(0),

kde exponent singularity & je feSenim problému vlastnich cisel matice A, (i, j = 1, 2), jejiz
prvky zavisi na okrajovych podminkach v okoli vrcholu trhliny a zobecnény koeficient inten-
zity napéti h zavisi na vngjsim zatizeni a geometrii télesa. Krome¢ jineho, je znalost singularni
¢asti pole napéti a posuva nutnd pti lomové mechanickych vypoctech pomoci MKP, vzhledem
k obtiznému posouzeni koncentrace napéti v blizkém okoli ¢ela trhliny. Naopak, analyticke
reSeni nabizi jen omezené mozZnosti v popisu vlivi geometrie a zatiZzeni télesa. Jako optimalni
moznost ziskani piesnych hodnot napéti a deformaci pred ¢elem trhliny se jevi vyuZziti kombi-
nace obou metod.

Singularni popis pole napéti a posuva se ziska pomoci anizotropnich komplexnich potenciali
zobecnéné rovinné pruznosti. Problém vlastnich ¢isel matice Ay kde i, j =1, 2, vede na feSeni
nelinearni rovnice, jejiz nejmensi kladny koten je exponent singularity 6. Zobecnény soucinitel
intenzity napéti h se mtze uréit napi. pomoci tzv. y~integrélu, kdy se vyuZiva jeho nezavislosti
na integracni cesté. AvSak k vyjadieni hodnoty y~integrélu je nutna znalost tzv. pomocného
feSeni charakterizované exponentem singularity —9. Podobné¢ jako exponent singularity 9, je
také exponent singularity pomocného teSeni —6 kofenem vySe zminéné nelinearni rovnice, viz.
Babuska & Miler (1984).

2. Formulace a ¥eSeni problému

Prispévek si klade za cil analyzu napjatosti v okoli vrcholu polonekone¢né trhliny kolmé na
rozhrani dvou ortotropnich materiala (viz. obr. 1). Souradnicovy systém je zvolen tak, Ze mate-
rial obsahujici trhlinu se nachazi v oblasti x, <0. Oba materialy jsou homogenni a linearn¢
elastické a pro napéti a deformace plati Hookuv zékon

6= s, (=126), (2)

1
j=1,2,6

kde bylo pouZzito pravidlo zkraceného indexovani tenzora

111, 2622, 61221

akde s; je matice poddajnosti. Vztah (1) plati pro ptipad rovinné napjatosti. V piipad¢ rovinné
deformace je nutné provést prepocet prvki matice poddajnosti podle vztahu

S..S. ..
§ =5 — 3B (j j=12,6). (2)

SS3
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Obrazek. 1: Polonekone¢na trhlina kolma k rozhrani dvou ortotropnich material.

Oba ortotropni materialy jsou charakterizovany vlastnimi komplexnimi ¢isly g, Im(z;) >0,
kde i=1,2 a Im(.) zna¢i imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla. Cisla p; zavisi na materialovych
charakteristik&ch a jsou koteny rovnice ¢tvrtého fadu

Aut +2pAM2 1 +1=0, 3)
kde

s=Su _ 28, +Sgs ()

e :
S22 2 \/ S11822

Rovnice (3) je zvlastnim piipadem charakteristické rovnice Sestého ¥adu danou Lechnickym
(1950). Pro koteny p; charakteristické rovnice (3) se mtize psat

=i (n+m), p,=iA"*(n—m) pro 1<p<eo, (59)
w=A"(n+m), p,=A""(in-m) pro -1<p<1, (5b)
W=, =iA""* pro p=1, (5¢)
kde
n= 22, - ‘1‘_*" (50)
2 2

Ptipad p =1odpovida materidlu s kubickou symetrii a ptipad A = p =1 odpovida izotropnimu
materialu. Jde o tzv. degenerované piipady anizotropie a jak bude z dalSiho ziejmé, nelze na né
aplikovat Lechnického-Strohiv formalismus. Jeden ze zpisobu reSeni problémi s materiélo-
vou symetrii navrhl Suo et al. (1990). Ten je analogicky Muschelidviliho metodé komplexnich
potencidlt. V dalSim se vSak bude piedpokladat, Zze p #1.

Pro posuvy u;, napéti o;; a vyslednou silu T, podél poloptimky vedouci z pocatku souradnic
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se muze psat

ui=2Re{iAjfj(zj)}, Ti:—ZRe{iLijfj(Zj)}, (62)

=t

2

oy :2Re{i L, fj’(zj)}, oy :—2Re{2 L, fj’(zj)}, (6b)

i1

kde () znagi derivaci podle z; a pro matice A; a L;; plati

A :|: Sll:Lle +S;, S11:“22 +S, :| L= |:—,u1 _,uz:| . 7
Skt + Sy L1y Sy +S5, 1 1y 1 1

Napéti v okoli vrcholu trhliny jsou tmérna vyrazu r°~ a posuvy vyrazu r°, kde r je vzdale-
nost od ¢ela trhliny a & je u trhliny kolmé k rozhrani dvou materiala realné ¢islo. Aby defor-
macni energie byla kladna, musi byt také & >0. Aby méla napéti singularni charakter, musi
déle platit, Ze 5 <1. Exponent & zavisi na lokalni geometrii (tj. na charakteru zatizeni povrchi
trhliny a rozhrani obou materiala) a na materialovych charakteristikach bimaterialu. Neznamy
potencial f,(z;) z (6) se hleda ve tvaru

£2(2))=¢(2))°, (i=12,3=1,111), 8)

kde ¢jJ je vektor komplexnich koeficientd, horni index znaci prislusnost k jednotlivym oblas-
tem bimaterialu a z; se uvazuje v polarnich soutradnicich (viz. obr. 1)

2] =r(cosO+p] sing). (9)
V okoli vrcholu trhliny musi byt spInény néasledujici okrajové podminky

u'=u", T'=T" pro6=0, (10b)
uin :uim ’ Ti“ :-I-im pro 6 =r. (10c)

Jejich spInénim pomoci vztahu (6a) se dostane soustava algebraickych rovnic

K(5)VI :0’ (11)

kde 0; znac¢i nulovou matici 2x2 a v; znaci dvourozmérny vlastni vektor matice K; . Ten je
uréen az na multiplikativni konstantu a maze byt definovan jako

V! =%|_'q>'. (12)

Matice K; ma slozitou strukturu a nebude zde uvedena. Aby soustava (11) mela reSeni, musi
platit
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det(K(56))=0. (13)
Vyraz (13) vede na nelinearni rovnici, jejiz nejmensi kladne reSeni o, je hledany exponent sin-

gularity. Jak jiz bylo zminéno vyse, dalSim feSenim rovnice (13) je take hodnota —o, pomoci
niz se vyjadfi tzv. pomocné ieSeni.

Dosazenim &, zpét do (11) se nalezne vlastni vektor v, ktery odpovida nulovemu vlastnimu
¢islu matice K;; a danému exponentu &,. Podobné to platii pro —§,. Ze znalosti vlastniho vek-
toru v/ a jemu odpovidajiciho exponentu &, se dosazenim do (8) pro oblast | dostane

fl=h(z') (L')"V', (14)
kde

Z' :diag[r(cose+ul' sind), r(cos0 + sin@)], pro —%SGSO. (15)

Pomoci v' a vztaha (6a), (10b) a (10c) se postupng dostanou potencialy " a f" .

Poznamka: Nulove vlastni ¢islo dané matice K; a odpovidajiciho exponentu 5, miize byt
dvojnasobné. Potom v hledani vlastnich vektora odpovidajicich danému vlastnimu ¢islu mati-
ce mohou nastat dva piipady. V prvnim ptipadé jsou nalezeny dva linearné nezavislé vektory
(v )a a (v ), jejichz libovolna linearni kombinace tvoii hledany vektor v, . Ve druhém pripads
muZe byt nalezen pouze jeden vlastni vektor v/, pricemz kromé feseni (14) je nutné uvazovat
také feSeni ve tvaru, Panagiotis et al. (1995)

5_50]

2. Vypocet zobecnéného soucinitele intensity napéti - v -integral

f! :hln[rZ' (L) +;—5(z' (L)' V)

Na zékladé Bettiho recipro¢niho teorému plati

ij i ij i ij i ij i
rl l-2

J.(G-I’]U-—&I’]U-)C”=J.(G-n-l]-—(~$-n-u)d|, (16)

kde T, T', jsou libovolné dve integracni cesty obklopujici koten trhliny, n; je jejich vektor
vngjsi normaly, &; a U; jsou pomocna pole napéti a posuvi, ktera vyhovuji stejnym lokalnim
okrajovym podminkam a konstitutivnim vztahim jako skutec¢na pole napéti a posuvi oy a u; .
Integral (16) se oznacuje jako vy -integral, viz Desmorat & Leckie (1998). Ze znalosti pomoc-
ného feSeni G; a 0, , které se dostane dosazenim —&, a odpovidajiciho vlastniho vektoru v;
do vztahu (6) a limitnim pitechodem jedné z cest k vrcholu trhliny, napt. T, jej Ize pouZit pro
vypocet zobecnéného soucinitele intensity napéti h

ij i ij i

he 1 J(cnﬂ—énu)dl,
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kde konstanty c, a ¢, plynou z ptislusnych substituci a Uprav, viz. Kotoul et al. (2006). Pomoc-
né reSeniG; a U; je vice singularni nez feseni oy; a u; popisujici skutecny stav v okoli korene
trhliny. Proto je integral pti integraci podél infinitesimalni cesty okolo kotene trhliny konec¢ny.

3. Numerické vysledky

Pro ilustraci hodnot singularity pole napéti a posuva byly vybrany dva vlaknové kompozity s
materidlovymi charakteristikami uvedenymi v tabulce 1. Zkoumané bimaterialy byly sestaveny
tak, Ze obé ¢asti bimaterialu, tj. oblast I a I11 obsahujici trhlinu a oblast Il bez trhliny, byly ze
stejného materialu, ale s vlakny vzajemné otocenymi o Uhel #/2 (viz obr. 1, kde je smér vldken
oznacen radou Sipek v pravé ¢asti obrazku). V tabulce 1 jsou materialové charakteristiky ve
sméru vldken oznaceny indexem L, ve sméru kolmém na vlakna T, ptip. Z. Kromé exponentu
singularity jsou v tabulkéach uvedeny také vlastni vektory piislusejici danému exponentu. Vek-
tory jsou normovany tak, ze vektor v' je jednotkovy a zbyvajici vektory z n¢j nasledné dopoc-

teny. Symbol i = J-1 znagi imaginarni jednotku komplexniho ¢isla.

Tabulka 1la: Materialové charakteristiky, exponent singularity a vlastni vektory skute¢ného a
pomocného feseni pro trhlinu kolmou na rozhrani dvou ortotropnich materiala

E,=137GPa E, =E,=108GPa G,, =336 GPa G, =G, =565GPa v,,=049 v, =v, =0,238

| I "
60/'50 v v v

0.249542539 0.3790973052-0.9170852279i
-0.1140869023-0.04716032573i

0.3790973051-0.1567081909i
-0.1140869024-0.2759909215i

0.9159917920+0.3817317217i
0.04748805020-.1139508776i

-0.249542539 0.3812897317+0.9223889892i

-0.0570936837+0.0236009274i

0.3812897317+0.1576144783i
-0.05709368374+0.138116979i

0.9212892381-0.3839393871i
0.0237649349+0.0570256117i

Tabulka 1b: Materidlove charakteristiky, exponent singularity a vlastni vektory skute¢ného a
pomocného feseni pro trhlinu kolmou na rozhrani dvou ortotropnich materiala

E =225GPa E, =E, =150 GPa G,,=55GPa G, =G, =56 GPa v,, =031 v, =v, =028

|
60/ '50 v

VII

VIII

0.4658839267 0.5263052556-0.5859684752i
-0.4583969904-0.4117231145i

0.5263052557-0.4727169542i
-0.4583969905-.05103619903i

0.6389069269-0.4606020109i
-0.3603241255-0.4998102051i

-0.4658839267 0.6444758468+0.7175350461i

-0.1965458537+0.1765334746i

0.6444758466+0.5788553402i
-0.1965458537+0.2188266151i

0.7823598289+0.5640202618i

-0.1544953676+0.2143024228i

4. Zavér

Byl popsén postup vedouci k nalezeni singularniho teSeni pro pole napéti a posuvt v okoli
kotene trhliny kolmé na rozhrani dvou ortotropnich materiala. Kromé skute¢neho feSeni bylo
popsano tzv. pomocné feSeni, pomoci néhoz lze ur¢it zobecnény koeficient intenzity napéti
pomoci y~integrélu.
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