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Summary: Along wind random vibration of a slender structure represents one of
the most important aeroelastic effects resulting from wind - structure interaction.
The theoretical model being based on one-dimensional elements with continuously
distributed mass and stiffness has been introduced in this paper. The system has been
considered to be self-adjoint and with strongly non-proportional viscose damping
with respect to materials of individual parts of the structure and due to vibration
dampers. The random excitation of the linear system is gaussian and of additive type,
therefore the response is gaussian as well. Consequently, mathematical mean value
and correlation function are satisfactory for the full description of the generalized
solution of the respective PDE in the stochastic meaning. The stationary solution
has been obtained in generalized coordinates providing transparent results and very
fast convergency. Using this procedure, the general results can be obtained in the
form of analytical formulae for many important cases of input spectral densities.

1. Úvod

Analýza náhodného kmitánı́ štı́hlých konstrukcı́ byla v minulosti často zatı́žena řadou před-
pokladů, které byly mlčky přijaty, široce použı́vány, avšak často vzdáleny realitě. Výsledky
tak byly poznamenány mnoha kvalitativnı́mi i kvantitativnı́mi nedostatky. Jednı́m z typických
nedostatků byla např. všeobecně přijı́maná hypotéza o proporcionálnı́m útlumu, která je zcela
mimo realitu, jakmile se konstrukce vybavı́ tlumičem kmitánı́ jakéhokoli typu. Dalšı́m před-
pokladem, který je obtı́žné akceptovat, je nezávislost jednotlivých vlastnı́ch tvarů kmitánı́. Při
stochastickém typu buzenı́ je tento předpoklad splněn jen zřı́dka pro velmi speciálnı́ konfigu-
race buzenı́. Na druhé straně je přijat předpoklad o lineárnı́m přenosu mezi fluktuačnı́ složkou
rychlosti větru a dynamickou složkou tlaku, který působı́ ve směru větru. V podmı́nkách vysoké
zástavby nenı́ ani tento předpoklad splněn a je třeba respektovat nelineárnı́ strukturu tohoto
vztahu. Tomuto efektu jsou věnovány speciálnı́ studie, viz např. Náprstek (1975), Grigoriu
(1988), dále Muscolino (1995) a dalšı́.

Z výsledků měřenı́ a ze zkušenostı́ vyplývá, že rychlost větru je veličina proměnná v prostoru i
v času. V daném bodě ji v dostatečně dlouhém časovém úseku můžeme považovat za stacionárnı́.
Dá se formulovat jako součet konstantnı́ statické složky a náhodně proměnné složky dynamické.
Popisu obou těchto složek bylo věnováno v minulých desetiletı́ch veliké množstvı́ pracı́. Přehled
těchto poznatků je publikován v řadě monografiı́ (Koloušek et al. 1983, Simiu & Scanlan 1996),
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norem a dalšı́ch pramenů. Také dı́lčı́m problémům dynamiky konstrukcı́ buzených fluktuačnı́
složkou větru byla v téže době věnována značná pozornost, a to jak na experimentálnı́, tak na
teoretické úrovni, viz např. Davenport (1967, 1967a), Dyrbye & Hansen (1996), Fischer & Pirner
(1986). Zdá se však, že stále chybı́ určitý systematický pohled na tento problém jako celek, který
by se pokusil oprostit od fenomenologického přı́stupu vycházejı́cı́ho z okamžité potřeby vyřešit
problém konkrétnı́ konstrukce a zasadil tuto důležitou úlohu do celkového kontextu stochastické
dynamiky.

Řešenı́ je možné založit na různých typech matematického modelu konstrukce. Dá se řı́ci,
že v úvahu přicházejı́ dvě skupiny modelů, i když existuje řada jejich dalšı́ch variant. Prvnı́
z nich je model založený na diskretizaci konstrukce na soustavu diskrétnı́ch hmot spojených
pružnými a disipativnı́mi členy, přı́padně založený na diskretizaci metodou konečných prvků.
Matematicky je tedy popsán soustavou obyčejných diferenciálnı́ch rovnic v času, viz Náprstek
& Pospı́šil (2006). Druhým typem jsou modely, které vycházejı́ ze spojité povahy hlavnı́ch
prvků konstrukce a jsou tudı́ž popsány parciálnı́mi diferenciálnı́mi rovnicemi. Každý z těchto
dvou modelů má jisté přednosti z hlediska možnostı́ fyzikálnı́ interpretace výsledků. Jejich
přı́mé porovnávánı́ tedy nemá smysl. Finálnı́ numerické výsledky však poskytujı́ oba stejné.
V této studii budeme pracovat s modelem, který se skládá z jednorozměrných prvků se spojitě
rozloženou hmotou.

2. Účinek obecného dynamického zatı́ženı́

Podmı́nky, ve kterých jsou umı́stěny různé typy štı́hlých konstrukcı́ s kruhovým průřezem
určených pro telekomunikačnı́ účely, většinou umožňujı́ při analýze kmitánı́ konstrukce ve
směru větru pracovat s lineárnı́m modelem. Je-li základem modelu prvek se spojitě rozloženou
hmotou, vyjdeme ze známé pohybové rovnice přı́mého prutu se statickou podélnou silou:

(EJ(x)u′′x, t))′′ + (N(x)u′(x, t))′ + 2b(x) u̇(x, t) + µ(x) ü(x, t) = p(x, t) (1)

EJ(x), N(x) - ohybová tuhost, resp. podélná statická sı́la působı́cı́ v těžišti průřezu

b(x), µ(x) - viskoznı́ útlum, resp. hmotnost na jednotku délky

p(x, t) - vnějšı́ zatı́ženı́ na jednotku délky

Soustředı́me-li se na závěr zdlouhavějšı́ch úvah, můžeme řešenı́ rovnice (1) psát ve tvaru:

u(x, t) =
n∑

j=1

uj(x) · fj(θjt) ; n −→∞ (2)

kde uj(x), θj jsou vlastnı́ funkce, resp. vlastnı́ čı́sla operátoru L{·} vzhledem k µ(x) plynoucı́
z rovnice:

L{uj(x)}+ θ2jµ(x) · uj(x) = 0 ; L{u(x)} ≡ (EJ(x)u′′(x))′′ + (N(x)u′(x))′ (3)

s okrajovými podmı́nkami:

- vrchol konstrukce: u′′j (l) = 0 ;
(
EJ(x)u′′j (x)

)′
+N(x)u′j(x)

∣∣∣
x=l
= 0 (4)

- pata konstrukce: uj(0) = u′j(0) = 0 ; resp. uj(0) = u′′j (0) = 0 (5)
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Okrajové podmı́nky se formulujı́ obvyklým způsobem
pro volný, vetknutý či kloubový okraj prutu. Konfigu-
race okrajových podmı́nek ani skladba parametrů kon-
strukce nikdy nevyžadujı́ v reálném přı́padě zvláštnı́
pozornost z hlediska existence jednoznačného řešenı́.
Vystačı́me-li s modelem podle rovnice (1), můžeme
touto rovnicı́ popsat chovánı́ konstrukce o libovolné
topologické struktuře, pokud je kinematicky určitá a
upevněná bez možnosti pohybu jakožto tuhého tělesa.
V uzlech konstrukce, resp. bodech nespojitosti koefi-
cientů musı́ být zajištěna spojitost základnı́ch veličin
(v daném přı́padě posuvu a pootočenı́) a rovnováha si-
lových veličin (ohybových momentů a posouvajı́cı́ch
sil), abychom se dopracovali jednoznačného řešenı́.
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Obrázek 1: Matematický model
soustavy

Existence diskrétnı́ho spektra vlastnı́ch čı́sel θj je zajištěna pozitivnı́ definitnostı́ operátoru
L{·}. Ke každému vlastnı́mu čı́slu θj existuje za daných podmı́nek jediná vlastnı́ funkce uj(x).
Funkce uj(x) jsou ortogonálnı́ vzhledem k symetrii operátoru, tvořı́ úplnou soustavu a jsou spo-
jité. Apriori splňujı́ všechny okrajové podmı́nky. Operátor L{·} vzhledem k µ(x) je podobný
operátoru původnı́ rovnice (1). Dá se dokázat, že soustava vlastnı́ch funkcı́ uj(x) operátoru
L{·} se dá použı́t jako galerkinovská bázová soustava pro variačnı́ řešenı́ rovnice (1), viz např.
(Michlin, 1975), nebot’splňuje a priori nejen hlavnı́, ale i přirozené okrajové podmı́nky. Použitı́
takové bázové soustavy umožňuje předem vyloučit některé problémy numerické nestability.
Takto lze na přı́klad dosáhnout bodové konvergence při n → ∞ mı́sto pouhé konvergence
v průměru, která je nedostatečná z hlediska inženýrských aplikacı́. Podrobnějšı́ vlastnosti kon-
vergence závisı́ na mı́ře podobnosti obou operátorů, čemuž by bylo vhodné věnovat samostatnou
studii. Nicméně operátor (2) zachovává detailně tuhosti a hmotnosti podle rovnice (1) včetně
nespojitostı́ v uzlech. Tato mı́ra podobnosti vede k absolutnı́ konvergenci v jednotlivých bodech
soustavy pro jakékoli vnějšı́ buzenı́ integrovatelné v času a v prostoru.

Rozvoj (2) dosadı́me do (1), vynásobı́me uk(x) a integrujeme po celé konstrukci. Vzhledem
k předpokládané nespojitosti koeficientů v rovnici (1) chápeme tuto integraci ve Stieltjesově
smyslu:

n∑
j=1


∫
S

uk(x) L{uj(x)}fj(t) dx+

+
∫
S

uk(x)
[
2b(x)uj(x)ḟj(t) + µuj(x)f̈j(t)

]
dx

 =
∫
S

p(x, t)uk(x) dx

(6)
Z rovnice (2) s přihlédnutı́m k okrajovým podmı́nkám (4), (5) vyplývá:∫

S

uko(x) L{ujo(x)} dx =
〈 0

θ2j
;

∫
S

µ(x)uko(x)ujo(x) dx =
〈 0; j 6= k

1; j = k
(7)

kde ujo(x) jsou normalisované vlastnı́ funkce ve smyslu:

uo(x) = [ujo(x)] = [uj(x)/
√

Mj] ; Mj =
∫
S

µ(x)u2j(x) dx (8)
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S odvolánı́m na (7), (8) dostaneme úpravou rovnice (6):

Θ2 · f(t) + 2B · ḟ(t) + I · f̈(t) = p(t) (9)

Θ2 = diag[θ21, .., θ
2
n] ; f(t) = [f1(t), .., fn(t)]

T ; I − jednotková čtvercová matice

B =

∫
S

b(x)uko(x)ujo(x) dx

 ; p(t) =
∫

S

p(x, t)uko(x) dx

 ; j, k = 1, .., n
(10)

Pohyb spojité soustavy je nynı́ popsán v zobecněných souřadnicı́ch, které tvořı́ ortonormované
vlastnı́ funkce ujo(x) operátoru (2). Vlastnı́ funkce ujo(x) i vlastnı́ čı́sla θk jsou reálná. Od-
povı́dajı́ vlastnı́mu kmitánı́ netlumené soustavy a dajı́ se bez potı́žı́ určit napřı́klad deformačnı́
metodou.

Z tvaru rovnice (9) je zřetelné, že spolupůsobenı́ funkcı́ ujo(x) při stanovenı́ vlastnı́ch tvarů
původnı́ soustavy (1), anebo při analýze odezvy na vnějšı́ buzenı́, je dáno neproporcionálnı́m
útlumem, který vede k plné čtvercové maticiB. Z proporcionálnı́ho útlumu by vyplývala diago-
nálnı́ maticeB, a tudı́ž funkce ujo(x), resp. fj(t) by se chovaly nezávisle a daly by se považovat
přı́mo za vlastnı́ tvary původnı́ soustavy, resp. za časový popis jejich uplatněnı́. Na základě
matice B, resp. rychlosti zániku mimodiagonálnı́ch členů se vzdálenostı́ od hlavnı́ diagonály
lze tedy přibližně posuzovat oprávněnost zanedbánı́ neproporcionálnosti útlumu v přı́padě, že
konstrukce je podrobena deterministickému buzenı́. Je však třeba si uvědomit, že v přı́padě
náhodného buzenı́ je obecně dalšı́m možným zdrojem spolupůsobenı́ funkcı́ ujo(x), popř. vlast-
nı́ch tvarů jejich stochastická interakce, která vyplývá z prostorové korelace vnějšı́ho buzenı́.
Z toho důvodu je třeba soustavu (9) analyzovat v plné šı́ři.

Soustavu (9) přepı́šeme v normálnı́m tvaru:

Ḟ(t) = Q · F(t) + P(t) (11)

kde jsme označili:

F(t) =

 f1(t)
f2(t)

 ; f1(t) = f(t)
f2(t) = ḟ(t)

; Q =

 0 ; I

Θ2 ; 2B

 ; P(t) = Hp(t) ; H =
 0
I

 (12)

přičemž p(t) je vektor n nezávislých náhodných procesů působı́cı́ch na jednotlivé souřadnice
ujo(x) podle (2), resp. (8).

3. Řešenı́ náhodné odezvy metodou spektrálnı́ch rozkladů

Vstupnı́ i výstupnı́ procesy jsou v našem přı́padě spojité. Dá se dokázat, že je možné je psát ve
tvaru, který je založen na spektrálnı́ch diferenciálech vstupnı́ch procesů:

p(t) =
∞∫

−∞

exp(iωt) dΦ(ω) ; F(t) =
∞∫

−∞

F∗(ω, t) dΦ(ω) (13)

dΦ(ω) - vektor (n prvků) spektrálnı́ch diferenciálů procesů p(t); dΦj(ω) jsou procesy v pro-
měnné ω typu bı́lého šumu; jejich korelace se řı́dı́ Wiener-Chinčinovým vztahem, viz
např. Bolotin (1979):

E{dΦ(ω) · dΦT (ω′)} = δ(ω′ − ω) Sp(ω) dω dω′ (14)
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E{·} - operátor matematického středu podle gaussovské hustoty pravděpodobnosti;

δ(·) - Diracova funkce;

F∗(ω, t) - matice (2n×n prvků) neznámých deterministických funkcı́, které popisujı́ transfor-
maci náhodného buzenı́ v zobecněných souřadnicı́ch do složek náhodné odezvy v času.

Sp(ω) - matice (n× n) spektrálnı́ch hustot procesů p(t).

Výrazy (13) dosadı́me do výrazů (12) a do soustavy (11). Vzniklou relaci vynásobı́me vektorem
dΦT (ω) zprava a potom uplatnı́me operátor matematického středu. Vstupnı́ procesy p(t) jsou
spojité a spektrálnı́ diferenciály dΦ(ω) libovolné, nezávislé a nenulové skoro všude. Můžeme
tedy zaměnit pořadı́ aplikace operátoru integrace a matematického středu. Odtud plyne:

∞∫
−∞

(Ḟ∗(ω, t) + Q · F∗(ω, t)) · Sp(ω)dω =
∞∫

−∞

2H · Sp(ω) exp(iωt)dω (15)

Relace (15) musı́ být splněna pro každé t. To je možné s ohledem na to, že matice Sp(ω) je
pozitivně definitnı́ pouze tehdy, když platı́:

Ḟ∗(ω, t) = −Q · F∗(ω, t) + 2H · exp(iωt) (16)

s počátečnı́mi podmı́nkami:
F∗(ω, t)|t=0 = 0 (17)

Formulace odezvy ve tvaru (13) má jednoduchou fyzikálnı́ interpretaci. Náhodnou odezvu F(t)
podle (11) lze chápat jako superpozici odezvy na elementárnı́ harmonická buzenı́ popsaná
vždy funkcı́ exp(iωt) a násobená amplitudou, která je dána náhodným koeficientem dΦj(ω).
Náhodná část řešenı́ je tedy součtem, resp. integrálem všech řešenı́ platných pro jednotlivá ω
v (13). Vyřešı́me-li tedy soustavu (16) pro jednotková dΦj(ω), zı́skáme matici F∗(t), kde j−tý
sloupec znamená odezvu na jednotkové buzenı́ v j−té zobecněné souřadnici. Řešenı́ účinku
náhodné části buzenı́ je tedy založeno na znalosti jisté zobecněné frekvenčnı́ charakteristiky.
V praktickém přı́padě se dá předpokládat, že soustava (1), resp. (4) jakožto mechanický systém
bude vždy stabilnı́, a proto po odezněnı́ počátečnı́ přechodové fáze dostane F∗(ω, t) význam
běžné přenosové matice.

Řešenı́ rovnice (16) naznačı́me ve tvaru Laplaceova obrazu (t → ξ). Podle předpokladu je
matice (Q + I · ξ) regulárnı́ a existuje tedy jejı́ inverznı́ matice. Pokud matice Q má pouze
jednoduchá vlastnı́ čı́sla, výraz lze dále upravit ve tvaru sumace:

F∗L(ω, ξ) = (Q + I · ξ)−1 2H
ξ − iω

=
2n∑

k=1

2ZkH
iω − ξk

(
1

ξ − iω
− 1

ξ − ξk

)
(18)

Zk - k-tá komponentnı́ matice (2n× 2n), viz např. Lancaster (1969); pokud matice Q má 2n
jednoduchých vlastnı́ch čı́sel, matice Zk se dá vyjádřit ve tvaru diadického součinu:

Zk = qk · qT
k (19)

qk - k-tý normalizovaný vlastnı́ vektor (2n prvků) maticeQ;
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ξk - k-té vlastnı́ čı́slo matice Q; podle předpokladu jsou všechna vlastnı́ čı́sla jednoduchá;
matice B je symetrická, matice Θ, I jsou diagonálnı́, odtud plyne, že vlastnı́ čı́sla tvořı́
n komplexně sdružených dvojic ξ2k = ξ2k+1 (k = 1, n); dá se dokázat, že z pozitivnı́
definitnosti těchto matic zároveň plyne negativnı́ hodnota reálné části všech vlastnı́ch
čı́sel a tudı́ž dynamická stabilita soustavy (1). Při malém útlumu jsou hodnoty |ξk| blı́zké
hodnotám |θk|.

Zpětnou transformacı́ výrazu (18) dostaneme řešenı́ rovnice (16):

F∗(ω, t) =
2n∑

k=1

2ZkH
iω − ξk

(exp(iωt)− exp(ξkt)) (20)

Korelačnı́ matice odezvy, tj. čtvercová matice KF (t1, t2) o rozměrech (2n × 2n) se dá zı́s-
kat přı́mo z definice použitı́m F(ω, t), viz např. Bolotin (1979). Ze stejných důvodů jako
prve můžeme zaměnit pořadı́ aplikace operátoru integrace a operátoru matematického středu.
Přihlédneme-li k tomu, že u(t) jsou centrované procesy, můžeme psát:

KF (t1, t2) = E{F(t1)FT (t2)} = E{
∞∫

−∞

F∗(ω1, t1) dΦ(ω1)
∞∫

−∞

dΦT (ω2)} F∗T (ω2, t2) =

=
∞∫

−∞

F∗(ω, t1) Sp(ω)F∗T (ω, t2) dω

(21)
Spolu s nulovým matematickým středem se výraz (21) dá považovat za zobecněné řešenı́
rovnice (11) ve stochastickém smyslu. Ze struktury výrazu (20) je zřejmé, že prvnı́ sčı́tanec
popisuje stacionárnı́ část odezvy, zatı́mco druhý sčı́tanec vliv přechodového děje, který nastane
po zahájenı́ buzenı́ vlivem homogennı́ch počátečnı́ch podmı́nek. Vzhledem k negativnı́ reálné
části vlastnı́ch čı́sel druhý sčı́tanec s rostoucı́m časem postupně zanikne. To znamená, že pokud
se zabýváme pouze stacionárnı́m stavem, můžeme druhý sčı́tanec ve vzorci (20) pominout. To
nám umožnı́ detailnı́ zápis výrazu (21), který je v tomto přı́padě funkcı́ pouze rozdı́lu t = t1− t2
a nikoli obou časových souřadnic samostatně:

KF (t) = 4
∞∫

−∞

2n∑
k,l=1

exp (iωt)
ZkHSp(ω)HTZT

l

(iω − ξk)(−iω − ξl)
dω (22)

z čehož okamžitě vyplývá matice disperzı́:

KF (0) = 4
∞∫

−∞

2n∑
k,l=1

ZkHSp(ω)HTZT
l

(iω − ξk)(−iω − ξl)
dω (23)

která se obvykle pokládá (zejména jejı́ diagonála, resp. odmocniny jejı́ch prvků) za směrodatný
údaj o rozsahu odezvy na náhodné buzenı́ lineárnı́ soustavy gaussovskými procesy.

Vzorce (21)-(23) majı́ poměrně širokou použitelnost. Matici F∗(ω, t) lze zı́skat nejen ana-
lyticky, viz (20), ale i numericky nebo experimentálně. To do jisté mı́ry předurčuje metodu
provedenı́ naznačené integrace podle ω. Je možné ji dovést do konce ve formě vzorců v uza-
vřeném tvaru pro řadu jednoduššı́ch přı́padů spektrálnı́ch hustot buzenı́. To je např. tehdy, když
spektrálnı́ hustoty Sp(ω) je možné vyjádřit ve tvaru ryze lomené racionálnı́ funkce a integraci
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provést pomocı́ reziduové věty. Při vyčı́slenı́ integrálu lze tedy různým způsobem kombino-
vat analytické a numerické postupy v závislosti na struktuře zadánı́. Doplňme ještě, že integrál
v (21)-(23) je možné chápat v Stieltjesově smyslu, čı́mž lze obsloužit i různé kombinace spojitých
spekter a výrazných diskrétnı́ch harmonických složek s pevně určenou frekvencı́ a amplitudou.

Povšimněme si jednoho detailu. Pokud by procesy vd(t) měly charakter nezávislých bı́lých
šumů bez vzájemné korelace, bude matice Sp(ω) konstantnı́ a diagonálnı́, viz závěr 4. kapitoly,
výraz (37). V takovém přı́padě s přihlédnutı́m k (19) můžeme psát (Hs = H · S1/2v ):

ZkHSp(ω)HTZT
l = uk · uT

k H Sp HT ul · uT
l = H

T
s ukuT

k · uluT
l Hs (24)

Vzhledem k tomu, že vlastnı́ vektory jsou ortonormálnı́, dostaneme po úpravě:

ZkHSp(ω)HTZT
l =

〈
0 ; k 6= l

HT
s Zk Hs ; k = l

(25)

V takovém přı́padě by dvojitá sumace v (22) degenerovala na jednoduchou. Tento stav odpovı́dá
nekorelovaným pravým stranám v původnı́ soustavě (1), resp. (4). V obecném přı́padě však
matice Sp(ω) nenı́ diagonálnı́ a vzájemná korelace vlastnı́ch vektorů nenı́ zanedbatelná. Je však
zjevné, že rychle klesá s rozdı́lem (k − l).

Vrat’me se nynı́ k výrazům (2), (8), (10). Vzhledem ke gaussovské povaze odezvy popisuje
stochastickou část odezvy korelačnı́ funkce:

Ku(x1, x2, t1, t2) = E
{
u(x1, t1)u(x2, t2)

}
Vzhledem k (2) a (8) můžeme psát:

Ku(x1, x2, t1, t2) =
n∑

ij=1

uio(x1)ujo(x2)E
{
fi(θit1)fj(θjt2)

}
= uT

o (x1)Kf11(t1, t2)uo(x2)

(26)
přičemžKf11(t1, t2) je matice (n× n) vzájemných korelačnı́ch funkcı́ časových složek f1(t) =
[fi(θit)], viz (12), přı́slušejı́cı́ch vlastnı́m funkcı́m uio(x). Opět s přihlédnutı́m k (12) můžeme
dále řı́ci, že Kf11(t1, t2) je levá hornı́ čtvrtina matice KF (t1, t2) podle (21), jak odpovı́dá
schematu:

KF (t1, t2) =

∣∣∣∣∣∣Kf11(t1, t2) ; Kf12(t1, t2)

Kf21(t1, t2) ; Kf22(t1, t2)

∣∣∣∣∣∣ (27)

Podobně submatici Kf22(t1, t2) odpovı́dajı́ korelace rychlostı́ ḟ2(t), atd. Pro stacionárnı́ přı́pad
k (26) přiřadı́me (22), popř. (23):

Ku(x1, x2, t) = uT
o (x1)Kf11(t)uo(x2) (26)

Výraz (26), resp. (28) převádı́ vzájemné korelace složek pohybu v zobecněných souřadnicı́ch
uo(x) na korelace v podélné souřadnici konstrukce.
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4. Účinky fluktuačnı́ složky rychlosti větru

Matici Sp(ω), která v (21) až (23) reprezentuje vnějšı́ náhodné buzenı́, sestrojı́me s využitı́m
předpokladu o stacionárnı́ povaze fluktuacı́ tlaku p(x, t) na základě poslednı́ho z výrazů (10):

Kp(t) = E
{
p(τ) pT (τ + t)

}
= E


∫
S

uo(x1)p(x1, t)dx1

∫
S

uT
o (x2)p(x2, t+ τ)dx2

 (29)

Dvojı́ integrace se dá v daném přı́padě přepsat ve tvaru dvojného integrálu. S ohledem na lineárnı́
povahu jsou operátory integrace a matematického středu záměnné. Z toho vyplývá:

Kp(t) =
∫
S

∫
S
uo(x1)uT

o (x2) E
{
p(x1, τ)p(x2, τ + t)

}
dx1dx2 =

=
∫
S

∫
S
uo(x1)uT

o (x2) Kpx(x1, x2, t)dx1dx2
(30)

kde jsme označili: Kpx(x1, x2, τ) = E
{
p(x1, t)p(x2, t+ τ)

}
, to jest vzájemnou korelaci fluk-

tuačnı́ složky tlaku v bodech x1, x2 závislou na časovém rozdı́lu t.

Fourierovou transformacı́ relace (30) dostaneme:

Sp(ω) =
∫
S

∫
S

uo(x1)uT
o (x2)Spx(x1, x2, ω)dx1dx2 (31)

Spektrálnı́ hustota Spx(x1, x2, ω) popisuje skladbu fluktuacı́ tlaku vyvolaných fluktuacı́ rychlosti
proudu vzduchu, přičemž myslı́me pouze složku tlaku ve směru proudu, nikoli účinky působı́cı́
kolmo k němu. Rychlost proudu je funkcı́ výšky nad terénem x. Do převodu z rychlosti na tlak
vstupuje geometrie konstrukce a jejı́ aerodynamické charakteristiky, které jsou rovněž funkcı́ x.
Přijı́máme předpoklad, že konstrukce neovlivňuje zpětně proudové poměry ve svém okolı́. Pře-
nos mezi fluktuacemi rychlosti proudu a tlaku pokládáme za lineárnı́, neboli dynamická složka
tlaku je popsána pouze prvnı́ mocninou rychlosti proudu a zanedbáváme vliv kvadratického
účinku fluktuacı́ rychlosti. Přibližně tedy můžeme tlak ve směru proudu na jednotku délky štı́hlé
konstrukce vyjádřit takto:

p(x, t) = 2κ(x)vs(x)vd(x, t) (32)

κ(x) - funkce polohy x nad terénem; zahrnuje vliv geometrie a aerodynamických vlastnostı́
průřezu, měrnou hmotnost vzduchu, atd.;

vs(x), vd(x, t) - statická, resp. dynamická složka rychlosti proudu; vs(x) je rychlostnı́ gradient
popisovaný v literatuře a zařazený do mnoha norem a dalšı́ch standardů.

Dynamická složka vd(x, t) se pokládá za stacionárnı́ a je zpravidla prezentována formou vý-
konové spektrálnı́ hustoty tlaku při jednotkových parametrech κ(x), vs(x). Takto definovaná
referenčnı́ spektrálnı́ hustota rychlosti proudu Sv(ω) je nezávislá na x. Spektrálnı́ hustota v kon-
krétnı́ch podmı́nkách se stanovı́ přenásobenı́m Sv(ω) v souladu se vzorcem (32). Referenčnı́
spektrálnı́ hustota se zavádı́ podle různých autorů, nejčastěji podle Davenporta (1967a). Pro-
storová povaha fluktuacı́ tlaku se zavádı́ přenásobenı́m výkonové spektrálnı́ hustoty korelačnı́
funkcı́ Kr(x1, x2, ω), viz např. Davenport (1967), Koloušek et al. (1983, Dyrbye & Hansen
(1996) a dalšı́. Závislostı́ na ω se vyjadřuje klesajı́cı́ prostorová korelace fluktuacı́ tlaku se
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vzrůstajı́cı́ frekvencı́. Matematicky nenı́ tento výraz zcela korektnı́, zavádı́ se až v závěru, kdy
pı́šeme Spx(x1, x2, ω) ve tvaru:

Spx(x1, x2, ω) = β(x1, x2)Kv(x1, x2, ω)Sv(ω) ; β(x1, x2) = 4β0κ(x1)vs(x1)κ(x2)vs(x2)
(33)

Všechny výrazy na pravé straně (33) můžeme pokládat za známé, a tudı́ž Spx(x1, x2, ω) podle
(33) dosadit do (31), čı́mž zı́skáme popis náhodného buzenı́ v zobecněných souřadnicı́ch uko.
Je však třeba zdůraznit, že popsaná struktura náhodného buzenı́ vyplývá bezprostředně z expe-
rimentálnı́ch měřenı́ a nenı́ výsledkem exaktnı́ analýzy.

Rozsáhlá a dlouhodobá měřenı́ in situ, experimenty v laboratořı́ch a různé teoretické úvahy
vedly k všeobecně přijaté struktuře popisu fluktuačnı́ složky rychlosti větru. Proces vd(t) se
zavádı́ jako nezávislý na prostorových souřadnicı́ch. Do všech bodů x se vkládá proces se stej-
nými charakteristikami popsaný jednı́m vzorcem pro skalárnı́ spektrálnı́ hustotu. Pro spektrálnı́
hustotu fluktuačnı́ složky větru je publikováno mnoho empirických vzorců. Nejlépe se osvědčila
a do praxe pronikla Davenportova spektrálnı́ hustota, viz Davenport (1967a) a mnoho dalšı́ch
pracı́, monografiı́, standardů a dalšı́ch publikacı́:

Sv(ω) =
α0|ω|

(a2 + ω2)4/3
(34)

Prostorová povaha tohoto procesu se obvykle charakterizuje prostřednictvı́m korelačnı́ funkce,
viz např. Davenport (1967) a řada dalšı́ch autorů:

Kv(x1, x2, ω) = β(x1, x2) exp(−λ|ω||x1 − x2|) (35)

Ve vzorcı́ch (34), (35) jsou zavedeny rozměrové konstanty α0, a, λ. Jsou stanoveny experimen-
tálně a upravujı́ se zvlášt’pro každou lokalitu. Představu o jejich povaze si lze učinit na základě
literatury, např. Koloušek et al. (1983), Dyrbye & Hansen (1996) a dalšı́. Zabývajı́ se jimi i
některé normy. Zhruba se dajı́ charakterizovat takto:

α0- shrnuje koeficienty, které upravujı́ vzorec s ohledem na náhodnou dynamickou povahu
procesu a jeho ne zcela stacionárnı́ charakter;

a2- rozměrově frekvence; upravuje tvar spektrálnı́ hustoty a vyvažuje podı́l nižšı́ho a vyššı́ho
frekvenčnı́ho pásma;

λ- upravuje mı́ru prostorové korelace.

Proces vd(x, t) je podle (34), (35) charakterizován jako prostorově homogennı́. Vzájemná kore-
lace klesá pro danou vzdálenost bodů exponenciálně s rostoucı́ frekvencı́. Výsledná spektrálnı́
hustota Spx(x1, x2, ω) je však prostorově nehomogennı́ vlivem závislosti κ(x), vs(x) na podélné
souřadnici x.

Dosazenı́m (35) do výrazu (33) dostaneme:

Spx(x1, x2, ω) = β(x1, x2) · exp(−λ|ω||x1 − x2|) ·
α0|ω|

(a2 + ω2)4/3
(36)

Doplňme poznámku (24), (25). Pokud procesy vd(x, t) nebudou prostorově korelovány, bude
se funkce Kv(x1, x2, ω) chovat tak, jako bychom zavedli limitu ω → ∞. To znamená, že
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exponenciála v (35) má hodnotu jedna na diagonále x1 = x2 a všude jinde je nulová. Z téhož
důvodu je nenulové také Spx(x1, x2, ω) pouze pro x1 = x2. Dvojný integrál v (32) degeneruje
na jednoduchý. Pokud by závislost spektrálnı́ hustoty na x zmizela úplně, jak by odpovı́dalo
bı́lým šumům, uplatnı́ se ortogonalita vlastnı́ch funkcı́ uo(x) a matice Sp(ω) se stane diagonálnı́.
Z provedené úvahy je cı́tit, že tato situace, která by vedla na stochastickou nezávislost vlastnı́ch
funkcı́, nenı́ ve skutečnosti přı́liš pravděpodobná. Klade si přı́liš mmnoho podmı́nek, které jsou
v praxi obtı́žně přijatelné i při značném zjednodušenı́.

5. Výpočet korelačnı́ funkce odezvy

Na základě dı́lčı́ch výsledků z předchozı́ch kapitol nynı́ krátce shrňme postup výpočtu hlavnı́
charakteristiky náhodné části odezvy. Je popsána korelačnı́ funkcı́ podle vzorce (26), resp.
(28). Abychom ji vyčı́slili, musı́me stanovit korelačnı́ funkciKF (t), resp. jejı́ čtvrtinuKf11(t).
K této matici, která charakterizuje vzájemnou korelaci pohybu v zobecněných souřadnicı́ch,
se dostaneme použitı́m vzorce (22), popř. (23). Potřebnou matici spektrálnı́ch hustot Sp(ω)
zı́skáme ze vzorce (31), kam za spektrálnı́ hustotu Spx(x1, x2, ω) dosadı́me podle (36). Pokud
jsou tedy dány konstanty popisujı́cı́ spektrálnı́ hustotu a prostorovou korelaci buzenı́ a parametry
konstrukce, můžeme vyčı́slit korelačnı́ funkci odezvy jakožto funkci času a polohy na konstrukci,
přı́padně vzájemnou korelaci ve dvou bodech na svislé ose konstrukce.

Operace integracı́ podle x1, x2, ω a sumacı́ podle k, l můžeme v daném přı́padě zaměnit.
Práci s vyčı́slenı́m můžeme značně zjednodušit, provedeme-li jako prvnı́ integraci podle ω.
Podkladem pro dalšı́ kroky je stanovenı́ integrálu:

Ikl(x1, x2) =
∞∫

−∞

β(x1, x2)

(ω + iξk)(ω − iξl)

α0|ω| exp(−λ|ω||∆x|)
(a2 + ω2)4/3

dω ; ∆x = x1 − x2 (37)

Jeden z činitelů ve jmenovateli integrandu (37) má racionálnı́ exponent, což je jistá komplikace
pro dalšı́ výpočet. Celočı́selný exponent u zbývajı́cı́ch dvojčlenů ve jmenovateli by umožnil
integraci v uzavřeném tvaru pomocı́ reziduové věty. Přibližně však můžeme takto postupovat i
v tomto přı́padě. Čitatel je v Gaussově rovině rotačně symetrický podle počátku, je bez nulových
a nevlastnı́ch bodů a exponenciálně se blı́žı́ k nule pro |ω| → ∞. Vzhledem k tvaru jmenovatele
se integrand pro rostoucı́ |ω| blı́žı́ dostatečně rychle k nule. Z toho vyplývá, že integrál (37)
je přibližně roven 2πi násobku součtu reziduı́ nad reálnou osou, anebo pod osou, jak vyplývá
z vlastnostı́ integrandu.

Integrand (37) má nad reálnou osou ω dva singulárnı́ body:

ω1 = iξl ; ω3 = ia (38)

Chovánı́ výrazu (34) v okolı́ singulárnı́ho bodu ω = ia je možné vystihnout přibližným vztahem:

Sv(ω) =
α0|ω|

(a2 + ω2)4/3
≈ α1|ω|
(a2 + ω2)

(39)

kde α1 je konstanta volená tak, aby racionálnı́ funkce co nejlépe vystihovala průběh původnı́
funkce (34) v okolı́ singulárnı́ho bodu. Stanovı́ se např. z rovnosti integrálů na intervalu ω ∈
(−∞,∞) pro původnı́ a náhradnı́ integrand. Jinou možnostı́ je použitı́ Laurentovy řady, výsledky
jsou však méně stabilnı́.
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Z předchozı́ch úvah vyplývá následujı́cı́ výsledek:

Ikl(x1, x2) =
2πβ(x1, x2)

ξl + ξk

· α0|ξl| exp(−λ|ξl||∆x|)
(a2 − ξ

2
l )4/3

− πβ(x1, x2)α1 exp(−λa|∆x|)
(a+ ξk)(a− ξl)

(40)

Vzorec (40) potvrzuje vzájemné spolupůsobenı́ vlastnı́ch vektorů při náhodném buzenı́. Ze
struktury (40) je na druhou stranu patrné, že hodnoty Ikl(x1, x2) klesajı́ velmi rychle s rozdı́-
lem |x1 − x2|. V souvislosti se (17) je zřetelné, že význam spolupůsobenı́ je závislý na mı́ře
neproporcionálnosti útlumu, a tedy na struktuře komponentnı́ch matic Zk, a dále na velikosti
prostorové korelace buzenı́ dané předevšı́m koeficientem λ.

6. Závěr

Matematický model štı́hlé vertikálnı́ konstrukce založený na soustavě jednorozměrných prvků
se spojitě rozloženou hmotou a ohybovou tuhostı́ má řadu vlastnostı́, kterými se odlišuje od
modelů jiných typů. Nejpřirozenějšı́m je srovnánı́ s vlastnostmi modelu téže konstrukce, jenž je
vytvořen na základě soustředěných hmot či tuhých těles propojených nehmotnými pružinami a
tlumı́cı́mi členy.

Oba modely majı́ řadu společných základnı́ch vlastnostı́, které umožňujı́ opustit řadu ome-
zujı́cı́ch předpokladů neodpovı́dajı́cı́ch realitě. To se týká vlivu neproporcionálnı́ho tlumenı́
konstrukce vybavené tlumičem, stochastické interakce vlastnı́ch tvarů (vektorů) kmitánı́ zani-
kajı́cı́ exponenciálně s rostoucı́ vzdálenostı́ bodů odezvy, prostorové korelace buzenı́ i odezvy,
atd. Na druhé straně se potvrdila v zobecněném měřı́tku řada heuristicky zavedených hypo-
téz v minulosti, jako např. gaussovská povaha odezvy, přijatelnost proporcionálnı́ho modelu
na konstrukci bez tlumiče i v přı́padě, že je sestavena z materiálů s různou mı́rou vnitřnı́ho
útlumu. Vliv počátečnı́ch podmı́nek je krátkodobý a zaniká exponenciálně s rostoucı́m časem
od zahájenı́ buzenı́ (stacionárnı́ho).

Přednostı́ modelu se spojitými prvky je analýza probı́hajı́cı́ v zobecněných souřadnicı́ch,
které jsou blı́zké vlastnı́m tvarům posuzované konstrukce. Energetická mohutnost jednotlivých
vlastnı́ch funkcı́ obecně vzato klesá se vzrůstem jejich řádu. Z toho vyplývá možnost poměrně
snadno omezit počet vlastnı́ch funkcı́, což zejména u analýzy stochastického kmitánı́ znamená
citelné snı́ženı́ pracnosti výpočtu. Výsledky jsou zároveň přehlednějšı́ a jejich rozbor je snáze
proveditelný než v přı́padě modelu se soustředěnými hmotami. Konvergence je zároveň mnohem
rychlejšı́ a vyššı́ho typu.

Dodejme, že z kvantitativnı́ho rozboru vyplývá nutnost opatrně zacházet s předpokladem o
lineárnı́m vztahu mezi dynamickou složkou rychlosti větru a vyvolanou dynamickou složkou
tlaku vyvozujı́cı́ samotné rozkmitánı́. Tento předpoklad je přijatelný v podmı́nkách volného
terénu a nı́zké zástavby. V oblasti velkoměstského centra je velice sporný vzhledem k vysokému
stupni turbulence, kdy amplitudy dynamické složky mohou být srovnatelné se složkou statickou.
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Náprstek, J., Pospı́šil, S. (2006) Along wind random vibrations of a slender structure - modelling
by concentrated masses. In: Proc. Engineering Mechanics 2006 (J. Náprstek, C.Fischer
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