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ALONG WIND RANDOM VIBRATIONS OF A SLENDER
STRUCTURE - MODELLING BY CONTINUOUS ELEMENTS

J. Naprstek, S. Pospisil*

Summary: Along wind random vibration of a slender structure represents one of
the most important aeroelastic effects resulting from wind - structure interaction.
The theoretical model being based on one-dimensional elements with continuously
distributed mass and stiffness has been introduced in this paper. The system has been
considered to be self-adjoint and with strongly non-proportional viscose damping
with respect to materials of individual parts of the structure and due to vibration
dampers. The random excitation of the linear system is gaussian and of additive type,
therefore the response is gaussian as well. Consequently, mathematical mean value
and correlation function are satisfactory for the full description of the generalized
solution of the respective PDE in the stochastic meaning. The stationary solution
has been obtained in generalized coordinates providing transparent results and very
fast convergency. Using this procedure, the general results can be obtained in the
form of analytical formulae for many important cases of input spectral densities.

1. Uvod

Analyza ndhodného kmitani Stihlych konstrukci byla v minulosti ¢asto zatiZena fadou pred-
pokladu, které byly micky pfijaty, Siroce pouzivany, avSak Casto vzddleny realité. Vysledky
tak byly poznamendny mnoha kvalitativnimi i kvantitativnimi nedostatky. Jednim z typickych
nedostatki byla napf. v§eobecné prijimand hypotéza o proporciondlnim utlumu, ktera je zcela
mimo realitu, jakmile se konstrukce vybavi tlumi¢em kmitdni jakéhokoli typu. DalSim pred-
pokladem, ktery je obtizné akceptovat, je nezavislost jednotlivych vlastnich tvart kmitani. Pfi
stochastickém typu buzeni je tento pfedpoklad splnén jen ziidka pro velmi specidlni konfigu-
race buzeni. Na druhé strané je pfijat predpoklad o linedrnim pfenosu mezi fluktuaéni slozkou
rychlosti vétru a dynamickou slozkou tlaku, ktery ptisobi ve sméru vétru. V podminkach vysoké
zastavby neni ani tento pfedpoklad splnén a je tfeba respektovat nelinedrni strukturu tohoto
vztahu. Tomuto efektu jsou vénovany specidlni studie, viz napt. Ndprstek (1975), Grigoriu
(1988), dale Muscolino (1995) a dalsi.

Z vysledkd méfeni a ze zkuSenosti vyplyva, Ze rychlost vétru je veli¢ina proménnd v prostoru i
v ¢asu. V daném bodé¢ ji v dostate¢né dlouhém ¢asovém useku miiZzeme povaZovat za staciondrni.
Da se formulovat jako soucet konstantni statické sloZky a ndhodné proménné slozky dynamické.
Popisu obou téchto slozek bylo vénovéano v minulych desetiletich veliké mnozstvi praci. Pfehled
té€chto poznatki je publikovan v fad€ monografii (Kolousek et al. 1983, Simiu & Scanlan 1996),
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norem a dalSich prameni. Také dil¢im problémiim dynamiky konstrukci buzenych fluktuaéni
sloZzkou vétru byla v téZe dobé vénovana znacnd pozornost, a to jak na experimentalni, tak na
teoretické drovni, viz napt. Davenport (1967, 1967a), Dyrbye & Hansen (1996), Fischer & Pirner
(1986). Zd4 se vsak, Ze stdle chybi urcity systematicky pohled na tento problém jako celek, ktery
by se pokusil oprostit od fenomenologického piistupu vychazejiciho z okamzité potieby vyfresit
problém konkrétni konstrukce a zasadil tuto dileZitou tlohu do celkového kontextu stochastické
dynamiky.

Reseni je moZné zaloZit na riiznych typech matematického modelu konstrukce. D se fici,
Ze v tvahu prichazeji dvé skupiny modelt, i kdyz existuje fada jejich dalSich variant. Prvni
z nich je model zaloZeny na diskretizaci konstrukce na soustavu diskrétnich hmot spojenych
pruznymi a disipativnimi ¢leny, pfipadné zaloZeny na diskretizaci metodou kone¢nych prvkd.
Matematicky je tedy popsdn soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic v Casu, viz Néprstek
& Pospisil (2006). Druhym typem jsou modely, které vychazeji ze spojité povahy hlavnich
prvki konstrukce a jsou tudiz popsany parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Kazdy z té€chto
dvou modelii md jisté pfednosti z hlediska moZnosti fyzikdlni interpretace vysledki. Jejich
piimé porovnavani tedy nemd smysl. Findlni numerické vysledky vSak poskytuji oba stejné.
V této studii budeme pracovat s modelem, ktery se sklada z jednorozmérnych prvka se spojité
rozloZenou hmotou.

2. Uc¢inek obecného dynamického zatizeni

Podminky, ve kterych jsou umistény rizné typy Stihlych konstrukci s kruhovym prifezem
uréenych pro telekomunikacni ucely, vétSinou umoziuji pfi analyze kmitani konstrukce ve
sméru vétru pracovat s linedrnim modelem. Je-li zakladem modelu prvek se spojité rozloZzenou
hmotou, vyjdeme ze zndmé pohybové rovnice pfimého prutu se statickou podélnou silou:

(EJ(z)u"z,1))" + (N (@) (2, 1)) + 2b(x) i(z,t) + p(z) d(z,t) = plz,t) (1)

vvvvv

EJ(z), N(x) - ohybova tuhost, resp. podélnd statickd sila puisobici v tézisti prifezu
b(x), u(x) - viskozni dtlum, resp. hmotnost na jednotku délky

p(z,t) - vn&jsi zatizeni na jednotku délky

Soustfedime-li se na zavér zdlouhavéjsich ivah, miZeme fesSeni rovnice (1) psét ve tvaru:
n
Z )- fi(0;t); n— o0 (2)

kde u;(x),6; jsou vlastni funkce, resp. vlastni ¢isla operdtoru L{-} vzhledem k (x) plynouci
Z rovnice:

L{uj(2)} + OGu(r) - wj(x) =05 L{u(x)} = (BJ(2)u"(2))" + (N(2)d' ()" (3)
s okrajovymi podminkami:

- vrchol konstrukee:  uj(l) =0 ; (EJ(x)ué’(x)Y + N(x)u;(x)’x:l =0 4)

- pata konstrukce: u;(0) = u;(O) =0; resp. u;(0)= u;-’(O) =0 (5)
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Okrajové podminky se formuluji obvyklym zpisobem
pro volny, vetknuty ¢i kloubovy okraj prutu. Konfigu-
race okrajovych podminek ani skladba parametrt kon-
strukce nikdy nevyzaduji v redlném piipadé zvlastni
pozornost z hlediska existence jednozna¢ného feSeni.
Vysta¢ime-li s modelem podle rovnice (1), miZeme
touto rovnici popsat chovani konstrukce o libovolné
topologické struktufe, pokud je kinematicky urcitd a
upevnénd bez moznosti pohybu jakozto tuhého télesa.
V uzlech konstrukce, resp. bodech nespojitosti koefi- ’EJ (x),N(x), b(x), u(x) ‘
cientli musi byt zajiSt€na spojitost zakladnich veli¢in
(v daném ptipad€ posuvu a pootoceni) a rovnovdha si-
lovych veli¢in (ohybovych momenti a posouvajicich Obrizek 1: Matematicky model
sil), abychom se dopracovali jednoznacného feSeni. soustavy

7

Existence diskrétniho spektra vlastnich ¢isel 6; je zajiSt€na pozitivni definitnosti operatoru
L{-}. Ke kazdému vlastnimu ¢islu 6, existuje za danych podminek jedind vlastni funkce u,(x).
Funkce u;(x) jsou ortogondlni vzhledem k symetrii operétoru, tvoii iplnou soustavu a jsou spo-
jité. Apriori spliiuji v§echny okrajové podminky. Operdtor L{-} vzhledem k p(z) je podobny
operétoru pivodni rovnice (1). D4 se dokazat, Ze soustava vlastnich funkei u;(z) operdtoru
L{-} se dé pouzit jako galerkinovska bazova soustava pro varia¢ni feSeni rovnice (1), viz napf.
(Michlin, 1975), nebot’ spliiuje a priori nejen hlavni, ale i pfirozené okrajové podminky. PouZiti
takové bazové soustavy umoziiuje predem vyloucit nékteré problémy numerické nestability.
Takto 1ze na ptiklad dosdhnout bodové konvergence pii n — oo misto pouhé konvergence
v priméru, ktera je nedostatecnd z hlediska inzenyrskych aplikaci. Podrobnéjsi vlastnosti kon-
vergence zavisi na mife podobnosti obou operatort, cemuz by bylo vhodné vénovat samostatnou
studii. Nicméné operator (2) zachovdva detailné€ tuhosti a hmotnosti podle rovnice (1) vcetné
nespojitosti v uzlech. Tato mira podobnosti vede k absolutni konvergenci v jednotlivych bodech
soustavy pro jakékoli vnéjsi buzeni integrovatelné v Casu a v prostoru.

Rozvoj (2) dosadime do (1), vyndsobime uy(x) a integrujeme po celé konstrukci. Vzhledem
k predpokladané nespojitosti koeficientii v rovnici (1) chdpeme tuto integraci ve Stieltjesové
smyslu:

ﬁ;{/uuwlxuxm}ﬁuwm+

S

+ / ug() [2b(x)u; () f;(t) + g () F(1)] dx} = / p(z, t)ug(z) do
S

S
(6)
Z rovnice (2) s ptfihlédnutim k okrajovym podminkdm (4), (5) vyplyva:

/u,m(x) L{uj,(z)} dv = < 22 ; /M(x)uko(x)Ujo(x) dz = <

S J

0; j#k
1, j=k

(7)
kde w;,(x) jsou normalisované vlastni funkce ve smyslu:

W(2) = uso(@)] = [us(2)/ M) My = [ p(ayd(e) do (8)
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S odvoldnim na (7), (8) dostaneme upravou rovnice (6):

©% . f(t)+2B-f(t)+1-f(t) = p(t) (9)
©? = diag[h?,..,02] ; £(t) = [fi(1), .., fo(t)]"; I — jednotkova Etvercovd matice

/b(w)uko(x)ujo(x) dx] ;o p(t) = [/p(x,t)uko(x) dx] . g k=1..n
s S

Pohyb spojité soustavy je nyni popsan v zobecnénych soufadnicich, které tvori ortonormované
vlastni funkce u;,(x) operétoru (2). Vlastni funkce wu;,(z) i vlastni ¢isla 6 jsou redlnd. Od-
povidaji vlastnimu kmitani netlumené soustavy a daji se bez potiZi urcit naptiklad deformacni
metodou.

B_ (10)

Z tvaru rovnice (9) je zietelné, Ze spolupisobeni funkef u;,(x) pfi stanoveni vlastnich tvari
puvodni soustavy (1), anebo pfi analyze odezvy na vné&jsi buzeni, je dano neproporciondlnim
utlumem, ktery vede k pIné ¢tvercové matici B. Z proporciondlniho dtlumu by vyplyvala diago-
nalni matice B, a tudiZ funkce u,, (), resp. f;(t) by se chovaly nezévisle a daly by se povazovat
pfimo za vlastni tvary pvodni soustavy, resp. za ¢asovy popis jejich uplatnéni. Na zakladé
matice B, resp. rychlosti zaniku mimodiagondlnich ¢lenti se vzdalenosti od hlavni diagonaly
1ze tedy pribliZzné posuzovat opradvnénost zanedbdni neproporcionélnosti utlumu v pfipadé, ze
konstrukce je podrobena deterministickému buzeni. Je vSak tfeba si uvédomit, Ze v piipadé
ndhodného buzeni je obecné dal$im moZznym zdrojem spoluptisobeni funkci u;,(z), popt. vlast-
nich tvarl jejich stochasticka interakce, kterd vyplyva z prostorové korelace vnéjsiho buzeni.
Z toho diivodu je tieba soustavu (9) analyzovat v plné $ifi.

Soustavu (9) prepiSeme v normdlnim tvaru:
F(t) = Q-F(t) + P(1) (11)

kde jsme oznacili:
ﬁ@]ﬁ@:myQ:P T
(1) | fo(t) = £(t)’ e? ; 2B

pfi¢emz p(t) je vektor n nezavislych ndhodnych procest plsobicich na jednotlivé soufadnice
ujo(x) podle (2), resp. (8).

F(t) - [

. P(t) = Hp(t) ; H= m (12)

3. ReSeni nahodné odezvy metodou spektralnich rozkladi

Vstupni i vystupni procesy jsou v naSem piipadé spojité. D4 se dokdazat, Ze je mozné je psat ve
tvaru, ktery je zaloZen na spektralnich diferencidlech vstupnich procesi:

[e.o]

p(t) = / exp(iwt) d®(w); F(t) = / F* (w, 1) d®(w) (13)

—00

d®(w) - vektor (n prvkd) spektralnich diferencidld procesi p(t); d®;(w) jsou procesy v pro-
ménné w typu bilého Sumu; jejich korelace se fidi Wiener-Chinéinovym vztahem, viz
napt. Bolotin (1979):

E{d®(w) - d®"(v)} = (v’ —w) Sp(w) dw du’ (14)
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E{-} - operéator matematického stfedu podle gaussovské hustoty pravdépodobnosti;
(-) - Diracova funkce;

F*(w, t) - matice (2n x n prvkid) nezndmych deterministickych funkci, které popisuji transfor-
maci ndhodného buzeni v zobecnénych soufadnicich do sloZek ndhodné odezvy v Casu.

S, (w) - matice (n x n) spektrdlnich hustot procest p(¢).

Vyrazy (13) dosadime do vyrazii (12) a do soustavy (11). Vzniklou relaci vyndsobime vektorem
d®T(w) zprava a potom uplatnime operator matematického stiedu. Vstupni procesy p(t) jsou
spojité a spektrdlni diferencidly d®(w) libovolné, nezdvislé a nenulové skoro vSude. MiZeme
tedy zaménit poradi aplikace operatoru integrace a matematického stredu. Odtud plyne:

/ (F*(w,t) + Q-F w,1))-S,(w)dw = / 9H - S, (w) exp(iwt)dw (15)

—00

Relace (15) musi byt splnéna pro kazdé ¢. To je mozné s ohledem na to, Ze matice S,(w) je
pozitivné definitni pouze tehdy, kdyZ plati:

F'(w,t) = —Q -F*(w,t) + 2H - exp(iwt) (16)

s pocatecnimi podminkami:
F*(wat)|t:0 =0 (17)

Formulace odezvy ve tvaru (13) md jednoduchou fyzikaln{ interpretaci. Ndhodnou odezvu F(t)
podle (11) lze chédpat jako superpozici odezvy na elementdrni harmonickd buzeni popsand
vzdy funkci exp(iwt) a ndsobend amplitudou, ktera je ddana ndhodnym koeficientem d®;(w).
Nédhodna ¢4st feSeni je tedy souctem, resp. integrdlem vSech feSeni platnych pro jednotlivd w
v (13). Vyfesime-li tedy soustavu (16) pro jednotkovad d®,(w), ziskdme matici F*(¢), kde j—ty
sloupec znamend odezvu na jednotkové buzeni v j—té zobecnéné soufadnici. ReSeni d¢inku
ndhodné Casti buzeni je tedy zaloZeno na znalosti jisté zobecnéné frekvencni charakteristiky.
V praktickém pripadé se da predpokladat, Ze soustava (1), resp. (4) jakoZto mechanicky systém
bude vzdy stabilni, a proto po odeznéni pocateni pfechodové faze dostane F*(w,t) vyznam
béZné prenosové matice.

Reseni rovnice (16) naznaéime ve tvaru Laplaceova obrazu (t — &). Podle predpokladu je
matice (Q + I - &) reguldrni a existuje tedy jeji inverzni matice. Pokud matice Q ma pouze

s M7

jednoducha vlastni Cisla, vyraz lze ddle upravit ve tvaru sumace:

* - L 2H 2 2ZH 1 1
Fi(0.6)=(Q + 1-¢) 1g_iw—,§iw—gk<g—w_s—£k> -

Z,. - k-td komponentni matice (2n x 2n), viz napt. Lancaster (1969); pokud matice Q ma 2n
jednoduchych vlastnich ¢isel, matice Zj, se d4 vyjadfit ve tvaru diadického soucinu:

Zi=q-qf (19)

qs - k-ty normalizovany vlastni vektor (2n prvkl) matice Q;
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& - k-té vlastni Cislo matice Q; podle pfedpokladu jsou vSechna vlastni ¢isla jednoducha;

matice B je symetrickd, matice ®, I jsou diagondlni, odtud plyne, Ze vlastni cisla tvori

n komplexné sdruZenych dvojic &o, = Eorpy1 (k = 1,7n); dé se dokdzat, Ze z pozitivni

definitnosti téchto matic ziroven plyne negativni hodnota redlné ¢asti vSech vlastnich

Cisel a tudiz dynamickd stabilita soustavy (1). Pfi malém dtlumu jsou hodnoty |&| blizké
hodnotam |6y|.

Zpétnou transformaci vyrazu (18) dostaneme feSeni rovnice (16):

F*(w,1) — ;ﬂ iiz_’“Hk (exp(iwt) — exp(&at)) (20)

Korela¢ni matice odezvy, tj. étvercova matice Kp(t1,%2) o rozmérech (2n x 2n) se dé zis-
kat pfimo z definice pouzitim F(w,t), viz napf. Bolotin (1979). Ze stejnych divoda jako
prve miZeme zaménit poradi aplikace operdtoru integrace a operatoru matematického stfedu.
Pfihlédneme-li k tomu, Ze u(t) jsou centrované procesy, miZeme psat:

Kr(ti,ts) = E{F()FT(y)} :E{/ F* (w1, 1) d®(w)) / dBT ()] F T (wn, 1) =

_ /F w,t1) S (W) FT (W, 1) dw

(21)
Spolu s nulovym matematickym stfedem se vyraz (21) da povazovat za zobecnéné feSeni
rovnice (11) ve stochastickém smyslu. Ze struktury vyrazu (20) je zfejmé, Ze prvni scitanec
popisuje staciondrni ¢4st odezvy, zatimco druhy scitanec vliv prechodového déje, ktery nastane
po zahdjeni buzeni vlivem homogennich pocatecnich podminek. Vzhledem k negativni redlné
¢asti vlastnich Cisel druhy scitanec s rostoucim ¢asem postupné zanikne. To znamenad, Ze pokud
se zabyvame pouze staciondrnim stavem, muzeme druhy s¢itanec ve vzorci (20) pominout. To
ndm umoZzni detailni zépis vyrazu (21), ktery je v tomto piipadé funkci pouze rozdilu t = ¢; — ¢
a nikoli obou ¢asovych soufadnic samostatné:

Z,HS, (w)HTZT
Kr(t) = 4 / k;l exp (iwt) (1w ) (i &) (22)

z ¢ehoz okamZité vyplyva matice disperzi:

2n 7, HS,(w)HTZT

Kp(0) = 4 7 Z ——L_ dw (23)

k=1 (iw — &) (_W_&)

ktera se obvykle poklada (zejména jeji diagondla, resp. odmocniny jejich prvkil) za smérodatny
udaj o rozsahu odezvy na ndhodné buzeni linedrni soustavy gaussovskymi procesy.

Vzorce (21)-(23) maji pomérné Sirokou pouzitelnost. Matici F*(w, t) 1ze ziskat nejen ana-
lyticky, viz (20), ale i numericky nebo experimentdlné. To do jisté miry pfedur¢uje metodu
provedeni naznacené integrace podle w. Je mozné ji dovést do konce ve formé vzorct v uza-
vieném tvaru pro fadu jednodussich piipadi spektralnich hustot buzeni. To je napt. tehdy, kdyz
spektraln{ hustoty S,(w) je mozZné vyjadfit ve tvaru ryze lomené raciondlni funkce a integraci
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provést pomoci reziduové véty. Pfi vycisleni integralu lze tedy rGznym zpisobem kombino-
vat analytické a numerické postupy v zavislosti na struktufe zadani. Dopliime jeSté, Ze integral
v (21)-(23) je mozné chapat v Stieltjesové smyslu, ¢imz 1ze obslouZit i riizné kombinace spojitych
spekter a vyraznych diskrétnich harmonickych sloZek s pevné urcenou frekvenci a amplitudou.

Povsimnéme si jednoho detailu. Pokud by procesy v,(t) mély charakter nezavislych bilych
Sumi bez vzdjemné korelace, bude matice S,(w) konstantni a diagondlni, viz zavér 4. kapitoly,
vyraz (37). V takovém piipadé s ptihlédnutim k (19) mZzeme psét (H, = H - S1/2):

Z,HS,(w)HTZT = u,-ul HS, H u;-u/ = H! wu! - wu! H, (24)
Vzhledem k tomu, Ze vlastni vektory jsou ortonormélni, dostaneme po tpravé:

0; k#1

- (25)
HT Z, H,; k=1

7, HS,(w)HTZT = <

V takovém piipadé by dvojitd sumace v (22) degenerovala na jednoduchou. Tento stav odpovida
nekorelovanym pravym stranam v ptuvodni soustavé (1), resp. (4). V obecném piipadé vSak
matice S, (w) neni diagondln{ a vzdjemna korelace vlastnich vektort neni zanedbatelnd. Je vSak
zjevné, 7Ze rychle klesd s rozdilem (k — [).

Vratme se nyni k vyraziim (2), (8), (10). Vzhledem ke gaussovské povaze odezvy popisuje
stochastickou ¢ast odezvy korelacni funkce:

Ku(xh Za, tla t2) - E {u(l'l, tl)U(I’Q, t2)}

Vzhledem k (2) a (8) miZzeme psat:

Ky(w1, 29,11, 1) = i Uio(T1)Ujo(T2) E {fi(eitl)fj(eth)} =u! (21)K 11 (t1, ta)u,(2)
ij=1

(26)
pficemz K s1; (t1, t2) je matice (n x n) vzdjemnych korela¢nich funkei Casovych slozek f; (t) =
[fi(6;1)], viz (12), ptislusejicich vlastnim funkcim wu;,(x). Opét s piihlédnutim k (12) miZeme
dale fici, ze K11(t1,12) je leva horni ¢tvrtina matice Kp(ty,¢,) podle (21), jak odpovidd
schematu:

K 11(th, t2) ; Kpia(ty,t
K (. 1) = ity ta) 5 Kpia(ty, ta) (27)

K1 (t1,t2) ; Kpaa(ts, t2)

Podobné submatici K ;55(t1, ) odpovidaji korelace rychlosti f5(t), atd. Pro staciondrni piipad
k (26) pritradime (22), popft. (23):

Koy(w1,29,1) = ug (21) K11 ()0, (22) (26)

Vyraz (26), resp. (28) prevadi vzdjemné korelace slozek pohybu v zobecnénych soufadnicich
u,(x) na korelace v podélné soufadnici konstrukce.
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4. Utinky fluktuaéni slozky rychlosti vétru

Vv,

Matici S,(w), ktera v (21) az (23) reprezentuje vn&jsi ndhodné buzeni, sestrojime s vyuZitim
piedpokladu o staciondrni povaze fluktuaci tlaku p(z, t) na zdklad€ posledniho z vyrazi (10):

K, (1) =E{p(r) pT(r + 1)} =E { / u, (1)p(a1, t)da, / uZ (29)p(a, t + T)dxz} (29)

S S

Dvoji integrace se d4 v daném piipadé prepsat ve tvaru dvojného integrélu. S ohledem na linedrni
povahu jsou operdtory integrace a matematického stredu zaménné. Z toho vyplyva:

K,(t) = ffuo(m)m E {p(xl,r)m} daydzy =
55 27+ "
= gguo<$1>uz<$2> pr(xhx%t)dl'ldl’Q

kde jsme oznacili: K, (1,72, 7) = E {p(a:l, Op(za, t + 7')}, to jest vzdjemnou korelaci fluk-
tuacni slozky tlaku v bodech x1, x5 zdvislou na ¢asovém rozdilu ¢.

Fourierovou transformaci relace (30) dostaneme:

S, (w) = / / (21 )07 (22) Sy (1, 2, w)dar1 s (31)
S S

Spektréln{ hustota S, (71, 22, w) popisuje skladbu fluktuaci tlaku vyvolanych fluktuaci rychlosti
proudu vzduchu, pfic¢emZ myslime pouze slozku tlaku ve sméru proudu, nikoli d¢inky plisobici
kolmo k nému. Rychlost proudu je funkci vysky nad terénem x. Do pfevodu z rychlosti na tlak
vstupuje geometrie konstrukce a jeji aerodynamické charakteristiky, které jsou rovné€z funkefi x.
Pfijimame predpoklad, Ze konstrukce neovliviiuje zpétné proudové poméry ve svém okoli. Pre-
nos mezi fluktuacemi rychlosti proudu a tlaku poklddame za linedrni, neboli dynamickd slozka
tlaku je popsdna pouze prvni mocninou rychlosti proudu a zanedbavdme vliv kvadratického
uc¢inku fluktuaci rychlosti. Priblizné tedy mtizeme tlak ve sméru proudu na jednotku délky Stihlé
konstrukce vyjadrit takto:

p(z,t) = 2k(z)vs(x)vg(2, t) (32)

k(z) - funkce polohy x nad terénem; zahrnuje vliv geometrie a aerodynamickych vlastnosti
prifezu, mérnou hmotnost vzduchu, atd.;

vs(x),vq(z, t) - statickd, resp. dynamicka slozka rychlosti proudu; v,(x) je rychlostni gradient
popisovany v literatufe a zafazeny do mnoha norem a dalSich standardi.

Dynamicka slozka v4(z,t) se poklddd za staciondrni a je zpravidla prezentovana formou vy-
konové spektrélni hustoty tlaku pfi jednotkovych parametrech x(x), vs(x). Takto definovana
referenéni spektraln{ hustota rychlosti proudu S, (w) je nezdvisld na x. Spektraln{ hustota v kon-
krétnich podminkach se stanovi pfendsobenim .S, (w) v souladu se vzorcem (32). Referenéni
spektralni hustota se zavadi podle riiznych autord, nejcastéji podle Davenporta (1967a). Pro-
storova povaha fluktuaci tlaku se zavadi pfendsobenim vykonové spektralni hustoty korelacni
funkci K. (21, x9,w), viz napt. Davenport (1967), Kolousek et al. (1983, Dyrbye & Hansen
(1996) a dalsi. Zavislosti na w se vyjadiuje klesajici prostorovd korelace fluktuaci tlaku se
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vzrustajici frekvenci. Matematicky neni tento vyraz zcela korektni, zavadi se aZ v zavéru, kdy
piSeme S, (21, T2, w) ve tvaru:

pr(l‘l,xmw) = 5($1,$2)Kv($17x2,w)5u(w) ) 5(%7%2) = 4ﬂof€($1)vs(Il)fi(@)vs(%)
(33)
Vsechny vyrazy na pravé strané (33) miZzeme pokladat za znamé, a tudiz pr(:pl, T9,w) podle
(33) dosadit do (31), ¢imzZ ziskdme popis ndhodného buzeni v zobecnénych soutradnicich wu,.
Je vSak tfeba zdlraznit, Ze popsana struktura ndhodného buzeni vyplyva bezprostfedné z expe-
rimentdlnich méfeni a neni vysledkem exaktni analyzy.

Rozsdhla a dlouhodoba méfeni in situ, experimenty v laboratofich a rtizné teoretické tivahy
vedly k v8eobecné piijaté struktufe popisu fluktuaéni slozky rychlosti vétru. Proces v4(t) se
zavadi jako nezavisly na prostorovych soufadnicich. Do vSech bodi = se vklada proces se stej-
nymi charakteristikami popsany jednim vzorcem pro skaldrni spektralni hustotu. Pro spektralni
hustotu fluktuacni slozky vétru je publikovano mnoho empirickych vzorct. Nejlépe se osvédcila
a do praxe pronikla Davenportova spektralni hustota, viz Davenport (1967a) a mnoho dalsich
praci, monografii, standardi a dalSich publikaci:

aplw|

Su(w) = (@ 1)

(34)
Prostorova povaha tohoto procesu se obvykle charakterizuje prostfednictvim korela¢ni funkce,
viz napt. Davenport (1967) a fada dalSich autort:

K,(x1,x9,w) = B(x1, x2) exp(—A|w||z1 — x2]) (35)

Ve vzorcich (34), (35) jsou zavedeny rozmérové konstanty o, a, A. Jsou stanoveny experimen-
talné a upravuji se zv1ast pro kazdou lokalitu. Pfedstavu o jejich povaze si 1ze u€init na zdkladé
literatury, napt. KolouSek et al. (1983), Dyrbye & Hansen (1996) a dalSi. Zabyvaji se jimi i
nékteré normy. Zhruba se daji charakterizovat takto:

ap- shrnuje koeficienty, které upravuji vzorec s ohledem na nidhodnou dynamickou povahu
procesu a jeho ne zcela stacionarni charakter;

a®- rozmérové frekvence; upravuje tvar spektralni hustoty a vyvazuje podil niz§itho a vy$siho
frekvenéniho pasma;

A- upravuje miru prostorové korelace.

Proces vy(z, t) je podle (34), (35) charakterizovén jako prostorové homogenni. Vzdjemna kore-
lace klesa pro danou vzdalenost bodl exponencidlné s rostouci frekvenci. Vysledna spektralni
hustota S, (1, x2,w) je vSak prostorové nehomogenni vlivem zavislosti x(z), vs(z) na podélné
souradnici x.

Dosazenim (35) do vyrazu (33) dostaneme:

Spa(21, T2,w) = B(x1, T2) - exp(—A|wl|z1 — z2]) - ( ol (36)

a? 4 w?)4/3

Dopliime pozndmku (24), (25). Pokud procesy v4(x,t) nebudou prostorové korelovany, bude
se funkce K,(z1,72,w) chovat tak, jako bychom zavedli limitu w — oo. To znamend, Ze
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exponencidla v (35) ma hodnotu jedna na diagondle 1 = x5 a vSude jinde je nulova. Z téhoZz
divodu je nenulové také S, (x1, Ta, w) pouze pro z; = xo. Dvojny integral v (32) degeneruje
na jednoduchy. Pokud by zavislost spektrdlni hustoty na x zmizela tplné, jak by odpovidalo
bilym Sumim, uplatni se ortogonalita vlastnich funkci u,(z) a matice S,,(w) se stane diagonalni.
Z provedené Uvahy je citit, Ze tato situace, kterd by vedla na stochastickou nezavislost vlastnich
funkci, neni ve skute¢nosti pfili§ pravdépodobnd. Klade si pfiliS§ mmnoho podminek, které jsou
v praxi obtiZzné ptijatelné i pfi zna¢ném zjednoduSeni.

5. Vypocet korelacni funkce odezvy

Na zakladé dil¢ich vysledki z pfedchozich kapitol nyni kratce shriime postup vypoctu hlavni
charakteristiky nahodné ¢ésti odezvy. Je popsana korelacni funkci podle vzorce (26), resp.
(28). Abychom ji vy¢islili, musime stanovit korelacni funkci K (%), resp. jeji ¢tvrtinu K15 (2).
K této matici, kterd charakterizuje vzdjemnou korelaci pohybu v zobecnénych soufadnicich,
se dostaneme pouzitim vzorce (22), popf. (23). Potfebnou matici spektralnich hustot S,(w)
ziskame ze vzorce (31), kam za spektrdlni hustotu S, (z1, z2,w) dosadime podle (36). Pokud
jsou tedy dany konstanty popisujici spektralni hustotu a prostorovou korelaci buzeni a parametry
konstrukce, miizeme vycislit korelacni funkci odezvy jakoZto funkci ¢asu a polohy na konstrukci,
pfipadné vzdjemnou korelaci ve dvou bodech na svislé ose konstrukce.

Operace integraci podle 1, x5, w a sumaci podle k,! mizeme v daném piipadé¢ zaménit.
Praci s vycCislenim miiZzeme zna¢né zjednodusit, provedeme-li jako prvni integraci podle w.
Podkladem pro dalsi kroky je stanoveni integrélu:

o0

. B(w1,72) ap|w| exp(—Alw[|Az])
Tu(z, 72) __[o (w+i&) (w —1§) (a2 4 w2)4/3

dw ; Ar =z —xy (37)

Jeden z Cinitel ve jmenovateli integrandu (37) ma raciondlni exponent, coz je jistd komplikace
pro dalsi vypocet. Celociselny exponent u zbyvajicich dvojélenti ve jmenovateli by umoznil
integraci v uzavieném tvaru pomoci reziduové véty. Pfiblizn€ v§ak mizZeme takto postupovat i
v tomto piipadé. Citatel je v Gaussové roving rotaéné symetricky podle pocatku, je bez nulovych

N s

a nevlastnich bodu a exponencialné se blizi k nule pro |w| — oo. Vzhledem k tvaru jmenovatele

v s

se integrand pro rostouci |w| bliZ{ dostate¢né rychle k nule. Z toho vyplyvd, Ze integrél (37)
je pfiblizn€ roven 27i ndsobku souctu rezidui nad redlnou osou, anebo pod osou, jak vyplyva
z vlastnosti integrandu.

Integrand (37) ma nad redlnou osou w dva singuldrni body:
wy =1§,; ws=1ia (38)
Chovani vyrazu (34) v okoli singuldrniho bodu w = ia je moZné vystihnout pfibliZnym vztahem:

ag|wl _ v |wl
(a? +w?)¥3 (@ + w?)

Sy(w) = (39)

kde a; je konstanta volena tak, aby raciondlni funkce co nejlépe vystihovala pribéh piivodni
funkce (34) v okoli singularniho bodu. Stanovi se napf. z rovnosti integrald na intervalu w €
(—00, 00) pro ptivodni a ndhradn{ integrand. Jinou moZnosti je pouZziti Laurentovy fady, vysledky
jsou vSak méné stabilni.
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Z predchozich uvah vyplyva nasledujici vysledek:

27 (1, 72) | aolSi] exp(=A§[|Ax])  wB(x1, 2)on exp(—AalAx])
&+ & (a2 — E)4/3 (a+&)(a—§)

]kl(l‘l,ZL‘Q) = (40)

Vzorec (40) potvrzuje vzajemné spoluptisobeni vlastnich vektort pfi ndhodném buzeni. Ze
struktury (40) je na druhou stranu patrné, Ze hodnoty Iy, (z1, x2) klesaji velmi rychle s rozdi-
lem |x; — xo|. V souvislosti se (17) je zfetelné, Ze vyznam spoluptisobeni je zavisly na mife
neproporciondlnosti utlumu, a tedy na struktufe komponentnich matic Zy, a déle na velikosti
prostorové korelace buzeni dané predevsim koeficientem .

6. Zavér

Matematicky model $tihlé vertikalni konstrukce zaloZeny na soustavé jednorozmérnych prvki
se spojité rozlozenou hmotou a ohybovou tuhosti mé fadu vlastnosti, kterymi se odliSuje od
modeld jinych typt. Nejpfirozenéjsim je srovnani s vlastnostmi modelu téZe konstrukce, jenz je
vytvoren na zdkladé soustiedénych hmot ¢i tuhych téles propojenych nehmotnymi pruZinami a
tlumicimi Cleny.

Oba modely maji fadu spolecnych zédkladnich vlastnosti, které umoZziiuji opustit fadu ome-
zujicich predpokladii neodpovidajicich realité. To se tyka vlivu neproporciondlniho tlumeni
konstrukce vybavené tlumicem, stochastické interakce vlastnich tvara (vektort) kmitdni zani-
kajici exponencidlné s rostouci vzdalenosti bodli odezvy, prostorové korelace buzeni i odezvy,
atd. Na druhé strané se potvrdila v zobecnéném méritku fada heuristicky zavedenych hypo-
téz v minulosti, jako napf. gaussovskd povaha odezvy, prijatelnost proporciondlniho modelu
na konstrukci bez tlumice i v pfipad¢€, Ze je sestavena z materidli s riznou mirou vnitiniho
utlumu. Vliv poc¢ate¢nich podminek je kratkodoby a zanikd exponencidlné s rostoucim Casem
od zahdjeni buzeni (staciondrniho).

Prednosti modelu se spojitymi prvky je analyza probihajici v zobecnénych soufadnicich,
které jsou blizké vlastnim tvarim posuzované konstrukce. Energetickd mohutnost jednotlivych
vlastnich funkci obecné vzato klesa se vzriistem jejich fadu. Z toho vyplyva moZnost pomérné
snadno omezit pocet vlastnich funkci, coZ zejména u analyzy stochastického kmitani znamena
citelné sniZeni pracnosti vypoctu. Vysledky jsou zdroven piehlednéj$i a jejich rozbor je sndze
proveditelny neZ v pfipadé modelu se soustifedénymi hmotami. Konvergence je zdroveii mnohem
rychlejsi a vyssiho typu.

Dodejme, Ze z kvantitativniho rozboru vyplyva nutnost opatrné zachézet s pfedpokladem o
linedrnim vztahu mezi dynamickou slozkou rychlosti vétru a vyvolanou dynamickou sloZkou
tlaku vyvozujici samotné rozkmitani. Tento piedpoklad je pfijatelny v podminkach volného
terénu a nizké zastavby. V oblasti velkoméstského centra je velice sporny vzhledem k vysokému
stupni turbulence, kdy amplitudy dynamické slozky mohou byt srovnatelné se slozkou statickou.
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