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ANALYSIS OF TEMPERATURES IN THE SURFACE LAYER OF
A SOLID IN SHORT-TERM HEATING FOLLOWED BY COOLING

J. Mencik*, L. Bene§*

Summary: The development of temperatures in a surface layer of a massive
body during short-term heating and the following free cooling can be modelled as
unidirectional heat flow in a semiinfinite solid. For the heating of bodies with
uniformly distributed temperature, analytical solutions exist, while for the cooling
(starting from nonuniform temperature distribution), a numerical procedure must
be used. The paper brings formulae for various conditions of heating and for the
numerical solution of the heat flow equation. Their use is illustrated on a model of
heating caused by mutual sliding of a railway wheel and a rail, and of the
following cooling by free convection into air and conduction into the body.

1. Uvod

V technické praxi se Casto setkavame s intenzivnim kratkodobym ohievem nasledovanym
volnym chladnutim. Ptikladem je kovani za tepla nebo lisovani skloviny, ale také smykéani
zelezni¢niho kola po kolejnici pfi brzdéni nebo rozjezdu. Predstavu o vyvoji teplot pii téchto
procesech je mozno ziskat z modelu zalozeného na jednorozmérném toku tepla. Predpoklad,
kolmém k povrchu, je pfijatelny pro tak dlouhé trvani procesu, dokud tloustka tepelné
ovlivnéné oblasti je maléd ve srovnani s jeji Sitkou a s tloustkou télesa ve sméru toku tepla.
Jednorozmérny tok tepla v pevném télese se fidi parcidlni diferencidlni rovnici
oT 9°T

E = aaxz s (1)

kde T je teplota, ¢ je Cas, x je hloubka pod povrchem, a a = A/(pc) je teplotni vodivost
materialu télesa, 4 je jeho tepelna vodivost, p je hustota, a ¢ je mérna tepelna kapacita.

Pokud ma téleso na pocatku v celém objemu konstantni teplotu, miiZeme teploty pii
ohfevu pocitat pomoci analytickych vztahii. Pfi nasledujicim chladnuti je nutno diferencidlni
rovnici (1) fesit numericky, napt. tak, Ze ji nahradime rovnici diferenc¢ni, a pocitame postupny
vyvoj teplot v jednotlivych Casovych krocich. V ptispévku naznacime feSeni pro oba piipady.
Vsechny materidlové parametry budeme uvazovat konstantni, i kdyz pfi numerickém feseni
by bylo mozné uvazovat jejich zmény s teplotou.
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2. Ohrev

Uvedeme zde vztahy pro Ctyfi dalezité pripady, kdy je vSak feSeni velmi jednoduché. Ve
vSech ptipadech pljde o polonekonecné) téleso, které ma na pocatku v celém objemu teplotu
Ty. Analytické vztahy jsou pfevzaty z monografie Lykov (1967). Poznamenejme, Ze i kdyz
zde budeme hovofit o ohievu, bylo by mozné vztahy pro pifipady 2.1, 2.2 a 2.4 uzit i
v ptipadé, kdy by vySetfované téleso bylo ochlazovano.

2.1 NAahla zména teploty povrchu

V case t = 0 se teplota povrchu zméni skokem na hodnotu 7§, a je dale udrzovadna na této
hodnoté. Teploty v télese se s Casem méni podle vztahu

_ _ X
T(x,0) = T, + (T, T“)erf(—z\/ﬂj ; (2)

kde x je hloubka pod povrchem, a je teplotni vodivost materialu télesa, ¢ je Cas, a erf(u) je tzv.
chybové funkce (Gausstv integral chyb) argumentu u, v tomto piipadé vyrazu u = x/[2V(at)].

2.2 Dokonaly kontakt dvou téles o riaznvych teplotach

Polonekonecné téleso o pocatecni teploté 77 je v Case ¢t = 0 ptfivedeno do tésné¢ho kontaktu
s druhym masivnim télesem, jehoZ pocatecni teplota v celém objemu je 7,p. (Situace se
vzdalené¢ podoba styku zépustky se zhavym vykovkem nebo sklaiské formy se sklovinou.)
V tomto piipad€ se ve sty¢né roviné obou téles okamzité¢ ustavi teplota T, kterd zlstava
nadale konstantni. Tato teplota bude blize k pocate¢ni teploté toho z téles, které ma vyssi
tepelnou akumula&ni schopnost E = V(Apc), v souladu s relaci

Iig—T, E
1,0 s L2 —c : ( 3 )
T, s T 2,0 E 1
Ai je tepelna vodivost, p; je hustota a ¢; je mérna tepelna kapacita materialu i-tého télesa (i =1,
2). Upravou vztahu (2) dostaneme teplotu sty¢né roviny

Tig + €T
7 = 10 2,0

N

(4)

1+ ¢

Teploty pod povrchem jakéhokoliv z téles se vyvijeji v Case opét podle vztahu (2), do n¢hoz
za Ts dosadime teplotu (4) a za a, T dosadime jeho teplotni vodivost a pocatecni teplotu.

2.3 Ohfev télesa zdrojem o konstantnim vykonu

Povrch polonekoneéného télesa (které ma v celém objemu teplotu 7j) je od okamziku ¢ = 0
ohiivan zdrojem o konstantnim mérném tepelném toku ¢ (Wm ). Sem patti napiiklad ohiev
laserem, ale také vzajemnym tfenim dvou téles. V poslednim ptipadé je

g=WNfvnid , (5)
kde N je normalova slozka kontaktni sily, f/ je soucinitel smykového tieni, v je rychlost

vzajemného smykani, 4 je kontaktni ploska, a konstanta 7 vyjadiuje, jaka ¢ast generovaného
tepla proudi do vySetfovaného télesa. Teplota v hloubce x a Case ¢ je dana vztahem
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Jat ( X j
T(x,t) =Ty, + 2 ierfc , 6
( ) 0 q 1 f 7 \/E ( )
kde ierfc(u) je integral z chybové funkce erfc(u) v mezich (0; «); Ize jej pocitat podle vztahu
ierfe(u) = Lexp(—uz) — uerfe(u) ; (7)
Jr

pticemz plati erfc(u) = 1 — erf(u).

2.4 Nedokonaly styk télesa s prostfedim o odliSné teploté

V case t = 0 je polonekonecné téleso o konstantni teploté 7 ponofeno do kapalného nebo
plynného prostiedi o teploté 7., pficemZ piestup tepla je fizen vztahem

q) = a[T(0,1) - Tc] (8)

kde « je soucinitel pfestupu tepla, g je hustota tepelného toku, a 7(0, ¢) je okamzitd teplota
povrchu télesa. Pro neménici se teplotu okolniho prostiedi a konstantni ¢ je mozno pocitat
teplotu télesa (v povrchové vrstveé) podle vztahu [...]
T'(x,t) =T,+ (I, -T)® , (9)
kde
X

O = erf(z—:/caj + exp(Hx+H2at)erfc[2\/E + H\/E] , H=ali . (10)

2.5 Dalsi pfipady

Technicky dulezity je také pripad nedokonalého kontaktu dvou téles, mezi nimiz je tenka

vrstvicka o souciniteli pfestupu tepla «. Teploty obou téles se postupné blizi k hodnoté T
dané vztahem (3). Piislu$né analytické vztahy publikoval Mencik (1979, 1980).

Vsechny uvedené ulohy Ize snadno modelovat v Excelu, ktery méa zabudované funkce erf(u) a
erfc(u). Pfi zndmych materidlovych konstantach, pocatecnich teplotach a podminkéch
ptfestupu tepla mizeme vypocitat teplotu v télese pro libovolny ¢as a (malou) hloubku, nebo
sestrojit jejich tabulku ¢i graf. Obménovanim vstupnich hodnot miizeme zkoumat vliv
riznych ¢initelll. Pomoci jednoduchého makra lze také vyvoj teplot v Case animovat. Rovnéz
je mozné pocitat Casy, pii kterych teplota v urcité hloubce dosahne zvolené hodnoty.

3. Ochlazovani

Ptedpoklddame volné chladnuti. Z ptedchoziho ohfevu existuje v télese rozlozeni teplot 71(x,
0); pro jednoduchost piesuneme nyni pocatek odecitani casu do zacatku chladnuti. Teplo
z povrchové vrstvy télesa je odvadéno jednak do okoli a jednak do chladnéjSiho vnitiku
télesa. Tok tepla do okoli je fizen rovnici (8), a pro tok tepla uvnitt télesa plati rovnice (1).

Protoze pocatecni rozloZeni teplot je nehomogenni, je diferencidlni rovnici (1) nutno fesit
numericky. V dalSim popiSeme jednoduchou proceduru fteSeni diferenéni rovnice pro
jednorozmérné neustalené vedeni tepla podle knihy Steidl a kol. (1975).

V télese vytvotime n vrstev; prvni o tloust'ce Ax/2, ostatni o tlouStce Ax (obr. 1). Zvolime
délku casového kroku Af a postupné pocitame teploty ve vSech vrstvach v jednotlivych
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casovych krocich. Teplota urcité vrstvy se pocitd z teplot sousednich vrstev v pfedchozim
kroku. Vzorce pro vypocet jsou nejjednodussi, jestlize délka casového kroku je piesné rovna
2
(Ax)

At = 11
2 (11)

V tomto piipadé¢ je teplota j-té vrstvy (j > 2) v ¢asovém kroku (k + 1) dana vztahem
Ti i+ Tk

Tj,k+1 = : B : (12)

Aby bylo mozno stejnym zplisobem pocitat i teplotu prvé vrstvy (o tloustce Ax/2), zavadi se
jesté vné telesa fiktivni vrstva F' o tlouStce Ax/2. Na zakladé¢ nahrazeni konvektivniho
tepelného toku (8) ztélesa konduktivnim tokem v této fiktivni vrstvé dostaneme teplotu
fiktivni vrstvy v k-tém ¢asovém kroku

N
Tpy = ?(Te_TO,k) + Toy » N=(a/HAx (13)

kde 7. je teplota okoli a Tk je teplota povrchu, a A je tepelna vodivost materialu télesa
(pfedpokladana konstantni). Potom teplotu v prvé vrstvé (7)) dostaneme podle vztahu (11),
kam za T;_; dosadime Ty, a za Tj+ x dosadime 7> . Teplotu povrchu v nasledujicim ¢asovém
kroku vypocitdme podle vztahu

NT, + 2Tl,k

N + 2 (14)

Tojs1 =

Aby byla zajiSténa numerickd stabilita feSeni, musi byt N < 2, coz pfi velmi intenzivnim
prestupu tepla (vysoké ) mize znamenat omezeni tloustky vrstev Ax; viz vztah (13).

Ax/2 Ax Ax
1 2 3.,

Obr. 1 Znaceni vrstev v télese. F — fiktivni
rovina, 0 — povrch, 1,2,3... vrstvy pod povrchem.

Pozndmka. Stejnou proceduru by Slo pouzit i pro feSeni ohfevu, naptiklad kdyby bylo nutno
uvazovat zavislost materialovych parametrti nebo koeficientu ¢ na teploté.

K popsanému numerickému feSeni lze pouzit i ,,vSudypfitomny* Excel (coz samoziejmée
nevylucuje uziti jinych, G€inngjSich nastroji). V tomto piipad€ se feSeni vytvoii ve formé
tabulky, kde sloupce odpovidaji jednotlivym vrstvam (F, 0, 1, 2, ...), a fadky jednotlivym
casovym kroklim. Prvni tadek (rozlozeni teplot v télese na konci piedchoziho ohievu)
dostaneme vlozenim hodnot ziskanych analytickym feSenim pfislusné ulohy (viz vyse). Pfi
ohfevu tedy musi byt pocitany teploty pro hloubky, odpovidajici tloustkdm vrstev
v diferen¢ni rovnici. Vyvoj teplot v riznych hloubkach je vhodné znazornit graficky. Pfi
malych tloustkach vrstev vychéazeji ¢asové kroky velmi kratké, a celd tabulka mtize obsahovat
velky pocet ¢isel. Pro zmenSeni narokl na pamét’ Ize vytvorit makro, které vzdy po spusténi
vygeneruje tabulku fadek po fadku, coz netrvd déle neZ nékolik sekund. Potom je mozné
v pam¢éti pocitace uchovavat pouze tabulku obsahujici prvé dva radky s algoritmem feseni.
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4. Prakticka ¢ast

V ramci vyzkumu pficin vzniku tvrdych lokalnich oblasti v povrchové vrstvé Zelezni¢nich kol
a kolejnic (tzv. white etching layers, WEL) byly vySetiovany teploty vznikajici pfi smykani
kola po kolejnici, napf. pfi brzdéni nebo rozjezdu (protaceni kola pfi stojicim vlaku) a béhem
nasledujiciho chladnuti. K tomuto ucelu byly vytvofeny jednoduché programy v Excelu
s uzitim vztaht uvedenych vySe. Byl modelovan kratkodoby ohiev povrchovym zdrojem o
konstantnim vykonu (pfipad 2.3, analytické vztahy (5) — (7)), a nasledujici ochlazovani s
volnym odvodem tepla z ohiaté povrchové vrstvy do chladnéjsiho vnittku kola nebo kolejnice
a do okoli (okrajova podminka (8)). Zde bylo pouzito numerické feSeni (vztahy (11) — (14)).

Sledovani tvrdych oblasti (WEL) v povrchové vrstvé Zelezni¢nich kol a kolejnic ukézalo,
ze jejich tloustka se pohybuje od nékolika setin do né€kolika desetin milimetru; Sitka byva az
do 10 mm. Pomér hloubky a Sitky se tedy pohybuje v rozmezi 1: 100 az 1:10, coz opraviiuje
pouziti jednorozmérného modelu, tim spiSe, Ze ohfev pii prokluzu trvd nanejvys nékolik
desetin sekundy.

Zakladni parametry uvazované pii vypoctech byly: N =100 kN, v=0.7 m/s, f=0.1, 4 =
1.0 cm?, 7= 0.5 (50% generovaného tepla do kola a 50% do kolejnice), hustota tepelného
toku do kolejnice ¢ = 3.5x10" W/m%, A =40 WK ' m™', p="7850 kg/m’, ¢ =400 Jkg 'K, a =
1.27x107° m%/s, polateéni teplota T(x, 0) = 0°C. Materidlové parametry byly uvazovany
konstantni, nezavislé na teploté. Pfi nésledujicim chladnuti byla uvazovana volna konvekce
(o= 100 Wm *K ") do vzduchu o teplotd 7. = 0°C a vedeni tepla do vnittku kolejnice.
Tloustka vrstev v diferenéni rovnici byla Ax = 0.10 mm, a &asovy krok Ar = 3.9250x10 *s.

Vyvoj teplot pii ohievu a ochlazovani byl sledovan pro rizné intenzity a trvani ohfevu. Pro
parametry uvedené vySe bylo pii ohfevu dosazeno austenitizaéni teploty (723°C) na povrchu v
case t = 0.042 s, a v hloubce x = 0.25 mm pfii ¢ = 0.069 s. Na obrazku 2a je rozlozeni teplot
v povrchové vrstvé pii ohfevu v ¢ase ¢ = 0.18s; povrchova teplota dosahla piiblizné 1495°C,
zatimco v hloubce x = 0.25 mm byla 1286°C.

Obrazek 2b ukazuje ¢asovy vyvoj teplot v riznych hloubkach béhem chladnuti. Povrchova
teplota klesla ze 1495°C na 748°C b&éhem 0.1 s, na 593°C v Case 0.2 s, a na 298°C za 1 s.
Teplota v hloubce 0.25 mm byla pro casy delsi nez 0.1s téméf totozné s povrchovou teplotou.
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Obr. 2a. Ohfev pii prokluzu kola po kolejnici. Obr. 2b. Volné chladnuti. Vyvoj teplot

Rozlozeni teplot v ¢ase t =0.18 s. v hloubkéach 0-0.25-0.75-1.05 mm.
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Vysledky je nutno povazovat pouze za piiblizné, protoze i vstupni a materidlové parametry
byly pouze odhadnuty. Piesto ukéazaly, ze pti kratkodobém intenzivnim ohfevu mohou v
povrchové vrstvé vzniknout dostatecné teploty pro austenitizaci a dostatecné velky spad teplot
na to, aby pfi nésledujicim volném chladnuti doslo k samozakaleni materidlu odvodem tepla
do vnitfku télesa, ktery byl mnohem intenzivnéjsi nez odvod tepla do vzduchu. Samoziejmé
je nutno zkoumat také moznost vzniku austenitu i martenzitu nebo dalSich struktur v
podminkach velmi rychlého (a kratkodobého) ohfevu a ochlazovani. To bude pfedmétem
dalsiho vyzkumu.

6. Shrnuti

V technické praxi se Casto setkavame s intenzivnim kratkodobym ohievem nasledovanym
volnym chladnutim. V piispévku byly uvedeny vztahy pro analytické feSeni jednorozmérného
toku tepla pii Ctyfech dulezitych piipadech kratkodobého ohfevu masivniho t€lesa, a vzorce
pro numerické feSeni nasledujicitho volného chladnuti. Pouziti naznadené¢ho postupu bylo
ilustrovano na ptikladu modelovani teplot pfi vzajemném prokluzu Zelezni¢niho kola po
kolejnici. K tomuto ucelu byly vytvotreny jednoduché programy v prostiedi Excel. Vypocty
ukézaly, ze pfi prokluzu mohou v povrchové vrstvé vzniknout dostatecné teploty pro
austenitizaci materidlu a dostatecn¢ velky spad teplot na to, aby pfi nasledujicim chladnuti
doslo k jeho samozakaleni odvodem tepla do vnitiku télesa.
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